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GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 



Je me suis proposé , en écrivant ce cinquième ouvrage sur la géométrie 
descriptive, de faire connaître les utiles applications que l'on peut faire de cotte 
science: 1* à la détermination des ombres; 2"" au trace d'une perspective; 3"" à 
la construction des cadrans solaires ; et 4"" à la description graphique de divers 
engrenages. 

Je n'ai point eu en vue d'écrire sur chacune de ces matières un traité complet, 
mais seulement de faire connaître plusieurs choses anciennes qui n'avaient point 
encore été imprimées , et de donner aussi quelques idées nouvelles et que les 
divers auteurs qui ont écrit sur ces sujets n'ont point présentées dans les ouvrages 
qu'ils ont publiés. 

J'ai suivi dans ce cinquième ouvrage la marche que j*ai adoptée dans les quatre 

premiers ; ainsi , je n'expose point ce qui a été dit par d'autres avant moi , à 

1 
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moins qu'après avoir exaofiifié une question déjà traitée, je n'aie été conduit , ou 
à la présenter sous un nouveau jour, ou à employer des méthodes nouvelles , ou à 
déduire des conséquences qui n'avaient point encore été signalées. 

Je pense que ceux qui étudient, ainsi que ceux qui enseignent la géométrie 
descriptive , trouveront dans ce cinquième ouvrage des choses nouvelles et dignes 
de quelque intérêt, soit sous le point de vue scieniifique , soit sous le point de vue 
d! application f et même encore sous le point de vue historique. 
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Le problème des ombres à déterminer sur une surface donnée y se trouve 
complètement résolu dans le Cours de géométrie descriptive, puisque nous avons 
montré que la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une surface donnée 
n'était autre que la courbe de contact de cette surface avec un cylindre, si Ton 
supposait un rayon lumineux, ou avec un cône , si l'on supposait un point lumi- 
neux ; et que Tombre portée par la même surface sur une autre surface n'était 
autre que la courbe d'intersection de cette seconde surface avec le cylindre ou le 
cône lumineux. 

D'après ce qui précède, on doit comprendre que sous le point de vue théo- 
rique il ne reste plus rien à faire ; et dès lors on doit être porté i penser qu'un 
livre j dans lequel on traite des applications de la géométrie descriptive aux 
ombres, est i peu près inutile. 

Mais dans le Cours de géométrie descriptive , on a considéré les surfaces , en les 
divisant par groupes suivant leurs divers modes de génération, et l'on a exposé 
des méthodes générales , et dépendant chacune seulement du mode particulier de 
génération de la surface considérée. 

Or, lorsque Ton veut appliquer ces méthodes générales à des surfaces spéciales 
appartenant à un même mode de génération , il arrive fréquemment que ces mé- 
thodes générales peuvent être simpliQées en vertu de certaines propriétés géo- 
métriques dont jouit telle ou telle de ces surfaces spéciales, à Texclusion de 
certaines autres appartenant au même mode de génération. 

Ainsi , si l'on propose de déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lu- 
mière sur un ellipsoïde à trois axes inégaux , il ne faudra pas employer la mé- 
thode générale qui appartient aux surfaces engendrées par une courbe plane 
mobile et variable de forme, se mouvant parallèlement à elle-même en restant 
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toujours semblable à elle-même. Il faudra profiter de la propriété géométrique 
dont jouii rdlipsoïde à trois axes inégaux, savoir : que la courbe de contact avec 
un iîjfîtîdre ou un cône est toujours une courbe plane, et dès lors la solution du 
problème d'ombre se trouve ramené à celui-ci : Intersection d'un plan donné par 
deux droites qui se coupent et dun ellipsoïde à trois axes inégaux. Et aussitôt Ton 
doit remarquer que pour résoudre ce nouveau problème, en n'employant que la 
ligne droite et le cercle, H faut cnbctuer un changement des plans de projection 
et prendre pour nouveaux plans de projection, savoir : pour plan horizontal le 
plan diamétral donnant une section circulaire dans Tellipsoide , et pour plan 
vertical un plan perpendiculaire à ce plan de section circulaire. 

D'après ce qui vient d'être dit, on doit voir qu'il n'est plus sans intérêt d'écrire, 
non pas un traité sur les ombres, mais un ouvrage dans lequel on réunirait à la 
suite les unes des autres les solutions de divers problèmes d'ombres, ces solutions 
étant, exécutées d'après les principes que nous venons d'exposer ci-dessus. 

Un pareil ouvrage pourrait être très^volumineux , aussi n'ai-je donné qu'un 
petit nombre de problèmes d'ombres, ce qui m'a paru suffisant pour bien faire 
comprendre la marche que l'on doit suivre dans la solution de chacun des pro- 
blèmes qui pourraient être proposés; et à la fin de ce premier livre, j'ai donné un 
tfès-grand nombre de programmes de problèmes d'ombre que chacun pourra 
s'exercer à résoudre. 

En terminant ces réflexions, nous devons faire remarquer qu'il est très-utile, 
après avoir exposé la théorie des méthodes générales, de faire des applications 
spéciales, car presque toujours les surfaces spéciales que l'on a à examiner, non- 
seulement nous permettent, comme nous l'avons dit ci-dessus, de modifier d'une 
manière élégante la solution générale, en vertu des propriétés géométriques 
propres à chacune de ces surfaces particulières, mais encore chaque surface spé- 
ciale peut nous faire découvrir des propriétés auxquelles on n'aurait pas songé, 
si Ton s'était contenté des aperçus généraux. 

C'est ainsi qu'en déterminant la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur 
le piédouche (surface dont le mode de génération est identique à celui de l'ellip- 
soïde de révolution), on a reconnu qu'il pouvait exister une génératrice du cylindre 
lumineux ou du cône lumineux, telle qu'elle fût tangente à cette courbe de sépa- 
ration : et l'on a reconnu que ce fait ne pouvait avoir lieu que pour une surface 
dont les rayons de courbure étaient dirigés en sens opposé. 

Cû fut aloi^ que Hachette pensa à l'emploi d'un hyperboloide osculateur pour 
déterminer ce point remarquable sur le piédouche, et que plus tard je fus conduit 
à employer les surfaces osculatrices du second ordre pour construire les tangentes 
au point multiple de la courbe intersection de deux surfaces quelconques, et 
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aussi pour construire la tangente en un point quelconque de la courbe de contact 
de deux surfaces quelconques. 

Lors donc que Ton se proposera la solution d'un problème d'ombre sur des 
surfaces particulières , il faudra non-seulement chercher les simplifications que 
les propriétés géométriques de la surface particulière considérée peuvent appor* 
ter à la méthode générale de solution , mais encore examiner avec soin si Ton 
ne pourrait pas découvrir quelques propriétés nouvelles , que Ton cherchera en«- 
suite à généraliser ; procédant ainsi du simple au composé. 



(ifiMOIRB INEDIT.). 
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TRAITÉ DES OMBRES DANS LE DESSIN GÉOMÉTRAL (*)• 



AVANT-PROPOS. 



Dès le premier établissement de l'École du génie à Mézières , on s'est attaché à 
donner aux jeunes officiers les principes du dessin , et à le faire avec méthode. 
La facilité de l*expres$ion avec le crayon et rintelligence du dessin donnent celle 



(*) Ce mémoire fait partie de la collection des manuscrits de la bibliothèque de l*École d'application d* 
l'artillerie et du génie à Metz. 

11 est coté pièce n* 42 , carton n* 4, et provient du fonds de l'ancienne École du génie qui fut transférée 
de Mézières à Metz en 4793. 

On ignore le nom de l'auteur de ce petit traité , ainsi que sa date précise. Cependant, on a lieu de croire 
qu'il a été écrit à TÉcole de Mézières pour l'instruction des jeunes officiers du génie, vers l'an 4775 à 4780. 

Les dessins qui accompagnent ce petit traité sont évidemment de la même main que deux dessins qui 
existent encore dans les collections de l'École d'application de Metz , et qui portent le millésime 477i. 

On sait que ce fut en 4775 ^ que Monge écrivit un mémoire sur les ombres , et dans lequel il employa 
Vanalyie. Dix ans plus tard, il écrivit quelques pages ( que nous donnons ci-après ) sur les ombres , mais 
alors il employa la méthode des projections , lu géométrie descriptive. 

C est d'après le petit traité que nous publions ici pour la première fois que fut exécutée Vépure de 
l'ombre des cheminées qui existe dans la collection des épures gravées de l'École polytechnique , épures 
gravées qui datent presque toutes de la fondation de TÉcole polytechnique en 4796. T. 0. 

1 Voyez ce que Hachette dit au sqjet d« ce mémoir« de Monge dans la Correspondance sur rËcote polytechnique, 
Tol. 1", pag. 205. T. G. 
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de là bonne construction des ouvrages des places, du tracé et relîef de la forti- 
fication et en général de tout ce qui y a rapport, celle des ouvrages relatifs à la 
guerre de campagne et de siège, forme le coup d'œil pour la reconnaissance des 
places; c'est le dessin, en un mot, entendu et appliqué à tous les objets, qui ca- 
ractérise en partie les ingénieurs. 

On n'a rien trouvé de plus propre pour leur procurer cette connaissance par- 
faite du dessin, que de leur faire suivre des cours de coupe des pierres et des bois, 
et on a pris soin à cet effet de développer la partie de la coupe des bois, qui ne 
l'avait point été jusqu'à présent. Indépendamment des avantages qui résultent de 
cette étude, relativement aux constructions dont les officiers du génie ont la di- 
rection, on conçoit facilement que quand on fait développer toutes les faces et 
connaître tous les angles, plans ou solides, d'une pierre quelconque employée dans 
une voûte, une trompe, etc., ou d'une pièce de charpente employée dans un 
comble, un dôme, un escalier, etc. , qu'on a bien de la facilité à développer un 
bastion, une demi-lune, un cavalier de tranchée, une batterie, etc.; que quand 
on sait bien former la représentation de toutes ces choses pour les faire entendre 
aux autres, on est en état de se les représenter comme si elles étaient déjà exécu- 
tées , et d'en combiner les différentes constructions pour les rendre autant par- 
faites qu'elles peuvent Tôtre. 

Mais jusque-là l'étude du dessin a été bornée aux simples traits ; l'art du lavis , 
les dégradations des teintes et des ombres sont nécessaires pour lui donner 
l'effet du relief convenable ; et souvent sans ces secours, le dessin ne pourrait être 
que difficilement entendu. L'art du lavis s'acquiert par Texercice, les dégradations 
des teintes doivent être tirées des lois de la nature , et l'étendue des ombres 
portées par les corps devant être proportionnelle aux distances, doit être traitée 
avec le secours de la géométrie. 

C'est de l'harmonie de ces différentes parties bien entendues que dépendent la 
correction et Texpression du dessin* La partie de la fixation proportionnelle des 
ombres n'ayant point été traitée jusqu'à présent relativement au dessin géo- 
métral dont les ingénieurs font usage, nous avons cherché des pratiques puisées 
dans la géométrie , commodes et expéditives pour les déterminer, en n'eitiployant 
néanmoins sur les dessins que le moins de lignes possibles, parce qu'elles ne 
pourraient qu'altérer la propreté qui leur est nécessaire. Mais ces pratiques et 
les principes sur lesquels elles sont fondées n'ayant pas été mis en ordre 
jusqu'à présent, et n'ayant été enseignées que par intervalles, suivant le besoin 
de différents cas , ne pouvaient rester, ni s'arranger dans la tête; ce qui a engagé 
à les rassembler et expliquer dans ce petit traité , que l'on donne ici en forme de 
leçon pour Tusage de l'école. 
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Après avoir établi ^es notions générales sur les dessins , nous indiquerons la 
manière de disposer ceux des ingénieurs. 

Nous donnerons ensuite la méthode pour déterminer les ombres sur toutes 
sortes de surfaces, en l'appliquant à des exemples ; et nous (inirons par détailler 
les principes suivant lesquels les ombres et les teintes se dégradent et s'afTai- 
blissent, en mettant aussi sous les yeux les exemples nécessaires pour en faciliter 
rintelligeûce* 

Notions générales sur le dessin. 



i. Le dessin est l'art de représenter les objets sur des surfaces quelconques; 
068 surfaces sont ordinairement planes. Les peintres se servent de toiles , et 
donnent à leurs ouvrages le nom de tableau. Nous ne nous servirons que du pa- 
pier^ auquel on donnera le nom en général de dessin; celui de la figure j de Por^ 
nementj du paysage ne s'acquiert que par les leçons d'un bon maître et par un 
exercice suivi pendant un certain temps. Le dessin de l'architecture civile et 
militaire^ de la fortification, etc., prend ses principes dans les arts et dans la 
géométrie, et s'exécute avec la règle et le compas. 

2. On distingue deux espèces principales et primitives de ce genre de dessin ; 
Fun est le dessin en perspective, et l'autre est le dessin géométral. 

3. Le dessin en perspective représente les objets tels qu'ils paraissent d'un 
point fixe pris à volonté parmi tous ceux d'où ils peuvent être vus, c'est-à-dire 
qu^on suppose que de l'œil du spectateur partent autant de rayons qu'il y a de 
points dans l'objet qu'on représente, lesquels, par leur intersection avec le tableau 
ou la feuille de papier qu'on suppose placée entre l'œil et l'objet , y représentent 
les mêmes points qui, étant joints par des lignes correspondantes à celles de 
l'objet, les rendent en perspective. Cette manière de dessiner est l'imitation de 
la nature, et peut être très-utile en plusieurs occasions, surtout lorsqu'on doit 
rendre compte d'un objet et de la position respective de ses parties pour un même 
point de vue; mais elle a l'inconvénient que les dimensions de l'objet y sont pour 
l'ordinaire tellement défigurées qu'il est diflicile d'en connaître avec exactitude 
les proportions d'après la seule représentation en perspective. 

Quoiqu'on ne soit pas dans l'usage de se servir de ce genre de dessin dans les 
projets de construction, néanmoins il est très-utile qu'un ingénieur en ait con* 
naissance pour se former le coup d'œil si nécessaire dans la guerre en général, 
et particulièrement dans la reconnaissance des places, qui souvent peuvent 
être vues de quelques éminences ou clochers; il ne lui servira pas moins pour 
le lever des plans et des cartes où il est obligé de représenter géométralement 
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les objets qu'il ne voit qu'en perspective , car il a acquis l'usage de mettre avec 
facilité un plan géométral en perspective, réciproquement il lui sera facile de 
ramener la perspective au géométral; mais différents auteurs ayant écrit sur ce 
genre de dessin , il ne fera point partie de ce traité. 

4. Le dessin géométral difl'ère principalement du dessin en perspective en 
ce qu'au lieu de supposer que les rayons qui partent de tous les points de l'objet 
concourent à un même point (qui est l'œil du spectateur) placé à une distance 
finie, on imagine que tous ces rayons concourent à une distance infinie, et sont 
par conséquent parallèles entre eux ; de sorte que, pour que le spectateur puisse 
les voir d'une distance finie comme ils sont représentés par un œil infiniment éloi- 
gné, il est nécessaire que le spectateur change de lieu à chaque instant, et se 
place successivement sur les directions de chaque rayon en particulier. On sent 
bien que ce dernier genre de dessin n'altère point, les dimensions des objets qui 
se trouvent dans une situation parallèle au plan du papier, mais aussi qu'il ne 
peut en représenter qu'une seule face à la fois , et qu'il ne serait pas possible de 
prendre une idée complète du tout, si le spectateur était censé considérer toujours 
la même face. On a donc pris le parti d'imaginer différents plans qui traversent 
Tobjet ou qui lui sont extérieurs, et l'on suppose que sur ces plans se peignent , 
comme on l'a dit , les parties des objets qui leur sont directement opposées ; c'est 
de cet art, que Tétude de la coupe des pierres et des bois donne l'intelligence la 
plus exacte et qui ne laisse rien à désirer, si l'on en excepte les ombres et les 
teintes. 

5. Sur un plan horizontal mené à travers, au-dessus, ou an-dessôus de l'objet^ 
on conçoit que de tous les points de l'objet parlent des droites verticales qui for- 
ment par leurs extrémités sur un plan une figure qu'on nomme la projection 
horizontale de l'objet ou simplement son plan. Soit, par exemple, la droite AB 
inclinée d'une manière quelconque à l'horizon. Si sur le plan horizontal DE on 
abaisse de tous les points de AB des perpendiculaires NM, OP , BG , la droite AG 
que ces perpendiculaires formeront par leur rencontre avec le plan horizontal, 
sera la projection horizontale ou le plan de AB, et par conséquent aussi sa repré- 
sentation sur le plan horizontal proposé. 

Les perpendiculaires NM, OP, BG sont les rayons suivant lesquels l'œil regarde 
successivement tous les points de AB. Souvent, dans le discours ordinaire, on 
dit que AC est la grandeur de AB au plan (*). 



(*) Lorsqu'il s'agît de la perspective , les auteurs disent : a» géométral , au lieu de dire : au plan. 

T-0. 
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6. De même, si sur un plan vertical FE mené par un point de l'objet ou hors ne it projecUon 
de l'objet , on tire de tous les points de ce même objet des perpendiculaires au ^^J^^^^,g ^ 
plan vertical, leur rencontre avec lui y forme une figure qu'on nomme profil éiévatioiw^ct 
lorsque le plan de repésenlation coupe l'objet, et élévation lorsqu'il lui est ^^«««""se». 
externe , et cette figure en est la représentation sur le plan vertical ; si , par 
exemple, de tous les points À, N et O de la droite AB on mène au plan vertical 

FE des perpendiculaires AC , NQ, OR dont les extrémiiés forment sur ce plan 
vertical la droite BG, cette droite BG est le profil ou élévation de AB, et sa 
représentation sur le plan vertical dont il s'agit. C'est un usage assez ordinaire 
de dire que BG est la grandeur de AB au profil ou à l'élévation. 

7. Les plans de représentations dont nous avons parlé (art. 4) ne sont limités na nombre 
dans la théorie, ni quant à l'espèce, ni quant au nombre; mais dans la pratique, teprofliset 
on n'en emploie que deux espèces, savoir : les plans horizontaux et les plans nécessaires pour 
verticaux: mais, pour faire connaître l'objet, le nombre des uns et des autres „ ??"°f'?®, 

, 1 » 1 1 . robjet à fond. 

n'est pas toujours le même; souvent, sur un même plan, s élèvent plusieurs . 
profils et élévations. 

Ou sent assez qu'il y a de l'art dans le choix et la disposition des plans, pro-* choix et 
fils et élévations qu'on veut employer afin de représenter l'objet le plus parfai- ^ums*'**rofllr 
tement qu'il est possible, avec des figures les moins nombreuses et les moins et éiérations. 
chargées; mais cet art ne peut être soumis à des règles générales : de bons mo- 
dèles et la pratique sont les meilleurs maîtres qu'on puisse consulter. 

8. Ces principes établis, il est aisé de concevoir qu'en combinant ensemble les u eombiiiaison 
plans, profils et élévations, on connaîtra toutes les dimensions des parties de ^^^^ 
l'objet au moyen des échelles en toises , pieds et pouces ou autres mesures , car âéyauons fait 
les plans donnant toutes les mesures horizontales , les profils et élévations donnent ]^ yériubiei 
toutes les mesures verticales, même les mesures inclinées à l'horizon et parai- dimensions 
lèles au plan vertical du papier; en sorte que la difficulté se réduit tout au plus 

pour celles non comprises au plan vertical parallèle au papier, à trouver l'hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle dont on a les deux côtés, l'un au plan et l'autre 
au profil. Ainsi, dans l'exemple (Pi. l,fig* 1) allégué ci-dessus, il est visible 
qu'ayant AB au plan et au profil , on a cette ligne elle-même en nature. Il en sera 
de même dans tous les cas; c'est de celte espèce de dessin qu'on se sert dans les 
projets des ouvrages proposés à la cour et pour leur construciion. 

9. Nous avons insinué (art. 2) qu'il y a d'autres genres de dessin que celui en Espèce miicie 
perspective et celui géométral, mais ils sont tous divisés ou composés de l'une de dessin 
ou de l'autre de ces deux espèces primitives; celui d'entre eux dont on fait le plus "^^"'^ ^^ 
d'usage s'appelle perspective cavalière (comme qui dirait perspective où les rè- 
gles de l'art ne sont pas scrupuleusement observées); par exemple, on s'en est 

3 
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MrTi ponr reprâsenter {ftg. 1) les solives auxquelles tppartîenDent le plan bori- 
xontal DE et le yertical FE. On l'a aussi employé avec succès pour expliquer les 
assemblages de charpente , dans le supplément qui en a été fait et donné à Técole 
du génie pour rintelligence des coupes pour les bois (*). Dans cette espèce de 
dessin on peut toujours conserver à une des surfaces planes qui enveloppe un 
corps et a sa paraître (lorsqu'elle en a une) leur figure , sans altération , ni dans 
leurs angles , ni dans la longueur des lignes qui le forment. 

A l'égard des autres surfaces qui enveloppent le corps, les ouvertures des 
angles seront nécessairement altérées, mais les lignes conserveront leurs véri- 
tables longueurs , ce qui rend cette sorte de dessin susceptible de dimensions 
qu'on peut connaître au moyen de l'échelle. Ce dernier genre de dessin est si 
iacile à entendre d'après ce qu'on en voir {fig. i) et ce qu'on en a vu dans le 
supplément à l'art de la charpenterie , que nous n'entrerons pas à ce sujet 
dans un plus grand détail. 

10, Si l'on n'avait qu'à mettre aux simples traits les plans , profils , et élévations 
des différents objets que l'on veut représenter, on n'aurait besoin que des projec- 
tions horizontales et verticales expliquées ci-dessus (art. 5 et 6), et ce sont les 
seules dont on s'est servi dans la coupe des pierres et des bois ; mais , pour 
donner de la grâce au dessin et faire apercevoir du premier coup d'œil les 
différents reliefs de toutes les parties de l'objet qu'il représente, il est néces- 
saire d'observer les dégradations des teintes et d'y marquer les ombres portées 
par le soleil , en suivant à cet égard ce qui se passe dans la nature 

Nous parlerons à la suite ( de ce traité ) de la dégradation des teintes ; nous 
allons expliquer la manière de déterminer la figure, l'étendue des ombres relative- 
ment aux différentes surfaces qui les reçoivent, lesquelles surfaces sont toujours 
projetées sur la feuille horizontale et verticale du dessin. 

il. Nous admettrons pour principe fondamental que différents rayons du 
soleil sont parallèles. Si en mécanique on a supposé les directions de la pe* 
santeur parallèles , à plus forte raison admettra-t-on la même hypothèse pour 
les rayons du soleil, qui est plus éloigné de nous que le centre de la terre. 
. Iti. Si par un rayon du soleil on fait passer un plan vertical , l'intersection 
de ce plan avec la feuille horizontale du dessin y déterminera (art. 5) la projec- 
tion de la direction du rayon du soleil au flan-^ cette direction sera ensuite 
projetée sur les profils et élévations, ainsi qu'il est expliqué (art. 6). 

Si l'on fait passer des plans verticaux par plusieurs rayons du soleil, il suit dé 



1*. ■ I I I I wm^'-^^'-^m^^^^^m-^^ 



(^j L'auienr etitend parler de Tapplicalion du irait sur une pièce de charpente. 
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Tarticle prècéde&t^ qu'ils deront parallèles entre eux, et on les nomnie plaM ver- 
ticaux du soleil» 

13« Cela poséi si de tous les points d'un objet on imagine des parallèles (ail 
rayon du soleil) tirées jusqu'à la rencontre d'une surface quelconque, elles V 
peindront une figure qui sera la projection de l'ombre portée de l'objet sot 
cette surface ; sur quoi on observera que, pour trouver Tooibrè d'un coi^s qoelt 
conque, il suffira de projeter les lignes de son contour, qui sont rasées par les 
rayons du soleil. 

i4» Mais pour déterminer cette projection, il faudra premièrement établir la 
direction ou l'élévation d'un rayon du soleil» Soit, par exemple, SL la direction 
d'un rayon du soleil, et l'angle ALS celui de son élévation; soient aussi les 
lignes DE, £F, DF, qui doivent se projeter sur un pian quelconque horizontal» 
vertical ou incliné, représenté par AL, CL ou MN. Si pour les points D, Ë, F on 
tire parallèlement à SL les lignes Dcf, Ee, F/ jusqu'à la rencontre d'un plan sur 
lequel on veut projeter les lignes DE , EF, DF, on aura la projection de oes 
lignes déterminées par leurs correspondantes de , ef^ df. 
m^ Il est aisé de voir que cette prqjection ne diffère de celles expliquées (art. 6 
et'6) qu'en ce que les lignes qui les produisent sont inclinées à l'horiaon ; par 
œtte raison on peut l'appeler projection oblique ; elle suit d'ailleurs les mêmes 
lois, c'esl-^"»dire que toutes les ligues parallèles aux plans sur lesquels elles sont 
projetées, conserveront sur ces plans leurs longueurs sans altération; ce qui 
est évident i puisque, dans tous les cas, elles seront les cOtés opposés d'un pa- 
rallélogramme. 

Avant d'entrer dans un plus grand détail sur ce sujet , il est bon de faire oon^ 
nattre les différentes dispositions les plus convenables aux plans, profils et élé« 
vations (ce qu'on peut appeler un système de dessin) et les différentes hypothèses 
qu'on peut suivre pour les ombres, et aussi examiner celles qui paraissent mé«> 
riter la préfièrence, relativement aux usages auxquels les dessins des ingénieurs 
sont destinés* 

15. Les architectes observent , lorsque leurs dessins peuvent être contenus dann 
une môme feuille , de placer en bas de la feuille le plan des caves et souter* 
rains ^ celui du rez-de-chaussée au-dessus , puis celui du premier étage^ etc. ; et 
d'arranger, dans les places du papier que ces plans laissent vides, les diflSéreats 
profils et élévations , sans avoir égard à leur position relativement aux plans 
auxquels ils appartiennent ; ils ne sont pas dans l'usage ordinaire de faire porter 
ombre sur les aires des cours , jardins , escaliers et place d'intérieur , par les 
différents murs qui forment les plans , se contentant de marquer les ombres 
par des gros traits s«r les arrêtes opposées «u jour qu'il font venir du coin à 
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gauche de la feuille qui contient le dessin ; il est vraisemblable quMis ne sont 
détournés d ombrer les plans que parce que les ombres se confondraient avec 
les teintes d'encre de la Chine qui expriiàenl les maçonneries coupées par 
leurs plans qu'ils représentent, d'autant qu'ils ne manquent pas d'ombrer les 
^bres et même les arbustes des jardins qui se trouvent dans leurs dessins, et 
qu'on ne peut disconvenir que les ombres contribuent beaucoup à faire en- 
tendre du premier coup d'œil les différents reliefs dans les plans, lorsque toutes 
leurs parties ne sont pas assujetties à un même niveau. 

Les architectes observant d'ailleurs d'ombrer les profils et élévations qui ont 
un indispensable besoin de ce secours pour être entendus; ils supposent, 
comme font ordinairement les peintres, que le jour vient de derrière leur épaule 
gauche, c'est-à-dire du coin à gauche du haut de la feuille qui contient le dessin; 
et ils suivent les mêmes lois, lorsque les plans, profils et élévations, se trouvent 
sur des feuilles séparées. Pour que les ombres, dans les profils, ne se confondent 
pas avec les teintes à l'encre de la Chine des maçonneries coupées, ils laissent 
les maçonneries en blanc, ou se contentent de les pointiller, ce qui dans le même 
dessin fait une contradiction qui n'est pas raisonnable; les maçonneries doi- 
vent être traitées de même dans les plans et dans les profils. Mais ce n'e^t pas 
la seifle contradiction que leurs plans et profils représentent; le jour venant aux 
uns comme aux autres, du coin à gauche en haut de la feuille du dessin, sup- 
pose aux plans et aux profils une situation verticale qui à l'égard des premiers 
est contre leur nature. Les architectes sont trop éclairés pour admettre cette 
supposition. On doit croire qu'ils regardent les dessins comme étant copiés d'a- 
près un relief éclairé par un même soleil , où les plans, profils et élévations sont 
appliqués sur la même table verticale, ce qui d'ailleurs s'accorde avecl'usage 
ordinaire qu'on fait de leurs dessins. Quelqu'un qui fait bâtir une maison orne 
assez volontiers son cabinet des dessins qui lui ont été fournis. 

Msoftifioni 16* 11 n'en est pas de même des dessins des ingénieurs; tout ce qui concerne 
*u*oonvio^^^ '^^ places de guerre et qui pourrait donner aux ennemis des éclaircissements 

tuxdesaiiu doit être caché au public. Destinés à paraître sous les yeux du roi et des minis- 
toiDgéoivun. i^^^^ [\ convient de les disposer de manière qu'ils puissent commodément les 

examiner ; et l'arrangement le plus propre à remplir cet objet est de placer au- 
tour des plans , les profils et élévations parallèlement aux lignes sur lesquelles 
on les suppose relevés. Ces dessins ainsi disposés et arrangés sur une table, les 
platts se trouvent avoir leur situation horizontale et naturelle , et les parties de la 
feuille qui représentent les profils et élévations, sont relevés de la main par celui 
qui les présente pour faire sentir plus aisément leur situation verticale; c'est 
cette disposition et ces arrangements des profils et élévations autour des plans 
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qui faciliténl Texamen de la relation des mêmes parties sur les plans et profils , 
les font entendre avec moins de tention d'esprit; et le premier profil ou élévation 
étant examiné, on tournera le dessin pour en présenter un autre qui relevé de la 
main comme le premier se trouve également accompagné du plan, et ainsi de 
tous les autres. Cet usage fait, ces dessins sont repliés dans les porte*feuilles des 
bureaux pour y avoir recours au besoin. 

i7. Les ingénieurs ne doivent pas perdre de vue , dans larrangement de leurs Les lignes dei 
dessins, le principal usage auquel ils sont destinés; d'ailleurs, les teintes de etéiféTaUons 
maçonneries coupées pour les ouvrages faits étant lavées en rouge, et celles des doiveat être 
ouvrages proposés l'étant en jaune, tant aux profils et élévations qu'aux plans, ^punst^eUes^ 
rien n'empêche d'ombrer les uns et les autres pour en faire sentir les reliefs et en usnes des pians 

» ... if. t.. ,1 * • ^ AT» 1 111 doivent rétre 

Kiciliter 1 intelligence. II est nécessaire, a cet effet, de marquer sur les plans , les gariesproois 
lignes par lesquelles passent les profils et élévations ; ces lignes sont appelées «t élévations. 
lignes de profilou d'élévation; on indiquera aussi par des horizontales, menées 
à travers les profils et élévations, les hauteurs auxquelles on fait passer les plans ; 
cesligoes se nommeront les lignes des plans. 

i8. On conçoit aisément que l'arrangement et Tusage des plans, profils et Nécessité de 
élévations dont nous venons de parler (art. 47) nécessitent la disposition d'une faire édairer par 

r . 1 . nn même soleil 

même incidence et direction des rayons du soleil qui éclaire tout le système, afin tout un système 
que dans la comparaison des parties d'un profil ou d'une élévation avec celles du ^^ dessins. 
plan auxquelles elles répondent, on y remarque par différentes directions et 
hauteurs du soleil , cet arrangement placé dans Tombre, des élévations et profils 
entiers qui ne reçoivent de lumière que par réflexion (comme on le verra dans 
les exemples suivants que nous apporterons). 

Une même direction et hauteur du soleil sera également nécessaire quand les 
profils, plans et élévations se trouvent placés sur des feuilles différentes; cette 
manière d'ombrer les dessins, qui est l'imitation delà nature, et qui les rend plus 
feciles à entendre , est également gracieuse, exige plus d'art et de combinaison 
que pour le faire par la méthode que suivent les architectes , qui ne supposent 
également qu'un même soleil , mais porté sur un seul et même plan vertical , et 
d'autant que leur système d'ombre se trouve renfermé dans celui que l'on pro- 
pose et dont il fait partie, on n'aura point d'instruction particulière à en donner. 

i9. La nécessité d'éclairer un système par un même soleil étant reconnue , on Directton 
sera maître de donner au rayon solaire telles directions et telles élévations que l'on ** éicvauon du 

■ 1 /. . 1 . . » f • rayon solaire 

jugera les plus convenables pour faire du dessin un tableau gracieux. L expérience pour un système 

a fait voir qu'en général les direction et élévation d'un rayon solaire à 45® rem- ^ ^^^^ 
plissaient mieux ce but que tout autre; c*est en effet la supposition la plus ordi- 
naire des peintres et dessinateurs; c'est-à-dire qu'ils imaginent que le plan 
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vertical du aoleil fait avec le plan du tableau ou de la feuille de dessin un ahgla 
de 45% tandis que le rayon solaire venant du derrière de leur épaule gauche est 
élevé au-dessus de l'horizon de 45''. 

On fera bien d'admettre la même supposition^ à moins qu'on n'ait des raisons 
particulières pour s'en écarter. 

20. Ce qui a été dit précédemment sur la nécessité d'ombrer les plans en fgé^ 
û'onu)rer les^ ^^j^^\ ^ p^yp ^^ fg^î,»^ connaître les différents reliefs > doit s'appliquer aux plans des 

defluerreet places de guerre^ à Tégard desquels nous observerons qu'ils doivent toujours 
leur disposiUon. ^jj.^ supposés VUS de l'intérieur du royaume , ce qui détermine leur position suf 

la feuille de papier. On ne doit pas omettre d'y marquer les ombres produites par 
les revêtements des remparts, églises, bâtiments militaires et civils » eto« ^ même 
par les maisons des bourgeois; et, comme on est dans l'usage de marquer les 
combles des églises, bâtiments militaires et civils, et de supposer toutes les mai^ 
sons des bourgeois coupées à 4 ou 6 pieds de haut, il en résulte des cascades 
d'ombres qui, bien ménagées et entendues, contribuent à donner aux plans 
Tapparencedu relief qu'ont dans la nature les objets qu'ils représentent. Mais, 
pour faire avec quelque précision , il est nécessaire d'avoir un plan de niveau qui 
fasse connaître les hauteurs des différents points qui portent ombre au^Hlessus des 
surfaces exposées à les recevoir. 

21. Le plus souvent on se bornait à faire porter des ombres aux arbres et haies 
des jardins ^ et on n'avait aucun égard à la situation du soleil sur le plan de la 
place I on en faisait venir le jour du coin à gauche du haut du dessin. Ce soleil^ 
placé au hasard^ éclairait souvent des côtés de montagnes, fonds de fossés , etc., 
qui ne voient jamais le soleil à midi; le paysage d'une place, éclairé avec sa Itï** 
mière naturelle, en est plus reconnaissable. Ainsi ^ ôeque l'oA peut pratiquer de 
mieux est de faire venir la lumière du soleil de midi ^ en choisissant son élévation 
au'-dessus du plan horizontal, sous un angle qui convieiine à la place que Ton 
dessine* Si, par des raisons particulières, on trouvait plus d'avantages à faire 
venir la lumière d'un autre point que du midi, on serait maître de le faire, pourvu 
que néanmoins l'on choisisse une direction et élévation du soleil qui soit danil 
la nature et convenable au lieu. Par exemple à Métiéres, située à 50 degrés en^ 
viron de latitude, on a choisi (Pi. II) une direction du soleil faisant SYec la 
ligne du midi un angle de 40 degrés du sud à l'est , qui répond à peu près à celle 
de 9 heures du matin , heure à laquelle le soleil se trouve élevé de 45 degrés vers 
le solstice d'été» Si les fossés se trouvaient élevés et étroits , on pourrait choisir 
une plus grande élévation du soleil, de même une moindre s'ils étaient plus 
larges et moins profonds , et de manière à ce que d'ailleurs la grande éiendut 
d'ombre ne se trouvât pas occuper l'espace entier des rues. 
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Sftns nom étendre davantage sur cette matière , nous allons passer à l'appli- 
cation des principes établis à différents cas et qui sont les plus ordinaires. 

UiÛiQiU de projeter $ur les feuilles de dessins les ombres produites par les corps sur 

toutes sortes de surfaces. 

LEMHE. 

22. Projeter sur les profils et élévations quelconques un rayon du soleil dont pi*)» fiff^^f 4> 
on a la direction au plan et dont Félévation est connue. ' 

Soit (fig. 3) un plan dont les fig. 4, 5, 6 représentent les profils ou élévations, 
soit aussi sur le plan la projection de la direction d'un rayon solaire exprimé 
par SL dont l'angle TLX {fig. 9) représente l'élévation au-dessus de l'horizon. 

On prendra sur la ligne SL (fig. 3) une partie à volonté telle que TL que l'on 
projettera (art. 6) aux élévations ou profils sur les lignes YZ prolongées s'il est 
nécessaire, et ayant sur ces profils et élévations tiré par le point T les verti- 
cales TX égales chacune à celle TX (fig. 6) toutes correspondantes au point T du 
plan. Par les points X on mènera (fig. 5 et 7) les lignes Sh qui seront sur les 
profils ou élévations, la projection du rayon solaire représenté au plan par SL. 

1" PROBLÈME (*). 

23. Projeter sur une feuille de dessin les ombres portées sur une surface horizontale 
par des lignes quelconques droites ou courbes. 

Soit (fig. 8) le plan d'un mur d'appui au-dessus d'un mur de terrasse, au de- 
vant duquel est une lanterne suspendue et une barrière avec tourniquet. 

Que les fig. 9 et 10 en soient les profils et élévations , on mènera (d'après 
l'art. 24 ci-après) sur lesplans, profils et élévations les lignes SL projection d'un 
rayon solaire. 

Par les extrémités A d'une ligne telle que A A qui porte ombre (fig. 8) on ti^ 
rera les lignes Aa parallèles à SL, l'ombre des points A sera nécessairement dans 
ces lignes. Pour les points A du profil (fig. 9) correspondant à ceux du plan , on 
tirera pareillement une parallèle i SL jusqu'à ce qu'elle rencontre au point a la 
ligne YZ qui représente le plan horizontal , sur lequel les ombres seront portées. 



(*) l^ planches II , lU, IV, Y, X et XI manqueat dans le maouscrit. Ces «x planches sont perdues. 
Nou8 donnons dans T atlas, et fidèlement , les planches I, VI, VII, VIII, IX, XII et XIII qui sont les seules 
que l'École d'application de Metz possède. T. 0. 
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Le point A y détermine en a et a Tombre des extrémités A de la ligne AA et par 
conséquent si Ton tire aa elle sera l'ombre de la ligne AA. 

On projettera de la même façon Tombre de toute autre ligne droite sur un plan 
horizontal, et c'est par cette méthode qu'on a marqué celle de la barrière et de son 
tourniquet, et de la lanterne supposée abaissée. S'il est question de trouver 
Tombre d'une courbe, telle que le dessus du bahui couronnant le mur d'appui, 
on cherchera l'ombre de plusieurs points appartenant à cette courbe, et par ces 
points projetés on tracera l'ombre de la courbe. 

Comme on ne doit marquer sur les dessins que les lignes nécessaires pour la 
connaissance des objets qu'ils représentent, on se contentera de marquer légère- 
ment au crayon les lignes SL qu'ici l'on a tirées en rouge pour les rendre plus 
sensibles, on se dispensera même de mener (fig»9),les parallèles à SL telles 
que Aa. H suffira de prendre , avec le compas, l'intervalle du point A à la 
ligne SL. Puis sans changer l'ouverture on cherchera par tâtonnement sur l'hori- 
zontale YZ un point a duquel pour centre on puisse décrire un arc tangent à SL 
et on projettera ce point a au plan par la méthode des tâtonnements ordinaires, 
pour éviter les lignes inutiles. 

24. Remarque. S'il se trouve quelque élévation ou enfoncement tel que le 
fossé ponctué au plan (fig. 8) et à Télévation (fig. iO), les verticales qui ne sont 
représentées au plan horizontal que par des points donneraient des ombres sans 
aucuns ressauts, il n'y en aurait qu'à celles des horizontales ou inclinées 
qu'on s'est contenté démarquer en lignes ponctuées , sans en donner l'explica- 
tion qui ne pourrait être qu'une répétition de ce qui a été dit ci-devant. 

2« PROBLÈME. 

25. Projeter sur une feuille de dessin les ombres portées sur une surface verticale 
par une ligne quelconque. 

Soit (fig. 10) l'élévation d'un mur qui reçoit l'ombre d'une lanterne sus* 
pendue au devant d'une potence qui soutient cette lanterne. Nous allons dé^ 
terminer sur ce mur l'ombre d'une verticale, d'une horizontale et d'une inclinée. 

Ce problème peut se résoudre par le moyen du plan {fig. 8) ou du 
profil (fig. 9). 

1'* Solution^ en se servant du plan. Par les points B et G {fig. 8), qui senties 
arêtes du poteau vertical représenté {fig. 10) par les verticales BB , CG , on 
tirera jusqu'à la ligne QR, projection l'e la face du mur, les parallèles B6, Ce, 
à la ligne solaire SL du plan. Par les points B et G , extrémités supérieures 
des verticales BB, CC (fig. 10), on mènera parallèlement des parallèles au rayon 
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solaire SL, sar lesquelles on projettera , par le moyen des dislanoes horizontales, 
les points 6 et c du plan, et par leurs correspondantes horizontales 6 et c (fig. 10) , 
on tirera les irerticales bbj ce du poteau sur ce mur vertical. 

Si l'on veut avoir l'ombre du bras horizontal de la potence que les rectan«> 
gles DE représentent {fig. 8 et 10); par les points DetE (fig. 8) des arêtes qui 
portent ombre et par leurs correspondants au plan, on tirera Dd^ Ee, parallèles 
à la projection SL du rayon solaire. Les points d et e, où ces parallèles rencon- 
trent la ligne QR, étant ensuite projetés sur les lignes Dd, Ed dehfig. 10, on y 
déterminera les points d, d et Cy e, entre lesquels sera renfermée la projection ou 
l'ombre des arêtes représentées par les points DetE; après quoi il sera facile 
d'achever la projection totale^ en tirant par les points det ^ des parallèles aux 
arêtes horizontales et verticales des bouts de ce bras. 

Enfin , s'il est question de trouver l'ombre du lien incliné qui soutient le bras 
de la potence, on marquera au plan (fig. 8), en lignes ponctuées, la projection 
de la chambrée H H de ce lien sous la face horizontale du bras , et cette chambrée 
étant représentée {fig. 10) en FF, qui définiront en même temps les extrémités 
des arêtes supérieures du lien , on tirera (fig. 8) les lignes HA parallèles à SL et 
(fig. 10^, les lignes F/ parallèles à SL, qui s'entrecouperont en j^ avec les verti- 
cales J^ menées correspondantes du plan (fig. 8), à l'élévation {fig. 10); on 
marquera pareillement (fig. 10) en lignes ponctuées la chambrée GG de l'extré- 
mité inférieure du lien sur la face verticale du poteau montant; puis des points 
G et G on mènera parallèlement à SL, les lignes G^, dont les intersections en ^ et ^ 
avec les verticales gg correspondantes du plan à l'élévation , donneront les extré- 
mités des deux parallèles gf^ qui termineront la largeur de l'ombre cherchée que 
le lien porte sur le mur (fig. 10). 

2^ Solution] en se servant du profil. Pour éviter les répétitions, nous nous con- 
tenterons d appliquer cette solution au lien incliné qui soutient le bras de la 
potence. 

On marquera, comme on Ta fait dans la solution précédente, la cham- 
brée du lien sur la face verticale du poteau montant (fig. 10), afin d'avoir lea 
points GG extrémités des arêtes qui portent ombre par ces points et par 
ceux FF extrémités supérieures des mêmes arêtes. On tirera des parallèles à SL; 
par les points FF, GG (fig. 9), on tirera aussi, parallèlement à la projection 
du rayon solaire , des parallèles F/, G^, lesquelles jusqu'à la rencontre du plan 
vertical, sur lequel les ombres doivent se peindre ; on prendra ensuite les hau- 
teurs des points/et 9 au-dessus de l'horizontale QR, qu'on portera par ordre 
(fig. 10) sur les parallèles F/, G^; elles y détermineront les points/, /et g^ g que 

Ton cherche. 

3 
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dn aurait fiité par Ibs mêmes méthodes l'ombre d'uae ^urbe. quelotaque en 
chercbaht celle de plusieurs de seb points. 

Par les procédés détâilléb ci-dessus^ on a projeté (Jig. iO) les ombres de diffé« 
rentb objeté qui en portent sur le plan vertidaU Si Toh arait à projeter l'ombie^ d'ube 
seule ligne, pbrtée sur plusieurs plans Verticaux^ on y réussirait par les thèmes 
pratiques, en reconnaissant les différents points de cette ligne qui porte ombre 
sur chaque plan vertical, ou en imaginant quelques-uns de ces plans verticanx 
prolongés asset pour recevoir Fombre de la ligne entière, laquelle étant trouvée> 
on se contentera de marquer sur chaque plan vertical la partie de cette ombre 
qu'il doit recevoir. 
PI. IV, /i^.8,a; 26; l'* HEHARQUE. On remarquera que les lignes horizontales du bras de la po- 
' *io a. ' ^ tence perpendiculaires à l'élévation de la ûgure 10, et qui y sont représentées par 
des points donnant des ombres dirigées parallèlement à SL, sans aucuns ressauts, 
sur la plinthe couronnant le mur de terrasse au-dessous du mur d'appui en bri- 
ques I au lieu que les abêtes verticales des poteaux forment des ressauts sur les- 
dites plinthes ; il en serait de même de toutes autres lignes non perpendiculaires 
à l'élévation , ce qui prouve qu'elles n'y seraient pas représentées par des points. 

27» V rehaAqce (Pi. III, fig. iO). On a supposé que le mur sur lequel les 
Mdbres vont se peindre était parallèle à la ligne MN du plan sur laquelle l'éléva- 
tion a été prise. Mais si le mur n'était point parallèle, comme on le voit {fig. 8^a 
PK IV)) après avoir marqué la direction SL du soleil au plan, et l'avoir relevé 
aux profils {Jig. 8, a et 9,6) et à l'élévation {fig. iO,a), on y marquera les ombres 
en se servant du plan ou des profils, comme il a été dit (art. 25), et d'autant que 
ks bras de la potence perpendiculaires au mur, ne le sont point à la ligne AB^ sur 
laquelle l'élévation {jig. iO,a) a été prise, ils n'ont pu y être représentés que par 
des lignes^ des extrémités desquelles il a été nécessaire de mener des parallèles 
4 SL pour en déterminer les ombres. Pour abréger l'opération, on pourrait pro- 
longer au plan les arêtes horizontales des bras des potences, et les ayant relevées 
à l'élévation , ils y auraient dohné des points par lesquels et ceux des extrémités 
marqués oomitie il vient d'être dit, on aurait tiré des lignes qui auraient déter- 
miné les ombres. Remarquant que de quelque manière que se fasse l'opération il 
se fera des ressauts, dans la partie à droite de l'élévation, occasionnés par le ren- 
foncement de la porte masquée \ on les déterminera comme il a été dit (art. 24)» 

Pour éviter les petites opérations nécessaires pour trouver les ombres des ho- 
rizontales perpendiculaires aux murs sur lesquels elles doivent se peindre, 6n peut 
se procurer des directrices auxquelles leurs ombres doivent être parallèles. Pour 
on point quelconque de la direction SL du soleil au plan, on tirera les lignes 8- 
7y 8-9 parallèles aux lignes de biais des deux murs, et d'un point quelconque S 
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de la même direction do soleil au plan , on abaissera sur ces parattèïes des per* 
pendiculaires S-10^ S-ii, et ayant porté ces deux perpendiculaires horizontale! 
à leurs profils correspondants (Jig. 9, a et 9, b) en S-14 et S-45. On les représen- 
tera de même à l'élévation {jig. iO, a) de S en 12, et de S en <3, et on tirera 
des lignes L-12 et L-13, qui seront les directrices auxquelles les ombres de cha- 
cune des horizontales perpendiculaires aux deux élévations du mur de la fi- 
gure (10, a) seront parallèles. 

Enfin , généralement, quels que soient les points pris sur la direction solaire au 
plan, ainsi que les lignes menées i de Tun desdits points, parallèles aux faces do 
Ihxxv biaisé à AB et les lignes menées, de Taulre point, perpendiculaires sur les 
parallèles respectives, ces deux points quelconques, pris sur la direction solaire 
^u plan , trouveront toujours leurs positions aux profils et aux élévations , l'un 
<}ans le rayon solaire y faisant l'extrémité d'une ligne horizontale qui détermi^ 
nera la représentation de Tautre point; et cette horizontale, dans chacun 
des profils ou élévations , représentera les deux perpendiculaires ci-dessus telles 
qu'ici S-10 et S-ll {fig. 8-a), ou toutes les deux ensemble, suivant leurs cor- 
respondantes à ces élévations ou profits. 

28. y iiEHAaQUE. La partie à droite de l'élévation de la [jig. 10-a) représente 
l'ombre d'une horizontale perpendiculaire à un plan vertical: telle est Tar 
rête Ô-P d'une couverte de porte sur le pîed-droil de la porte. On peut la 
déterminer rigoureusement et directement en prenant au profil {fig. 9-6) la 
distance 1-2, et la portant verticalement à l'élévation de 3 en 4, en tirant la 
ligne P-4 , qui déterminera sur le pied-droit de la porte l'ombre de la cou- 
verte 0-P; mais comme cela pourrait devenir embarrassant dans les élévations 
dont tes pieds^droits des portes et croisées n'auraient pas la même largeur , on 
trouverait plus commode de se procurer, pour une opération plus en grand, 
une directrice 5-6 , à laquelle ligne , P-4 serait une Kgne menée parallèlement. 

y PROPLÈME. 

29. Déterminer P ombre dune ligne droite ou courbe 9vs une $urface inclinée quâl^ pl v, fig.u . 
cçinque frojetéç $ur V^ feuiltp de de^$in §uppo^ée horizontale ou verticale. ^^' ^^' ^^ ^^ ^^- 

Soit (fig. 11) la projection horizontale d'un comble composé de deux pans et de 
deux croupes, dont les figures 12 et 13, 14 et 15 représentent les profils et élé- 
vations. Il s'agit de tracer sur toutes ces surfaces les ombres portées par des 
souches de cheminées , par des lucarnes et boules d'amortissement. 

Ayant (art. 22) projeté sur toutes les figures un rayon solaire SL par les 
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extrémités des lignes dont on veut trouver l'ombre ^ on lui tirera des parallèles, 
jusqu'à la rencontre des surfaces qui reçoivent Tombre, imaginées être prolongées 
s'il est nécessaire. Les points 011 ces surfaces seront rencontrées par ces parallèles 
étant ensuite portés sur les lignes correspondantes au plan et aux élévations, 7 
détermineront les ombres que l'on cherche. 

Nous ferons seulement remarquer que les ombres étant une fois marquées au 
plan, peuvent se projeter aux élévations par le moyen des distances horizontales; 
mais que si Ton ne veut pas se servir du plan pour cet usage , on peut les pro- 
jeter directement par le moyen des hauteurs verticales prises au profil et aux 
élévations sur les parallèles correspondantes à la projection du rayon solaire. 
On ne pourrait entrer dans le détail de l'application de ce problème à la pro- 
jection des lignes droites, sans répéter ce qui a été dit (art. 24). Nous nous con- 
tenterons d'expliquer lès procédés à tenir, pour déterminer Tombre d'une sphère 
sur une surface inclinée vue en plan ou en élévation. 

On remarquera facilement (art. 22*) que Fombre d'une sphère n^est autre 
chose que celle de son grand cercle perpendiculaire au rayon solaire; ainsi il 
suffira de projeter un cercle au plan, au profil et élévation, afin d'avoir sur ces 
trois figures les points les plus correspondants, desquels on puisse tirer des 
parallèles à la projection du rayon solaire. 

Pour cet effet, on mènera (fig. ii) à travers la sphère deux diamètres AB, DE , 
l'un parallèle, l'autre perpendiculaire à SL. Ce dernier sera le diamètre horizontal 
du grand cercle qui porte ombre; on tirera ensuite un troisième diamètre FG, 
qui fasse avec AB un angle GGB de 45 degrés, égal au complément de l'angle de Télé- 
vation du soleil , et enfin un quatrième diamètre HJ perpendiculaire à FG. Cela 
fait, on partagera le quart du cercle HEG en tant de parties que l'on voudra. Par 
les points de division tels que E , on abaissera sur EG la perpendiculaire Ee; 
après quoi, parles points G, e etc., on tirera sur AB les perpendiculaires eK, etc. 
qui donneront les points N et K, que l'on portera sur CA de C en M et de C 
en Q. Par les points K et Q^ on mènera de part et d^autre de AB des ordon- 
nées que Ton fera égales à eE. On aura les points 0, R, P, V, par lesquels, et 
ceux E, N, D, M, on fera passer une ellipse qui sera au plan la projection que l'on 
cherche du grand cercle de la sphère. 

Cette ellipse sera ensuite projetée au profil (fig. 13) et à l'élévation Ifig. 15), 
ainsi que les points cotés des mêmes lettres l'indiquent. 

Pour le faire, on projettera, comme à l'ordinaire, au profil et à l'élévation (fig. 13 
et 15), les verticales élevées des points D, P, 0, E, V, M et B du phn(fig. 11), dans 
lesquelles doivent se trouver lesdits points ; ceux D et E se trouveront aux ex- 
trémités du diamètre horironlal D/, des figures 13 et 15. A Tégard des autres 
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points P, N 9 0, Y, M et R^ on en reconnaîtra la hauteur par la réflexion sui- 
vante. Le rayon soiaire étant élevé de 45 degrés au-dessus de l'horizon, et le grand 
eercie de la sphère qui porte ombre lai étant perpendiculaire, fera aussi avec 
riiorizoo un angle de 45 degrés ; et aussi les points P, N , {fig. 13 et 15), qui soni 
i la circonférence supérieure du grand cercle, seront autant élevés au-dessusdi» 
plan horizontal passant par le diamètre DE; et les points Y, M, qui sont à la 
circonférence inférieure du même grand cercle , seront autant abaissésau-dessou^ 
duditplan horizontal, qu'ils sont les uns et les autres distants d*un plan ver- 
tical passant par le même diamètre DE. On pourra donc, sans le secours des 
profils et élévations des fig. 18«a,'et 16-a, prendre au plan {jigA\) les distances 
perpendiculaires des points P, N ei O, ou Y, M et R à la ligne DR (en la consi- 
dérant comme la prqjection du plan vertical), et les porter de suite par ordre aux 
profils (yi^r. 43 et 15) sur les verticales correspondantes, tant au-dessus qu'en 
dessus de la ligne DE, qui représente le clan horizontal. 

Ces préparations faites pour les points E, O, N, P, D, R, M, Y, on tirera (Jig. 11 , 
13 et 15) les parallèles à SL, le rampant du comble (/!^, 13); étant ensuite pro- 
jetées comme à l'ordinaire {fig. 11 et 15), les parallèles ci-dessus y détermine- 
ront les points CfO^n, p, d, m, v « par lesquels on fera passer des ellipses qui ren- 
fermeront Tombre cherchée de la sphère. 

30. 1** iiE]iAiiQUK.,.On remarquera, comme on Ta fait précédemment, que ]es 
ombres des verticales représentées par un seul point sur la feuille horizontale (ou 
plan) y portent des ombres en Jignes droites parallèles à la direaion du soleil» 
sans aucun angle ni ressaut, encore qu'elles spîent projetées sur différents plans 
horizontai|X ou inclinés; que semblablement, les horizontales marquées par un 
seul point aux élévations où elles seront par conséquent perpendiculaires, donne- 
ront des ombres parallèles à la direction du soleil sur les mêmes élévations. 

31. 2* iiENABQDE. Lcs ligucs horizontales qui portent ombre sur les pans des 
i^uverturea au iphn sont ordinairement ou parallèles ou perpendiculaires aux 
lignes d'about ou de couronnement , c'est-à-dire à la section commune du plan 
horizontal avec un plan incliné, celles qui leur sont parallèles donnent des 
ombres parallèles aux lignes qui les produisent. 

A l'égard des ombres portées au fUxa par des lignes horizontales perpendicu- 
laires aux lignes d'about ou de couronnement , on les trouvera par les méthodes 
ordinaires, ci-devant indiquées, mais s'il y a une trop grande quantité de ces 
lignes, il sera mieux de se procurer une directrice à laquelle elles seront parai* 
lèles et qu'on trouvera sur chaque pan de la manière qui suit. Par le point X, 
soit imaginée une horizontale XZ perpendiculairement au couronnement XG, 
laquelle étant projetée à l'élévation {fig. 14) y sera représentée par le pointa;, et 
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son ombre par la ligne xy parallèle à SL; le point y étant renvoyé au plan y doibt 
nera le point Y, duquel ayant tiré la ligne XY, elle sera $^r les deux grands pans 
du comble , l'ombre ; l'horizontale XZ est par conséquent |a directrioe de toutes 
les horizontales de moindre étendue qui se trouyeronl sur ce pan de co«iterture 
et également perpendiculaires à fa ligne d'about ou de couronnement. 

On en fera de même pour les autres pans sur lesquels ôes lignes, et les opérai 
tiens qu'on a faites pour tes trouver, sont également pofiGftuées. 

82. 3* KEMARQUE. Od pourra aussi se procurer dela'manière suivanfle desdi^ 
rectrices pour trouver plus commodément les ombres des verticales sur les éléva- 
tions (fig. 41 et 12) qui se présentent au soleil. Soit {fig. 14;),élevée verticalement 
sur Tabout du comble la ligne TS dont il s'agit de déterminer l'ombre, la projec* 
tion de cette ligne TS, au plan (fig. 11 ), sera le point J par lequel a;fant inetté la 
ligne J-2 parallèle à SL , elle déterifuinera sur Fe pian 'dli pan de ta cauverturà 
l'ombre de ladite verticale; de manière qu'ayant rapporté le point 2 au point 3'de 
l'élévation (fig. 14), on continuera la ligne T-3 qui sera Tombre de la verticale TS 
à ladite élévation. On en fera de même à l'élévation- de la croupe (fig. 12).' ' 
Quant aux élévations (fig. 13 et 15) qui suivent le soleil, on imaginera (fig. 18)^ 
une verticale TS, placée sur le couronnement; qui sera représentée ^xx plan ( fig. 11) 
par le point 4, dont Fombre sera dirigée au plan suivant la tîgne 4-5, parallèle Sl 
la direction du soleil SL, de manière qu'ayant rapporté le point S'àupoint L de 
Pélévation {fig. 15), on tirera la même ligne TL qui sera Tombre de la verli^^ 
cale TS. On en fera de même à l'élévation de la croupe (fig. 13). : ' I 

Vhw.fig. 12, 83. 4® REMARQUE. Si Ics élévatlofis des combles étaient vues de biais i c'est-à- 
13, u et 15-a. ^jpg gj ^jigg n'étaient point prises sur des lignes du plan parallèles à celles dfe 

leurs abouts ou couronnement, telles que les figures 18, 14 et 15a, autour dupfau 
(fig. 9,11-a), on aurait à 'chaque éhévaiion la représentation d'un pan et d'rine 
croupe sur chacun desquels on relèverait le soleil (art. 22), et l'on iShercberait 
Fembre d'une verticale cotnme il â été dit par l'artide 32, et ^mme les opérai 
tiens ponctuées , marquées des mêmes lettres et chiffres, Findiquent. Si l'on voa-^ 
lait les déterminer il serait indispensable de faire des profils droits de chaque pali 
et de chaque croupe. 

34. Corollaire. On déduira du problème précédent là méthode de projeter les 
ombres à l'élévation, les ombres portées sur une surface inclinée vue par-dessous; 
tel que serait le rempant intérieur du comble, s'itse trouvait avoir assez d'élévation 
pour être éclairé du soleil; comme par exemple celui dont les figures 16, 17 et 18 
représentent le plan , le profil et l'élévation. 
PI. vu, /t^. 16, • On s'est contenté de marquer l'ombre d'une verticale AB et d'une horizon- 
17 et 18. taleBC perpendiculaire à la ligrte sw laquelle félévatïoh a été ptiëe^ laquelle, 
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pév'OMÀèéq«6Bi/s9n i^iésemée jJap iln point; il serbil îoùtUe d'en donnef le 
détaik > / 

4' PROBLÈME. 

Il- •" ■ :..!"• 1 •• 

f 

35. Projeter C ombre dune ligne quelconque sur la surface dun cône vu en plan et PLVm./lff. i», 
en élévation. , . . Jo.Jietîs. 

Soit {fig. 19 ) le plan d'un cône dont les figures 20, 21 et 22 sont les profils et 
élè>tatidiisJ 

" GoièAtBdssi itieitéék fihr ces figures (horizontales et verticales) les lignes donc 
il est question de déterminer les onibres , qu'elles portent sur la surface du cône, 
pour les (m>Jetèf ensuite sur le plah et élévations. 

Cin iPgittâK'qdeM qéé l'bmbre d'une ligne drotie projetée sur une surface courbe 
y sera toujours l'epi^ésenléè ^ar une ëourbe, à moins que tous les points de la 
Kgne q\ii là produit ne se trouveUt daUs la projection d'un même rayon solaire. 
" Ainsi, pour trouver' Tombre, par exemple, de l'horizontale AB, on y reraar- 
ép&i^ plusieurs pointé, tels que D, par lesquels on tirera ainsi que pour le 
point A, et sur toutes les figUk'es ^ ded parallèles Aa^ Dd à la projection du rayon 
éolai^e; l'ombre déd pdihts A, D sera nécessairement dans ces lignes et précisé- 
itiedt aui points DÛ elles tencoiitrent la surfecé du cône. Il est donc question de 
éétermiiiér cette ï'tticontre. 

Pou^ cet eflfet, on regardera les lignes Aa, Dd{fig. 19), comme la rencontre 
dès plans vertieaui du soleil fixés (art. 12), avec la surface du cône; et ces lignes 
considérées sous ce point de vue sont projetées au profil (fig. 20)- Elles y pro- 
duiront des hyperboles qui rencontreront aux points a et d les lignes Aa et Dd. 
Où rapportera ensuite Sur ces lignes correspondantes aux plans et aux éléva- 
tions les points a et et par les méthodes expliquées ci-devant ; ces points seront 
(fig. 19, 21 et 22) l'ombre des points A et D. 

On trouvera, par le même procédé, l'ombre de tout autre point de la même 
horizontale AB ; et par tous ces points déterminés , on f ira passer une ligne qui 
sera l'ombre de AB. 

On se servira aussi des mêmes moyens pour projeter tant au plan (fig. 19) 
qu'aux élévations (fig. 21 et 22) , l'ombre d'une verticale AC et de toutes lignes 
(Quelconques. 

Nous ne dirons rien de la manière de tracer les hyperboles {fig. 20), non plus 
que de celle de trouver les courbes paraboliques ou elliptiques qui pourraient 
être formées sur la surface d'un cône par la rencontre de différents plans ; on 
\^ppo$e qu*oil en soit instruit dans le Traité de la Stéréotomie. 
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Remauque. A Tégard desr ombres «ur les d(m66 sphériqiies^ elles se délermi-^ 
ncront avec aulani de facilité; les prolils droits donneront des courbes circii^> 
laires qui, dans les projections, donneront des ellipses. 

Si Ton a bien compris ce qui 'vient d*être enseigné , on ne se trouvera point 
embarrassé pour la projection d'aucune ombre. 

* 

De la dégradation des ombres et des teintes» 



DéOnitlons des 
clairs et bruns. 



Différence 
dans les clairs 
et les brans. 



Clair-obscur. 



Reflet. 



Ce que c'est que 
le fuyant. 



Principe général 

tiré de la nature 
en différents 

effets des clairs 
et des bruns 
relatiyement 
aux différents 
éloignements 

d'où ils sont vus. 



36. On distingue dans la nature des clairs et des bruns : par le tçrrne ct4iàr. 
on entend les parties d'un corps qui étant exposées à la .lumière du sojieil, ou 
d'autres objets lumineux, en reçoivent l'impression; 

Par le terme brun, on entend les parties d'un corps qui élant opposées à la 
lumière sont dans l'ombre; et le terme brun convient d'autant mieux à ca quQ Ton 
appelle Vombre que jamais la lumière n'est totalement interceptée. 

37. Les surfaces d'un corps les plus directement exposées à la lumière parais-»^ 
sent les plus éclairées et les plus brillantes; celles qui lui sont moins exposées 
paraissent plus ou moins foncées et brunes relativement à l'opposition plus ou 
moins grande avec les parties éclairées environnantes. 

'38. Indépendamment de la lumière directe, il en est une autre de réflexion 
qui suit les mêmes lois, à l'exception que les clairs en sont moins brillants et les 
ombres moins brunes relativement. Ce sont ces clairs occasionnés par la réflexion 
de la lumière, que les peintres appellent clairs-obscurs^ et dans lesquels les 
ombres se perdent et se noient, de manière qu'on ne peut en distinguer la. 
figure et le contour.' 

39. La réflexion de la lumière agissant sur tous les objets environnants , les 
corps environnants occasionnent nécessairement sur les parties des corps qui 
sont ombrées, des clairs et des obscurs, c'est ce que les peintres appellent le refiet* 

40. On dit que les corps fuient l'œil du spectateur, lorsqu'ils en sont plus 
éloignés que d'autres corps considérés du môme point de vue. 

Ce qu'on dit ici de diiférenls corps, doit s'entendre aussi des différentes parties 
du même corps. 

Aï. De plusieurs corps, placés à diflerents éloignements, les parties éclairées de 
celui qui est le ^lus près de l'œil du spectateur paraissent plus brillantes, et 
respectivement les parties ombrées paraissent plus brunes et plus foncées. Car 
c'est un principe généralement reçu par tous les peintres et dessinateurs, et par 
eux copiés dans la nature, que les clairs fuient en brun et les bruns en clair \ 
on ne doit jamais oublier ce principe, c'est-à-dire que le brun et le clair, ensuite 
la figure et le contour des parties éclairées et ombrées des corps, et enfin les 
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corps eux-*mènies , se confondent dons un éloignement hors de la portée de la 
vue du spectateur, à quoi se joint la partie de Fatmosphère interposée à son œil 
et aux objets pour achever celte confusion. 

42. 11 suit de ce qui a été dit ci-devant que les clairs en s'éloignant s'assour-* 
dissent y se dégradent et deviennent moins brillants; les ombres s'affaiblissent 
au point que les clairs et les bruns se confondent dans un certain éloignemett 
et paraissent de la même teinte, et que les objets eux-mêmes disparaissent et 
semblent s'anéantir à la vue; il règne à cet égard une harmonie et une propor^ 
lion qu'on doit imiter. 

A3. Ce qui vient d'être dit (art. précédent) ne peut s'appliquer qu'aux surfaces 
extérieures des corps qui reçoivent librement la lumière on à sa réflexion, il n'en 
est pas de même des surfaces intérieures et des corps qui paraissent dans l'en- 
foncement , elles sont plus ou moins brunes suivant qu'elles sont plus ou moins 
privées de la lumière réfléchie. 

44. On a dit (art. i3), que les corps portaient ombre sur les surfaces qui les 
environnent, maison doit remarquer que celte ombre projetée se peint plus ou 
moins brune suivant que la surface qui la reçoii est plus ou moins près de l'objet 
qui la porte. 

45. On peut , pour se fixer l'imagination et se donner des modèles des teintes en 
clairs et en bruns qui conviennent à chaque partie suivant les différentes cir- 
constances ci-devant énoncées, imaginer un ruban replié dont l'un des bouts soit 
coloré de quelque teinte ou couleur que ce soit, laquelle se dégrade uniformé- 
ment et se trouve à l'autre extrémité du ruban , aussi claire ou brillante que pos- 
sible. Le brun est le plus foncé de la même teinte. Ce modèle, au moyen des 
divisions i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc., qu'on y fera, mettra sous les yeux les justes 
rapports des clairs et des bruns ^ qui se font en raison des quarrés des distances, 
{Virce que la lumière étant divergente diminue dans celte proportion; si ce ruban 
est imaginé fait sur sa longueur, il pourra servir d'échelle proportionnelle aux 
dislances, et faire connaître, au moyen des divisions 1, 2, 3, etc., \es clairs et les 
bruns qui conviendront à chaque partie; c'esi-à-dire, par exemple, q\}e(fig.2A) 
l'ombre qui conviendra au clair le plus brillant coté 1 se trouvera vis-à-vis la 
même division , de même Tombre cotée 2 se trouvera vis-à-vis sa division, etc. 

46. Il ne nous reste plus qu'à donner quelques exemples de dégradations 
d'ombres et de leinlcs , on les trouvera sur les planches X et XI qui représentent 
les plans d'un bâtiment autour duquel on a relevé dix-huit profils ou élévations, 
le tout éclairé par un même soleil élevé de 45% et dont la direclion fait avec la 
principale façade du bâtiment un angle aussi de 45''. 

On a marqué en lignes ponctuées rouges, sur le plan (Jig. 4) et les élévations 
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DégradÉttôns 

des clain 
ftânbroBi. 



Méthode pour 

fixer les 
dégradations 

des clairs 

et des bniDS. 

PI. IX, fg. it, 

34» 3& et 26. 



PLXetXI, 



~ 08 — 

^ff.^j PK X), aîBBi qiiê sur le plan de la Pi. XI et les élévations des 6gupes 41 
et iSy les direotrioes des ombres perlées par les couvertes des croisées et sur les 
pieds-droils, par des opérations semblables à celles qui ont été faites (Ph VI et en- 
seignées art. 98). 

Pareilleœent on a aussi marqué en lignes ponctuées en rouge sur le plan du 
nomble (yi^r. 6, PI* X) les directrices des ombres portées par des horisontales 
perpendiculaires aux lignes de couronnement ou d'about et sur les élévations des 
mêmes combles (fig. 9 et Q-n) de la môme planche et (ftg 14 etl4-a, delà Pi. XI) 
par des opérations semblables à celles des Pi. V et VI expliquées art. 31, 32 
el 33. Il sera facile, par ces mêmes moyens, de tracer de pareilles directrices 
#ur les autres élévations éclairées, du soleil , qui en ont besoin. 

Enfin, on a ajouté |ea deux autres PL XII et XIII, contenant les dessins du même 
))&liment éi$li|iré par un soleil perpendiculaire ou parallèle à ses façades aussi 
élevé à 45®; on ne les a mis sous les yeux que pour faire sentir le peu d^agré- 
ipent que cette direction du soleil donne au dessin, et que Ton doit par consé- 
quent, lorsque rien ne s'y oppose, préférer la direction oblique ainsi que nous 
»n avons prévenu art. 19. 
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nSfl OMBRES C). 

On sait que tous les points d'un objet lumineux doivent être regardés chacua 
comme le centre d*une sphère imipense composée d'une inHnité de rayons qui 
^'écartent du centre avec une vitesse qui échappe à nos sens ; que, dans un milieu 
homogène et uniforméipent dense, ces rayons se propagent toujours en ligne 
droite, de manière qu'un rayon de lumière émané d'un point quelconque ne 
peut arriver à un autre point déterminé, tant qu'il se trouve un obstacle sur la 
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(*) Ce mémoire est de Gaspard Monge qui l'a écrit en 1785 à i*ÉcoIe du génie de Mézières pour l'in- 
Btruclion des jeunes officiers. 

Ce mémoire fait partie de la collection des manuscrits de TÉcoIe d'application de Metz. U est coté n* 4 , 
carton n** 4 ; il provient du fond de la bibliolhôque de Tancienne école de Mézières , et il porte Id timbre 
de cette école. 

Co vntmife n's pas çacore é(é publié textuellement T. 0. 
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droite menée par cas deuK points; par conséquent lorsqu'un oôrps Q, irot^éfté"* 
trahie à la lumière {fig. 1) se trouve dans un milieu éclairé par un potiit lamineU?i Si- 
il doit interrompre la route des rayons de lumière ^ soit en les intcrceptanl^ soil 
en les réfléchissant » et par là priver totalement de lumière 1 espace OMBR 
placé de Tautre côté de ce corps par rapport au point S» et terminé par le« pro^ 
longements des tangentes SOM et SBR. C'est cette partie iriCnie de Tespa^e ab^ 
flolu, qu'un corps opaque prive de lumière par son interposition dans Un milief^ 
éelairé , que l'on nomme ombre de ce corps. 

Si Ton place au delà du corps par rapport au point S un plan PL ^ de tnanièr^ 
qu'il se présente en face vers le point lumineux ^ ses parties Pa» bh seront éolai* 
rées comme elles le seraient si le corps Q était anéanti ; mais la partie éa^absblument 
privée de lumière sera parfaitement ohscure^ et le passage de oetle obsûurité à là 
clarté des parties voisines éclairées, se fera subitement et sans ménagementsi Par 
exemple, Q est une sphère ^ et supposons qUe le plan PL soit placé perpendicu» 
lairement à une droite menée du point S par le centre Q } Tespace ab sera circu«> 
laire, comme on le voit (fig, 2), et toutes ses parties seront également obscure^* 
C'est cet espace que l'on appelle projection de l'ombre , et que le vulgaire con- 
fond communément avec l'ombre proprement dite. . 

La projection de l'ombre d'un corps sur une surface quelconque est donc la 
ûgure que terminent sur cette surfoce les prolongements ded rayons de lumière 
tangents à la surface du corps. 

Quelque autre part qu'on eût placé le plan PL, cependant toujours au delà du 
corps Q, par rapport au point S , l'espace obscur ab eût été plus ou moins grand i 
mais son obscurité absolue eût toujours été la même, puisqu'elle eût toujours été 
une privation totale de lumière. L'intensité réelle de Todibre est donc une quan- 
tité constante qui peut être prise pour terme de comparaison. Il n'en est pas de 
même de sa quantité relative ou de son intensité apparente^ car elle n'est que le 
contraste qu'elle fait avec les parties éclairées, qui l'avoisinent. Or ce con tiras te étant 
d'autant plus sensible et plus frappant que la lumière l'est davantage^ doit vâriei* 
comme elle , c'est-à-dire augmenter et s'affaiblir en même raison. Donc , toutei 
choses égales d'ailleurs , l'intensité apparente de l'ombre d'un corps reçu sur 
une surface quelconque doit croître et décroître en raison inverse dU quarré de 
la distance de celte surface au point lumineux, car il est démontré en physique 
que la lumière suit cette loi. Mais comme dans la nature nous ne voyons les objets 
qu'à travers un milieu dont la densité s'oppose en partie au passage de la lumière 
et diminue par conséquent son intensité; cette ombre doit encore nous paraître 
d'autant plus forte qu'elle est moins éloignée de notre œil , c'est-à dire que noua 
sommes plus proches de la surface qui la reçoit. On doit avoir égard à ces deuii 
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principes lorsqu'on peint des objets éclairés par un flarobedu peu éloigné du chanop 
du tableau. Mais lorsque Ton suppose que la lumière vient du soleil, comme la dis- 
tance de cet astre est sensiblement la même pour toute la surface de la terre, la 
première considération n'a pas lieu. Tout ce que nous venons de dire ne suppose 
aucune dimension au corps lumineux ; soit Q [fig. 3) un globe opaque et sphérique 
éclairé par un autre globe sphérique S dont le diamètre aitun rapport sensiblement 
fini avec la distance des deux centres. Soient menées les quatre lignes ER,EM, FM 
et FD tangentes aux surfaces des deux globes, et concevons que le système de ces 
quatre droites fasse une demi-révolution autour de SQ comme axe. Il engendrera 
quatre surfaces coniques opposées deux à deux par le sommet et qui seront préci- 
sément les mêmes que celles qu'on aurait eues en menant ces quatre tangentes 
dans tous les sens possibles. Cela posé, il est clair : 1* que Tespace 0MB ( Gni si S 
est plus grand que Q, infini s*il est plus petit) doit être absolument obscur, puis- 
que ne reçoit aucun rayon de lumière; 2* l'obscurité des espaces RUMY, VMBD 
doit diminuer en s' éloignant de Taxe SV. Les points de cb sont en effet très- 
obscurs, puisqu'ils ne sont découverts chacun que par un seul point E ou F de la 
surface lumineuse. Les points e, t le sont moins parce qu'ils découvrent chacun 
une grande partie du g'obeS, Enfin les points a et c( sont très-éciairés, et autant 
qu'ils le peuvent être, puisqu'ils reçoivent des rayons de toute la surface du corps 
lumineux. Donc, si on présente en PL un plan perpendiculaire à l'axe SQ, la 
projection de l'ombre sur ce plan sera composée de deux parties (/()[. 4) : l^d'un 
noyau circulaire ad de même ol)scuritc que l'ombre de la figure 2 ; 2* d'une 
couronne d^ombre acbd, dont l'intensité diminue en s'éloignant du centre jusqu'à 
devenir zéro aux points aeid. 

Les dimensions, ou la grandeur de cette ombre imparfaite qu'on nomme 
pénombre (du latin penèumbrà)^ doit varier suivant que les dimensions des 
corps Set Q, leur distance et celle du plan PL, deviennent plus ou moins 
grandes. L'angle c'Rd{fig. 3), par exemple, restant le même, la droite cd sera 
d'autant plus grande que la distance De du point Bau plan PL sera plus consi- 
dérable. 2* Cette distance restant la même, la droite cd pourra être considérée 
comme composée des deux parties ce et ecf, dont la première sera propor- 
tionnelle à la tangente de Tangle cBe, la deuxième à celle de l'angle ehd. Donc 
quels que soient et Tangle B et la distance Ba, la grandeur cd de la pénombre 
sera proportionnelle à : B^ (tangcBe-j- tang eBd). Mais si le diamètre du corps 
lumineux est considérablement plus grand que celui du corps opaque, l'angle 
en B est égal à langle sous lequel le diamètre du corps S est vu d'un point 
quelconque du corps Q, et les segments ce et ed sont sensiblement égaux; d'où 
U suit que l'angle cBe égale sensiblement l'angle ehd et qu'il peut , dès lors, être 
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comme égal à (îcBd). Soit donc p l'angle sous lequel est vu le diamètre du soleil ; 
q la distance B^ de Tobjet qui porte ombre à la surface sur laquelle elle est reçue; 
la grandeur de la pénombre sera : 2q tang^p. Il suit de là sans entrer dans une si 
grande précision, que les ombres porlées sur la surface de notre globe par 
des corps éclairés par le soleil , ne doivent pas être terminées vivement, 
comme dans la fig. 2; mais qu'elles doivent se mêler par masses insensibles 
avec la clarté qui les avoisine. Ajoutez à cela que les rayons de lumière, lors- 
qu'ils rasent quelque corps dans leur route, se plient et se rapprochent de 
l'axe, et diminuent par là la grandeur de l'ombre pure. Par conséquent dans 
les dessins, les teintes des ombres ne doivent pas être uniformes, mais s'adoucir 
insensiblement, à moins qu'elles ne soient très- proche de l'œil qui doit les 
voir et de l'objet qui les cause. Dans les opérations suivantes nous ne détermine- 
rons géométriquement que les projections des contours des ombres pures, ce 
sont les seules qu^il soit nécessaire d'avoir exactement dans les dessins; c*est 
l'affaire du lavis de dégrader les teintes, et de les placer de manière à faire 
illusion. Nous allons d'abord supposer les rayons du soleil parallèles, c* est-à-dire 
émanés d*un foyer infiniment éloigné, ou qui relativement à nos sens puissent 
être regardés comme tels. Nous verrons ensuite quel changement on apporterait à 
nos méthodes, si Tobjet lumineux se trouvait à une distance sensiblement finie. 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

La direction des rayons parallèles de lumière étant donnée , trouver Combre dun 
corps quelconque j le corps et la surface étant donnés de dimensions et de positions. 

On construira les projections , du corps opaque qui doit causer Tombre et de 
la surface qui doit la recevoir, sur deux plans quelconques, qu'il est cependant 
plus commode de supposer perpendiculaires Tun à l'autre et tels que l'un soit 
horizontal et l'autre vertical. Quelquefois ces projections sont déjà construites et 
c'est sur elles qu'on se propose de déterminer les ombres. Ainsi soit GZD (fy. 5), 
la projection horizontale et cbdb' l'élévation du corps qui porte ombre, EFI et egf, 
les projections horizontale et verticale de la surface qui doit la recevoir, enfin YA 
et ya, celles d'un rayon de lumière quelconque. Il n'est pas possible de donner 
une méthode générale pour la construction de ces projections , et Ton s*cn assu- 
rera facilement en observant qu'un même corps se projette difiëremment suivant 
les différentes manières dont sa nature nous est connue. Par exemple, les pro- 
jections du rayon de lumière ne peuvent se faire que conséquemment à la manière 
dont nous supposons que les dessins seront éclairés. Ainsi, si, comme c'est 
l'ordinaire, nous nous donnons sa direction Y A ou sa projection horizontale 
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et Tangle RAY qu'il forme avec elle, on mènera RY perpendiculaire à YA» 
et on imaginera le triangle YRA, élevé verticalement sur YA. On projettera 
les points A et Y en a et y ; et on fera la verticale ry égale à RY. Il est 
clair^ pour lors^ que ya sera la projection verticale du rayon dont AY est la 
projection horizontale. Toute autre manière dont on fixerait la position du 
rayon de lumière exigerait peut-être une autre méthode pour en faire les 
projections. 11 est d'usage de nommer Y A la direction du rayon de lumière^ 
et ya son incidence. C'est ce que les astronomes appellent VoMmuîh et l'a/mi* 
cantarath. 

Gela posé dans Tune des projections (dans l'élévation, par exemple) et pa^ 
tous les points de l'objet qui doivent spécialement porter ombre, on mènera 
des droites lil parallèles aux rayons du soleil, et on considérera chacune 
d'elles, comme la projection d'un plan parallèle aux rayons de lumière et 
perpendiculaire au plan vertical de projection. 

Chacun de ses plans contient une infinité de rayons dont une partie est inter-* 
ceptce par l'objet qui porte ombre , et dont deux enfin et un plus grand nombre^ 
après avoir rasé la surface de ce corps déterminent par leurs prolongementè 
deux ou plusieurs points du contour de l'ombre sur la surface qui doit la reçu-* 
voir. Or ceux des rayons de lumière renfermés dans le plan M, qui sont inter-» 
rompus par le corps opaque, rencontrent toute sa surface dans la section HL faite 
par le plan A/, et ceux qui s'échappent en rasant la surface sont des tangentes 
à cette section. Donc, si par les règles de la Stéréotomie^ on projette cette sec- 
tion en HMLN, et si on lui mène deux tangentes MO et NP parallèle à YA, elles 
seront les projections horizontales mais indéfinies des rayons Irasants^ qui doi'-» 
vent par leur prolongement donner des points du contour de l'ombre. Mais puis- 
que ces rayons sont contenus dans le plan M , ils ne peuvent rencontrer la 
surface EFI que dans l'intersection de cette surface par le plan ht représenté 
dans l'élévation par ki. Par conséquent , si l'on projette cette section en QKX'^i 
les rencontres et P de cette ligne avec les droites MO et NP seront deux points, 
du contour de l'ombre demandée. 

Les verticales élevées par les points et P détermineront .par leurs ren- 
contres avec la droite hl les projections verticales des deux mêmes points. En 
répétant l'opération pour tant de plan Ih qu'on voudra, on trouvera tous les 
points qui seront nécessaires à la construction de la ligne du contour de l'ombre 
dans les deux projections. C. Q. F. D., 

Remarque. Les points M et N séparent la partie éclairée MHN de la section, de 
la partie obscure MLN; par conséquent si on fait passer une ligne par tous les 
points trouvés de la même manière pour les autres sections, on aura la sépara^ 
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lion de la partie éelairée de la surface de oelle qui est dans Tombre , ce qui est 
quelquefois très-utile dans le lavis. Les vertical.es élevées par les points N, M dé- 
termineront par leurs rencontres avec les lignes hl correspondantes dans Télé*- 
vation, les points m, n, par lesquels doit passer la projection verticale de cette 
séparation. 

CoROLLAUiBS. V L'ombro d'une droite verticale projetée sur un plan horizon- 
tal est toujours une droite, ou plus généralement, la projection horizontale de 
l'ombre d'une verticale, reçue sur quelque surface que ce soit, est toujours 
une droite ; car les rayons qui sont interrompus par la verticale composent un 
plan vertical, qui par sa rencontre avec les surfaces voisines détermine l'ombre 
de la droite, et cette intersection ne peut être vue sur le plan horizontal que sous 
une droite, puisque tout le plan vertical qui la contient est lui-même projeté 
sous la forme d'une droite qui doit être parallèle à la projection horizontale d'un 
rayon de lumière* 

2'' Pour la même raison la projection verticale de Tombre d'une droite per- 
pendiculaire au plan de projection verticale est toujours une droite parallèle à la 
projection verticale d'un rayon de lumière. 

8* La projection de l'ombre d'une ligne droite ou d'un polygone quelconque 
reçue sur un plan qui lui est parallèle est toujours une figure qui lui est égale 
et semblable. 

La solution que nous venons de donner du problème général des ombres, peut 
s'employer quelle que soit la figure du corps qui porte ombre, c'est-4-dire 
que la surface soit courbe ou composée de parties planes ou courbes. Mais lors- 
que le corps n'est pas terminé par une surface , mais par un système de plans 
joints par des arêtes rectilignes, on peut déterminer bien plus aisément la figure 
de son ombre« 

1^ EiMUPhE. Déierminer [ombre dun cubedonné de position sur un plan horizontal. 

Soient BGDE et IFGH les projections horizontales et verticales du cube {fig. 6), 
¥A et ya celles du rayon de lumière, et KN la base de l'élévation (^). Gela posé, 
remarquons que nous aurons l'ombre demandée si nous reconnaissons qu'elles 
sont les arêtes du cube que rasent les rayons de lumière et si nous déterminons 
les ombres que portent ces arêtes. Or il est évident que l'arête verticale , repré- 
sentée par le point B dans la projection horizontale et par IF à l'élévation , est 
rasée par les rayons de lumière ; que de plus son ombre doit être indéfiniment 
sur une droite BQ parallèle à YA ; mais si par les points F et I , on mène des 
droites parallèles à ya les points où elles rencontreront Tborizontale KN , seront 

(*} Monge désigne ici par base de T élévation ce qu'il appeUa plus tard ligne de terre, T. 0. 
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les projections verticales des ombres des points F et I. Donc, en abaissant les 
verticales MQ et KR, leur intersection avec BQ terminera Fombre de Taréte 
verticale représeplée par le point B. Donc RQ sera une portion du contour de 
l'ombre demandée. Cela fait, on observe que Tarèle horizontale exprimée par BC 
dans la projection horizontale et par FG dans Télévalion est aussi rasée par les 
rayons; qu'il en est de même pour l'arête horizontale supérieure projetée en CD 
paria verticale qui passe par le point G et pour les arêtes horizontales inférieures 
représentées par DE et EB, que par conséquent les ombres de toutes ces arêtes 
achèveront le contour de l'ombre du cube. Mais nous avons déjà l'ombre d'une 
des extrémités de l'arête horizontale BG ; il suffit d'avoir celle de l'autre extré- 
mité C; or cette ombre doit se trouver sur la droite CP parallèle au rayon YA. 
De plus, si par le point G on mène la droite GN parallèle au rayon ya^ le 
point N sera son élévation. Donc la verticale NP déterminera par sa rencontre 
avec CP l'ombre du point C^ et par conséquent QP sera l'ombre de l'arête hori* 
zontale supérieure représentée par BC. On aurait pu trouver la droite QP, en 
faisant un autre raisonnement; car l'ombre d'une horizontale reçue sur un plan 
horizontal est une droite qui lui est égale et parallèle. Donc, en menant par le 
point Q une droite égale et parallèle à BC on aurait eu l'ombre de cette arête. 
En faisant un pareil raisonnement pour toutes les autres lignes que nous venons 
de citer, on parviendra à achever le contour de l'ombre bien plus facilement 
qu'en employant la méthode du problème. 

2' Exemple. Déterminer Cambre dun point sur un plan vertical. 

Soient M et m les projections horizontale et verticale du point; TN la projec- 
tion horizontale du plan vertical sur lequel doit être portée l'ombre demandée ; soit 
MN parallèle à YA {fig. 7), et regardons cette droite comme la projection d'un plan 
vertical qui doit contenir le rayon de lumière interrompu par le point M; cela posé , 
le rayon interrompu ne peut par son prolongement rencontrer le plan vertical , et 
par conséquent déterminer l'ombre demandée que dans l'intersection des deux 
plans verticaux ; or cette intersection est indéfiniment la verticale No. De plus , la 
droite f?3o, parallèle à ya, doit encore contenir la projection verticale du même 
point d'ombre dont son intersection avec la verticale No déterminera le point o 
demandé. 

3* Exemple. Trouver sur un plan incliné l' ambre dCun cylindre vertical terminé par 
deux bases horizontales. 

Soient fkh et ZX {Jig. 8) les projections du cylindre, BGED et bced ceMes du plan 
incliné , soient menées les tangentes /Q et hJ parallèles à la projection horizoatale 
du rayon de lumière, il est clair que ces deux droites seront les ombres des verti- 
cales représentées par les points/ et A, et termineront latéralement la projec* 
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tion de l'ombre du cylindre; il ne s'agit plus par conséquent que de trouver 
Tombre du contour de la base supérieure ; pour cela on fera pour tant de points 
qu'on voudra l'opération que nous allons faire pour le point K, dont la projection 
verticale est le point k\ Par le point k' soit mené la parallèle k*n à l'incidence so- 
laire, et soit regardée cette ligne comme la projection verticale d'un plan paraU 
lèle aux rayons de lumière, dont l'intersection avec le plan bcde doit contenir 
l'ombre du point K. Soit projetée cette intersection sur le plan horizontal ^ 
abaissant par les points n et m des verticales, qui par leur rencontre avec les 
droites BD et EC, détermineront deux points N et M. La droite MN contiendra 
donc la projection de Fombre du point K, mais la parallèle à YA, menée par le 
point K, doit encore la contenir ; par conséquent leur point L d'intersection, sera 
la projection de l'ombre du point K. L'opération, répétée pour tant d'autres points 
qu'on voudra, achèvera de déterminer l'ombre du cylindre* 

Dans tout ce que nous venons de dire , nous avons supposé que les rayons de 
lumière fussent émanés d'un point infiniment éloigné; voyons maintenant la ma- 
nière de déterminer l'ombre d'un corps éclairé par un point lumineux placé à 
une distance sensiblement Gnie. 

Lorsque le point lumineux ne sera pas inOniment éloigné de l'objet éclairé, 
les rayons de lumière qui en partiront ne seront pas parallèles, et les projections 
horizontales et verticales d'un de ces rayons ne suffisant pas pour déterminer la 
direction de tout autre, il faudra alors projeter le point lumineux lui-même ; ima- 
giner par ce point dans l'espace tant de plans qu'on voudra perpendiculaires à un 
des plans de projection, et qui feront, dans l'objet éclairé et dans la surface qui 
doit recevoir l'ombre, autant de sections qu'on en projettera «ur l'autre plan; 
mener par le point lumineux toutes les tangentes possibles aux sections du premier 
corps et les prolonger jusqu'à ce qu'elles rencontrent quelque part, si cela est 
possible, les sections correspondantes faites dans le second corps. 

Ce procédé graphique ne diffère de celui du premier problème, qu'en ce que 
dans ce cas-ci les tangentes aux sections sont menées par un point déterminé , 
au Ueu qu'elles étaient parallèles entre elles dans le premier cas. 

La solution du problème des ombres que nous venons de donner étant de la 
plus grande généralité , il serait inutile d'entrer dans quelques détails sur les 
particularités de certaines ombres, et de rapporter des méthodes abrégées plus 
ou moins élégantes qu'on peut employer en certains cas. L'usage et les occasions 
en fournissent assez, pour peu qu'on y réfléchisse. Cependant, nous ne passe- 
rons pas sous silence une diiliculté qui peut souvent se présenter et qui a lieu 
dans l'exposé suivant. 

4* Exemple. Déterminer^ sur la surface concave dun puits fait en avant (t un reiran^ 

5 
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ehemenif f ombre portée par sM bord^ en supposant qu^it soit éclairé par un point 
lumineuai placé à une distance déterminée é 

Oo sait qu'un puits de retranchement est un cône tronqué renversé, dont les bases 
parailèleë sont horizontales; soient donc (fig. 9 ) EDCJGH et ecgb , les projections 
hôrlEontales et verticales du puits et A, a celles du point lumineux. Par le point A 
soient menées lès projections ÂL de tant de plans verticaux qu'on voudra , et les 
projections terticales pnqk des sections qu'ils forment dans la surFacô du cône 
(il est inutile de donner le détail de cette construction); cela posé , il est clair que 
Tombre du point M du bord ne peut se trouver sur la surface du puits que dans 
la section ML, et par conséquent en projection verticale sur la courbe pnqk. 
Donc, si par le point p projection verticale du point M , on mène le rayon ap , il 
coupera la courbe quelque part en un point q qui sera le point d'ombre; et en 
abaissant une verticale ^Q qui coupera ML en un point Q, on aura la projection 
horizontale dti même point. On déterminera de la même manière les ombres de 
tant de points du bord qu'on voudra, et on aura par conséquent la courbe 
formée par leur continuité, à l'exception des deux points T et T' où commence 
cette courbe, où elle coupe les bords du puits; alors la méthode générale est en 
défaut^ elle n'enseigne pas à les trouver. 

Pour les déterminer^ remarquons que les points T et T' demandés n'appar- 
tiennent point à la courbe TQT', considérée comme ombre portée, mais qu'ils 
sont les limites de l'intérieur du puits qui sépare la partie TQT' obscure de la 
partie TET' éclairée^ et qu'en les considérant comme des éléments de la surface 
donique, leurs prolongements doivent passer par le point lumineux et être tan- 
gents à la surface. Ces prolongements , qui sont des plans , doivent donc se cou- 
per en une droite menée par le sommet du cône et par le point lumineux » et 
représentée par AR en projection horizontale et par aS en projection verticale. 
De plus, ces prolongements doivent couper le prolongement de la base supé- 
rieure du cône en deUx droites tangentes à sa circonférence, et ces droites doi- 
vent passe!" toutes deux par le point où aS coupe le même plan. Donc , si du 
point r on abaisse la verticale rR^ et si du point R on mène deux tangentes à la 
oiroonférence EDG» les points de contact seront les points T et T' demandés. 

Celte solution ^ quoique particulière au cas de Texemple , se généralisera si 
l'on fait atietition que les points T et T' appartiennent à la courbe qui sépare la 
partie éokîrée de la surface du corps de la partie obscure , courbe dont nous 
avons donné la cohSiruction dans la figure 5, et dont m, ra, M, N dans cette même 
figure sont des points. Donc, on aura les extrémités de l'ombre portée par le bord 
d'un vase d'une (igure quelconque sur sa surface concave, en déterminant les 
iftterseotions d« ce bùM avec ta courbe qui sépare la partie éclairée de la sur- 
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face extérîeurç d'avec la partie obscqre. On çiippose ici l'i^issâuf du taaa iaSs 
niment mince, et si elle ne Tél^ait pas H faudrait regarder la surfac^ inlérieuM 
con^me ^^lériqure. 
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N' 5. 

(mémoire dtédit.) 
APPLICATION DE LA aÉOMÉTRlE DB6GRIPTIVE AU DESSIN DE LA VIS (^). 

Génération du filet par un triangle* 

1. Chacune des faces du filet de la vis triangulaire ftiit partie d'une surface 
gauche et se termine à deux des hélices que décrivent les points de la généra- 
trice da qette surface. Ces deux hélices, intersection des deux surfaces gauches, 
^nl^pt sur la surface de la vis deux arêtes , Tune saillante et Tautre rentrante. 

Des hélices. 

2. ST (fig. 1) est la commune section (**); o la projection horizontale de Taxe; 
A le point où rhélice saillante perce le plan horizontal ; par conséquent le cercle 
AGBD, dont 1^ centre eçt q et le rdyOQ oA, e^t h priç^jeçtioi) }^fizQft{sAe de cette 
hélice , et oA est celle d'une position de la génératrice de l'une et l'autre surface 

Wl nu I I I ■ 1 l ' . ' Ul i il ...) I . ' m ^ , 1 .1 ilL J J. . .J I Iw.i -«. LU lAJ A »U - 

(*) Ce mémoire est de M. Persy, ancien professeur de sciences mathématiaues à l*Écol0 d'applicatfon 
ie ryrtiUerid et du génie à Metz. 

M. Persy avait résolu à Metz le problème de l*ombre de la vis en même temps que 0aphjHta i^ réfolnail 
à Paris. Lorsque la solution publiée par Hachette dans la Correspondance de TÉcole polytecbniage, 1. 1, 
n* 4, janv. 4809, fut connue à Metz , M. Persy communiqua sa solution à M. Français, professeur de for- 
(i6cation , et son collègue a TÊcole d'application ; plus tard , M. Français adressa à Hachette une solution 
simple sur le même sujet , et q^ii a été publiée dtns la Gorrespoiulaiice de l'École polytechnique , t. U » 
n« 2, janv. 4810. J'ai tout lieu de croire que la solution donnée par M. F/^Qç«is lui fut inspirée p^r qeil(a 
de M. Persy, dont il avait eu connaissance. T. 0. 

(**) M. Persy appelle commune section la ligne que Ton appelle ordinairement ligne de terre. Cette dé- 
Bomination de commune section fut introduite a TÉcoie d'application de Metz par Ferry, qui avait été 
au cc^nmeocemeot de sa carrrière adjoint de Uungp À l'Ëople dy g^i^ cl? M^ièym* T« 0. 
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gauche. Ne considérons que celle qui fait partie de la face supérieure du Glet, et 
soit AV la projection verticale de la position dont nous parlons , et que nous re- 
gardons comme la position primitive de la génératrice de la surface gauche supé- 
rieure. Si l'on conçoit un cône qui ait pour sommet le point (o^o'), et pour 
trace horizontale le cercle ÂBCD^ toute arête de ce cône sera parallèle à Tune des 
positions de la génératrice, et réciproquement toute position de la 'génératrice 
sera parallèle à Tune des arèles du cône. Si l'on décrit ensuite une spirale ordi- 
naire PaRQ qui passe par A, qui ait pour pôle le point O, et pour rayon de son 
cercle générateur la hauteur du pas de vis, il est clair que de la position OA à la 
position quelconque OM, la génératrice se sera élevée delà quantité supérieure ; 
d'où il suit que m étant la projection horizontale d'un point de Thélice, on aura 
la projection verticale de ce point en menant mm perpendiculaire à ST et pre- 
nant pW égal à la distance pm. 

3. II s'ensuit aussi que la projection verticale de la position OM de la généra- 
trice est la parallèle à op' tirée par le point m\ 

On l'obtiendrait encore en portant la distance pm en o'r, et si la construction 
est exacte , gp perpendiculaire à ST, coupera om en un point p de la spirale , car 
il est évident que cette courbe est en même temps la trace de la surface gauche 
sur le plan horizontal. 

4. S'il s'agissait de l'hélice engendrée par le point (/> /)» on mènerait Thori- 
zonlale S/T' au-dessus de laffuelle on porterait les distances pm , alors les per- 
pendiculaires mm' partiraient des points de rencontre des lignes om avec le 
cercle flig, projection horizontale de la nouvelle hélice. 



Des courbes qui terminent ta projection verticale de la surface. 

6* Par la génératrice considérée dans une position quelconque om^ oq^ je 
mène un plan pqr perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce plan tou- 
chera la surface gauche quelque part en un point situé sur la génératrice et qu'il 
s'agit de déterminer. 

6. On sait que pour une même hélice la tangente fait un angle constant avec 
l'horizon. Considérant celle qui est projetée horizontalement dans le cercle ACBD, 
nous connaissons l'inclinaison de sa tangente. Soit (o, s) le sommet d'un cône 
qui ait pour trace horizontale ce même cercle et dont les arêtes fassent avec 
l'horizon le même angle que la tangente de l'hélice, toute arête de ce cône sera 
parallèle à quelqu'une des tangentes de l'hélice » et réciproquement toute tan- 
gente de l'iiélice ^ra |>arallèle à quelqu'une des arêtes du cône. Concevons ainsi 
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une âuite de cônes ayant chacun pour trace horizontale la projection d*une hélice 
et pour arêtes des droites qui fassent avec l'horizon le nième angle que les tan- 
gentes de cette hélice. Je dis que tous ces cônes auront pour sommet commun le 

point (o» ê). Il est aisé de s'en convaincre en vertu de Féquation a; = - A, qui 

est connue de tous. Actuellement si l'on mène parce point (o» ^) nn plan ut$ pa- 
rallèle à pffTj ce plan coupera chacun des cônes suivant deux arêtes à chacune 
desquelles sera parallèle une des tangentes de l'hélice correspondante , et pour 
chaque hélice cette tangente sera parallèle au plan pqr. 

Soient ox^ ox\ ox'\ ox"^..^ les projections horizontales des arêtes dont nous par- 
Ions. En menant aux cercles axb, fxg, ¥x"G, kx"B des tangentes respectivement 
parallèles kox^ ox\ osP^ etc., on aura les projections horizontales des tangentes des 
hélices qui sont parallèles au plan ^qr. Or, il est facile de reconnaître que les points 
de contact y, y', yl\ f/"^ etc., sont sur une même droite ceS perpendiculaire à ni et 
placée à même distance du point o , car pour mener au cercle du rayon ox une 
tangente parallèle à oa:, il faut mener à ox le rayon perpendiculaire oi qui déter- 
mine le point de contact. De même pour les cercles ox et ox\.. Donc les triangles 
xooi et yoy' sont égaux , comme ayant un angle égal en o compris entre des côtés 
égaux y etc. 

Le point de tangence du plan ipqr aura donc pour projection horizontale l'inter- 
section des deux droites a6 et om. 

7. On simplifiera la construction qui résulte de là, si faisant attention qu'on 
n'a besoin que de la direction de la trace qr^ on considère le cône dont les arêtes 
sont parallèles aux différentes positions de la génératrice, et que l'on prenne 
pour son sommet le point (o,«) lui-même, car la projection horizontale d'une 
arête du cône sera celle d'une position de la génératrice et la projection verticale 
de cette arête sera immédiatement la parallèle à la trace qr^ que l'on doit mener 
par le point z. Ayant donc tiré par ce point la parallèle ^d à o'A', et si dans le 
cercle adbd décrit du centre o avec le rayon m^ cercle qui sera la trace du cône de 
même inclinaison que la génératrice, si , dis-je, l'on se donne la projection oZ d'une 
arête quelconque du cône, ou ce qui est la même chose , d'une position quel* 
conque de la génératrice, toute là construction se réduira à abaisser du point Z 
là perpendiculaire Ztc sur ok , à rabattre ou en 02 , et à mener à ok la parallèle xifj 
qui coupera oZ au point y' cherché. 

8. Mais on peut atteindre à une simplicité plus grande encore : si l'on décrit le 
cercIe/%&, projection de l'hélice qui répond au point de contact du plan ipcpr^ et 
que l'on tire la droite df^ il sera aisé de voir : l^'que cette droite est parallèle à 
oL ; 2'' que la perpendiculaire ol abaissée du point sur dft%\. égale à oz ou ou; 
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3* 6nân, que cette perpendiculaire prolongée pa(se par les points oi^ y\ d*où 
l'on conclut d^abord les deux méthodes qui suivent» 

9. Pour construire le point qqi doit être sur une position donnée oZ de la g4 
nératrice, il faudra par le point d mener à oZ la parallèle df (\\x\ rencontrera ok 
au point/; le cercle décrit du point o comme centre avec le rayon of^ coupera oZ 
dans le point demandé y' (voyez le n"* i9). 

iO. On obtiendra le point qui se trouve sur une hélice dont la projection hori<* 
zontale/A^fc est donnée en menant à (^la parallèle o\f. Cette ligne déterminera sut 
le cercle ftigk le point y' que l'on cherche ( voyez le n"" iO). 

i I . Cette dernière méthode convient surtout dans le cas^ ou comme dans celui 
de la vis on n'a à considérer qu'une zone de la surface comprise entre deux hé* 
lices; elle ne fait point toiQber dans des opérations inutiles et donna directement 
les points situés sur les hélices saillante et rentrante du filet. 

i2. La projection horizontale d'un point de la courbe étant trouvée ^ oiieon^ 
struira sa projection verticale par le moyen de celle de la position correspond 
dante de la génératrice. 

13 {*). Les considérations suivantes conduisent directement aux résultats de 
l'art. 8. Par le point (Jjf')àe la position primitive de la génératrice et qui dé« 
crirait l'hélice donnée par la projection horizontaleyTi^/c, je mène un plan tangent 
à la surfece ; pour cela je tire l'horizontale/' e' qui sera évidemment la soutan- 
gente du point (/,/') de l'hélice, de sorte qu'en portant /ai^ en /E, la droite AE 
sera la trace horizontale du plan tangent. Or, si ce plan suivait le mouvement de 
la génératrice sans changer d'inclinaison par rapport i l'horizon il ne cesserait 
pas de toucher la surface, et quand la trace serait devenue perpendiculaire à «r , 
le point de contact, dans l£| position qu'il aurait prise serait sur la eourbe 
cherchée. Mais puisqu'il suffit de connaître la projection horizontale de la gêné** 
ratrice considérée dans sa nouvelle position, on pourra faire absiraeiiûn du 
mouvement le long de Taxe. Ayant donp abaissé sur AE la perpendiculaire al 
qui coupera la circonférence ÂCBD au point n, on prendra Tare Amégalà An, et 
le rayon om rencontrera le cercXe fligk au point y' que Ton cherche. La projection 
verticale de ce point sera en/" sur T horizon taie/ V, si Ton- fait abstraction du mour* 
vement de la génératrice le long de l'axe, et en Y' si Ton a égard à ce mouvement* 
Actuellement, si Ton observe que les triangles k'f'e^cfsO et ee'f, e$0 sontseqi' 

blables et donnent -^= -f- 1 qui est la même chose que :^=: — j on verra que 

^^— — — — I II II ■■ ■— ^— III I I II I I ■^^——■■1 ■ ■ .■■■■ ! ■» 

(*) On peut commencer la solution n* 33 par oelui-ci (43) ; joîodre oomme cprollfire |e poralWlissie d9 
d/ et om ; puis placer le n« 44 aussi en corollaire. ( Note de P. ) 
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left ti^iangleê étjf^ kfE tont semblables aussi , et que par conséquent é^est parallèle 
à Ml. 

44. Le triangle cof^ qui est égal à dof^ est semblable à A/E. Ainsi ^ et sa 
parallèle oV sont perpendiculaires sur AE; les points o» x, V, J , sont donc en 
ligne droite, et Ton voit de plus que/ étant la projection horizontale d'uo point 
quelconque de la surface, la trace horizontale du plan ungent en ce point, sera 
perpendiculaire à la ligne cf qui est donnée; on a donc tout de suite la direction 
de cette trace. 

iS. On remarquera que le plan mené par le point (s, (^) parallèlement au planpgr 
eoupe le cône qui a pour sommet ce point, et pour trace horizontale le cercleacbdf 
suivant deux arêtes difflàrentes et dont les projections horizontales sont oZ , o«. 
Ces lignes oZ, oXy sont en même temps les projections de deux positions diffé* 
rentes de la génératrice , mais dont les plans projetants et perpendiculaires au 
plan vertical, sont parallèles entre eux et au plan pqr. De plus, les prolonge-* 
ments ot/ , oo , de ces lignes sont les projections de deux autres positions de la 
génératrice opposées aux premières, et dont les plans projetants, parallèles aussi, 
font avec Thorizon le même angle que les plans projetant les premières posi- 
tions. Enfln, dans toutes ses positions, la génératrice se prolonge au delà de Taxe 
de la surftiee et se trouve sur une seconde nappe qu'elle produit en même temps 
que la première. Gela posé ^ si Ton trace les deux lignes «6 , aS^, qui sont 
en projection horizontale, l'une, la suite des contacts des tangentes parallèles au 
plan nt$ , Fautre^ la suite des contacts des tangentes parallèles au pian t/c' « , oir 
verra que la droite cS allant rencontrer oZ , le plan mené par la position oZ de 
la génératrice et perpendiculairement au plan vertical, touche la nappe inférieure 
dans un point t/^ Que cette même ligne aS ne rencontrant que le prolongement 
ÛBùXj le plan projetant de la position ox de la génératrice touche la nappe su« 
périeure. De même , la droite ot^ allant rencontrer oY, le plan mené par la posi^ 
tion oY de la génératrice perpendiculairement au plan vertical , touche la nappe 
inférieure dans un point Y, et cette même ligne aS' ne rencontrant que le pro- 
longement de oVj le plan projetant de la position ov ne touche que la nappe 

supérieure; Ton reconnaît aisément que la suite des points jf', Y, forme 

6ur la nappe inférieure une courbe dont la projection horizontale passe par le 
point 0, et se compose de deux branches qui ont pour asymptote commune la 
droite AB. 

Comme on peut mener à un cercle deux tangentes parallèles à une droite 
donnée, on aura pour chaque cercle acbd^ quatre tangentes différentes, deux paral- 
lèles à oZ et deux autres parallèles à ox. Mais il faut remarquer que de ces quatre 
tangentes deux seulement donnent des tangentes de Thélice qui soient inclinées 
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dans le même sens que le plan pqr ou nts^ et qui soient par conséquent paral- 
lèles à ce plan. Ces deux tangentes , dont Tune est parallèle à oZ et l'autre à ox, 
ont leur point de contact sur la même perpendiculaire aS à la trace u(. Ainsi, 
pour un même plan uU on ne doit admettre qu'une des lignes de contact aS et a&i 
savoir y celle pour laquelle Tinclinaison des tangentes des hélices est dans le même 
sens que Tinclinaison du plan, ce qu'on peut reconnaître en considérant le plan 
vertical qui passe par la tangente de Thélice et qui doit couper le plan uts sui* 
vant une droite parallèle à cette tangente. 

Maintenant les lignes oZ , ox sont les projections de deux positions différentes 
de la génératrice, mais dont les plans projetants perpendiculaires au plan vertical 
sont parallèles entre eux et au plan tUs. De plus , les prolongements oY, oV de 
ces lignes sont les projections de deux autres positions de la génératrice opposées 
aux premières, et dont les plans projetants pareillement parallèles entre eux^ 
font avec Thorizon le même angle que le plan ut$. Enfin , dans toutes ses positions 
la génératrice prolongée au delà de l'axe de la surface, produit une deuxième 
nappe qui ne différera de la face inférieure du filet que par sa hauteur au-dessus 
du plan horizontal, en supposant toutefois que les génératrices des deux faces 
du Olet coupent sous le même angle^ l'axa de la vis. Dans cette hypothèse, si l'on 
trace les deux lignes «6, a' 6' , dont l'une est relative au plan uU^ et l'autre au plan 
tt'fV, on verra que la première allant remonter oZ , le plan mené par la posi- 
tion oZ de la génératrice, perpendiculairement au plan vertical, touche la face 
supérieure du filet dans un point y' ; que celte même ligne aS ne rencontrant que 
le prolongement de ox, le plan projetant de la position ox touche la face iofé» 
Heure du filet dans un point v. De même aS' allant rencontrer oY et ne rencoH"- 
trant que le prolongement de ov, les points Y et Y appartiennent respectivement 
aux faces supérieure et inférieure du filet. La même construction donnera âonc 
à la fois deux points de l'une et de Tautre face du filet, et Ton reconnaîtra aisé- 
ment que la suite des points t/',... Y, appartenant à la face supérieure , forme une 
courbe qui passe par le point o et dont les deux branches ont pour asymptote 
commune la droite AB. Il en est de même des points V...i; appartenant à la fac^ 
inférieure. Dans l'espace la courbe coupe l'axe dans le point où il est rencontré 
par la position oc ou od de la génératrice, selon qu'il s'agit de la (ace supérieure 
ou inférieure, et en projection verticale les deux branches de chaque courbe ont 
pour asymptotes les projections des positions oA et oB de la génératrice de la 
face sur laquelle cette courbe se trouve. 

, Puisque dans l'espace la courbe coupe l'axe en son point de rencontre avec la 
position oc ou od de la génératrice, et qu'en projection verticale les deux branches 
ont pour asymptotes les projections des positions dont oA et oB sont les projec- 
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lions horizontales, Ton peut tirer, de là, la construction simultanée du point qui 
est sur là génératrice opposée dans la même nappe. 

i6. Le n* 6 offre une démonstration géométrique de cette proposition : <r Si l'on 
f mène à la série des hélices décrites par les points de la génératrice droite de 
» la vis, toutes les tangentes parallèles à un même plan donné, les points de 
» contact sont sur deux courbes planes dont les plans sont parallèles à Taxe 
» et perpendiculaires au plan donné. » 

De plus , la distance des plans des deux courbes à Taxe est égale au rayon d'une 
hélice multiplié par le rapport des tangentes des inclinaisons (avec Tborizon) et de 
rhélice et du plan donné. Cette propriété n'est point particulière à la surface de la 
yiSy elle appartient à la surface engendrée par une courbe quelconque qui tourne 
autourd'unaxeet qui, en même temps, se meut dans le sens de cet axe d'une 
quantité proportionnelle à celle de la rotation; elle apoartient exclusivement 
à cette surface et peut servir à sa définition. La démonstration du n* 6 subsiste 
pour le cas général. 

17. La proposition dont il s'agit mène à cette conséquence : 

Si l'on considère une série d'hélices de même pas tracées sur des cylindres ver- 
ticaux à bases circulaires et de même axe, et que les ayant projetées sur un plan 
parallèle à l'axe commun (ce qui produira une suite de courbes de même genre) 
on mène à ces courbes des tangentes parallèles à une droite donnée dans ce 
plan, tous les points de contact, quelle que soit la loi suivant laquelle les courbes 
se succèdent, n'y eût-il même aucune loi dans leur succession, se projetteront 
horizontalement sur deux droites parallèles à la trace du plan de projection verti- 
cale et également distantes de la projection horizontale de l'axe. 

Le problème de mener une tangente à la projection verticale d'une hélice, 
parallèlement à une droite donnée, revient à celui de mener à la courbe elle*^ 
même une tangente parallèle à un plan donné, ce qui se résout aisément par ce 
qui précède. M. Hachette en a exposé une solution dans son Supplément à la 
Géométrie descriptive de Monge et dans son Traité des machines, ouvrage qui 
est une des applications les plus utiles de la géométrie descriptive. 

i8. Connaissant l'inclinaison, par rapporta Thorizon, de l'une des hélices dé- 
crites par les points de la génératrice, et- par conséquent le point (s-o), on peut, 
d'après les considérations du n"" 6, trouver aisément celle de toute autre hélice 
dont la projection horizontale est donnée ; par exemple, l'hélice projetée suivant 
le cercle fhgk a pour inclinaison de sa tangente l'angle «eo; d'où l'on conclnt la 
sous-tangente pour un point quelconque de Thélice. 

i9. On déduit encore du n"" 8 quelques conséquences utiles : les lignes ax\ oZ 
étant perpendiculaires, lorsque oZ sera donnée, en menant oo;" perpendiculaire 

6 
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i «Z^ on aura le point x*'^ et par conséquent, au moyen du cercle it/^M/le point 
y'. Si ce cercle est donné , et par suite le point x\ on déterminera le point y' en 
menant ay' perpendiculaire à ox\ 

Ces constructions ne sont pas aussi simples que celles des n^ 9 et 10, mais 
Mur aeront préférables en général, ou du moins les suppléeront au besoin, et 
dans le cas surtout où lepa^de la vis n'est pas considérable, ce qui arrive ordi« 
nairement quand elle est à ûlet simple. C'est pour plus de clarté et d'exactitude 
que tfom l* épure nous avons supposé la hauteur du pas fort grande. 

Des intersectims de la vis et des plans qtd la terminent. 

SO. La vis est terminée ordinairement à deux plans perpendiculaires ft son aie, 
et chdcune des courbes d*inlersection est une spirale qu'il est aisé de construire» 
àoil par hi considération de la courbe elle-même, soit par la considération des 
positions successives de la génératrice de la surface. La spirale oRAQ, employée 
d'abord subsidiairement, fait donc encore partie de la projection complète de la 
vis, quand l'angle delà génératrice avec l'axe est égal à un angle demi-<lroit. 

II. DES OMBRES. 

Le la ligne qui sépare la partie éclairée de la partie absoute. 

(Voyez art. 27, V). 

2i. Le problème en question est du même genre que celui du n* 5. Les mêmes 
méthodes doivent donc, à quelques modifications près, s'appliquer à l'un et à 
l'autre. Je considère le rayon de lumière qui passe par le point (0-S) , Og. 2, 
sommet commun des cônes de même inclinaison que les hélices et du cône de 
ttième inclinaison que la génératrice de la surface. Soient OL, SL' les deux pro- 
jections du rayon de lumière, il rencontrera le plan horizonlar en L* Cela posé : 

22. Que OZ soit la projection horizontale d'une arête quelconque du cône de 
même inclinaison que la génératrice, ou, si l'on veut, la projection d'une posi- 
tion quelconque de cette génératrice elle-même, et qu'il s'agisse d'avoir le point 
de la ligne de séparation d ombre et de lumière qui tombe en projection horizon* 
talc sur OZ. 

On voit d'abord queLZ sera parallèle à la trace du plan lumineux passant par 
la position OZ de la génératrice. Ainsi, ayant abaissé sur LZ la perpendiculaire 
Ou, on la posera en us, et le point de rencontre de zy\ parallèle & Ou, avec OZ, 
Mra celui qu'on demande (pourquoi? ). Le eeroto décrit sur OL comme diamètre 
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^•ii»erait immédiatement les points ti, c'est évident. Mais il j a pins, tous i«ê 
points Jt sont sur le cercle dont le diamètre est la diagonale OM dn capré LMN6 
construit sur OL, et les lignes st/' sont dirigées au point N. La construction s« 
réduit donc à joindre LZ, ce qui donne le point z, et à mener sN qui détermina 
!• point y'. 

plus simplement encorci on mènera à OZ la perpendiculaire Qx\ qui coupert 
LS( en x\ et (n* 49) le cercle décrit avec le rayon Oi?' et du centre donnera le 
point if^ (11 resterait à voir si c'est plus simple et si cela vaut mieux dans le eâl 
d*unpa^ très-petit). 

28. Proposons-nous en second lieu de trouver le point qui doit être en pro« 
jection horizontale sur le cercle donné/^AA. Ayant décrit une fois pour toutes la 
circonférence JLN (dont le centre est O et le rayon OL), du point L avec le rayon 
perpendiculaire à/J, on tracera Tare trV, qui, par son intersection avec le cercle 
/^My donnera le point oé. Alors : ou Ton mènera Lâ:'z, qui rencontrera le cercle 
LMNO au point % et zN déterminera le point y'; ou bien on élèvera à 0:i;' la perpen- 
diculaire Oj^'y qui donnera encore le point cherché y' (approprier ici la méthode 
du n* iO« *«- Considérer le c6ne de même inclinaison que les plans tangents en 
les points d'une même hélice). 

34. Il se présente ici ^es remarques analogues à celles du n* 5. On distinguert 
de la même manière les points qui se trouvent sur la nappe inférieure de la sur- 
feee de ceux qui appartiennent à la nappe supérieure, et Ton trouvera aussi que 
les uns comme les autres forment une courbe douée d'asymptotes rectilignes. 
fies asymptotes sont des positions de la génératrice qu'il sera aisé de reconnaître. 

III. MT MIHT BRILLAST (^. 

25. Si par un point queUonque de l'e^paoe et peur plus de simplicité, par l# 
point (0-S) on fait passer une première dpoite p^rp^odioulaire au plan vertical 
de projection, puis une deuxième droite parallèle au rayon de lumière, et qu'en- 
suite on construise un plan perpendiculaire à la ligne qui divise en deux égale- 
ment l'angle des deux droites, la question sera de mener à la surface un plan 
tangent parallèle à ce plan-là {fig. 2). 

Que l'on recherche sur l'horizon le plan projetant (LL', S) de la droite parallèle 
au rayon de lumière, en faisant tourner ce plan autour de sa trace horizontale 



(*) Voyez dans la GorrespondaDce de TÉcole polytechnique, t. W, n* S, p. 295 à 305 (ISOT), le mémoire 
publié par Monge et Hachette sur les points brillants. La solution du problème des points brillants y est 
donnée d'une manière complète ; il n'y a rien à y ajouter. T. 0. 
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LL', la figure montre d'elle-même que L'/L, QW et tOP seront les deux droites 
dont on a parlé et celle qui divisait leur angle en deux également ramenés sur 
Thorizon. iO et SL' seront donc les projections de cette sécante considérée dans 
sa vraie position. Le plan qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point 
(0-S) aura pour trace horizon taie FG perpendiculaire à iO, et menée par le point a;, 
qu'on détermine en tirant SX perpendiculaire à SL' etXx perpendiculaire àTT'(*). 
Actuellement, si l'on décrit du centre le cercle GHI tangent à FG, et que 
par le point a on lui mène la tangente aH, cette tangente sera évidemment pa- 
rallèle à la trace horizontale du plan qui passerait par la position primitive OA 
de la génératrice et qui aurait la même inclinaison que le plan dont la trace est 
FG. Or (n" 14) la perpendiculaire dnh aH , coupe OA en un point ^, qui est la 
projection du point du contact de la surface et du plan passant par la position 
primitive de la génératrice, donc la projection du point brillant, qui se trouve 
déjà sur la position qu'aura prise la projection de la génératrice, et qui doit être 
encore sur le cercle décrit du centre et avec le rayon Of , sera au point d'in- 
tersection de ce cercle et de la ligne. 

26. L'angle du plan tangent à la surface avec l'horizon décroît, à mesure que 
le point de contact s'éloigne de l'axe; mais il ne décroît pas indéfiniment» et il à 
pour limite l'inclinaison de la génératrice. Il suit de là que la direction du rayon 
de lumière peut être telle que la surface ne présente pas de point brillant. Cela 
arrivera lorsque le plan auquel doit être parallèle le plan tangent ci-dessus, fera 
ayec l'horizon un angle moindre que celui de la génératrice, et l'on s'en apercevra 
à ce que la construction conduira à mener une tangente à un cercle par un 
point pris au dedans de ce cercle. 

27. Choix de la direction du rayon lumineux pour qu'il y ait : 

1* Séparation d'ombre et de lumière sur la face inférieure du filet ou sur la face 
supérieure ou bien sur l'une et l'autre; 

• 2* Point brillant sur Tune ou l'autre face. 



[*) TT' est la lip^e de terre. T. 0. 
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N^ 4. 

PROBLÈME d'ombre. 

Construction de la tigne de séparation d ombre et de lumière sur la surface hélicoïdale 

générale (*). 

Nous diviserons ce mémoire en quatre parties : 

Dans la première partie , nous exposerons quelques propriétés nouvelles des 
paraboloïdes hyperboliques, propriétés utiles pour la recherche de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoîde générale, en la suppo- 
sant éclairée soit par un rayon lumineux, soit par un point lumineux. 

Dans la deuxième partie, nous construirons graphiquement cette ligne de 
séparation d'ombre et de lumière, en supposant la surface éclairée par un rayon 
de lumière. 

Dans la troisième partie, nous donnerons la construction de divers compas 
propres à tracer, d'un mouvement continu, la projection horizontale de la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière, dans tous les cas; ainsi : 1"^ suivant que la 
génératrice droite de la surface hélicoîde sera horizontale ou non, 2° suivant que 
cette génératrice droite coupera ou ne coupera pas l'axe, et 3"* suivant que le 
rayon de lumière sera incliné au plan horizontal ou parallèle à ce plan. 

Enfin, dans la quatrième partie, nous construirons graphiquement la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière , en supposant la surface éclairée par un point 
lumineux. 

PREMIÈRE PARTIE. 

W«VTelIe# propriététf de* pmrtholoÊdm» hjperboUqaaf . 

§1- 

On sait que si Ton a , dans un même plan, une suite de droites parallèles 
entre elles A , B, G, ... les divergentes d'un point o sont coupées en parties pro* 
portionnelles par ces parallèles , et que Ton a; fig. 1 : 

oaloa,: oa^9 etc., lloblob,: ob^^ etc., :: oc : oc, : oc,, etc., :: etc. (1) 

(*) J*ai composé ce mémoire d'après des notes écrites à Metz en 4 84 9. T. 0, 
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— re- 
cela posé : 

Menons par le point a une droite arbitraire K et du point o comme centre et 
successivement avec ofr, oc^... pour rayon décrit des cercles coupant cette droite K 
aux points b\ c\... la droite ob' fera avec la droite oa un certain angle a^ et la 
droite oc fera avec la droite oa un certain angle S. 

Cela posé : 

Du point comme centre et avec les rayons oa^^ oa^^^^ décrivons des cercles 
coupant la divergente oa^ en les points a\y a\^... et menons par ces points des 
droites K,, K.,... parallèles entre elles et à la droite K* 

Gela posé : 

Du point comme centre et avec ofr,, oc,y... comme rayons, décrivons des cer- 
cles venant couper la droite K en les points b'\y c'\... 

Du même point o comme centre et aveco^., oc,,... comme rayons^ décrivons 
des cercles venant couper la droite K, en les points b'\^ c\... 

Je dis que les points b\ b'\y &",,.*• sont en. ligne droite, ainsi que les points 
c^ e'\y c", ,... Cela est évident , en vertu des proportions (1) et de la construction. 

Par conséquent, si je Tais tourner la droite oa, 1* d'un angle i pour la ra- 
mener sur oa,i et S* d'un angle y peur la ramener ensuite sur oa^y Ton aura 
la ag. 2. 

Et les points 6', fr'"., b"\... seront en Kgne droite B„ et les points c', c'",, c"\... 
seront aussi en ligne droite G., car il est évident, par la figure, que Ton obtien- 
drait les mêmes points en supposant que Ton fasse tourner la droite B d'un 
angle a autour du point o, et que l'on fasse tourner la droite G d'un angle 6 au- 
teur du même point o. 

Les droites A, B., G.,... font le même angle X et respectivement avec les djverr 
gentes oa, ob\ oc'^... et les droites K, K',, K'.,... font le même angle (i avec les 
divergentes oa^ oa,^ oa^j... en sorte que les droites A, B,, G,... sont les enveloppées 
d'une certaine courbe A, et les droites K, K/, K/, ... sont les enveloppées d'une 
certaine courbe 9. 

Nous verrons plus loin que ces courbes A et $ ne sont qu'une seule et même 
parabole. 

l\ «&( évideatpar h coo^tPuctioQ , et en vertu d^s proportiops (fi)» que l'on 

oa oa, oq^ 

et 

pe oa, 0^, 
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§ II. 

Les figures 1 et 2 peuvent être considérées comme les projections orthogonales 
de divers systèmes de l'espace ; passons donc de ce qui est sur le plan à ce qui 
peui exister dans Vespace. 

S IIL 
Premier système de C espace. 

m 

Considérons la figure 2 comme la projection horizontale d'un certain système 
de droites situées dans Tespacej ainsi élevons par le point o une verticale 0, 
menons {fig. 3) par les droites parallèles A*, B*, C*,... des plans verticaux P, Q, 
R... et concevons une série des droites horizontales G, G', G'\... s'appujant sur la 
droite et sur une droite A tracé dans le plan P. Les plans Q, R,... couperont 
ces droites G, G", G'',... en des points qui détermineront respectivement les 
droites B^ G,... 

En sorte que Ton aura dans Tespace un paraboloide hyperbolique rectangu- 
laire 2, ayant pour premier système de génératrices droites, les droites G^ 0\ 
G",... dont le plan directeur sera le plan horizontal de projection, et ayant pour 
deuxième système de génératrices droites, les droites A, B, G,... dont le plan 
directeur sera le plan vertical de projection, puisque dans la fig. 3 nous avons 
pris la ligne de terre LT parallèle aux lignes A^, B^, G*,... 

Cela posé : 

Faisons tourner la droite B d'un angle a autour de Taxe et la droite G d'un 
angle 6 autour de même axe 0, ces angles a, 6,... étant tels que les points a, 
^.*> cj'f'*' soient en ligne droite K*, Il est évident que les points A/ , c/,... seront 
situés sur la droite G'' ; dès lors si nous menons par le point a'^ une droite K'* fai- 
sant avec oV* un angle fx égal à celui que font entreelles les deux droites oVet K\ 
les points b'^y c/*",... seront sur G'*"^ et ainsi de suite. 

En sorte que Ton voit très-bien : l"" que les droites horizontales G, G\ G"»... se 
seront transformées en les droites horizontales K, K', K!\... et 2"" que les droites 
Af B, G,... se seront transformées en les droites A, B, , G.,... Les droites A^ B, 
C,.«. étaient parallèles au plan vertical de projection, mais les droites A, B,, G,,... 
ayant pour projections horizontales des droites A^ , B.^, C.'^,... qui ne sont pas pa*- 
rallèles entre elles, ne seront pas , dès lors, parallèles à un plan vertical. 

Mais comme les droites horizontales K, K', K'V- sont coupées en parties pro- 
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portionnelles entre elles par les droiles A, B. , G,,... puisque l'on a évidemment 
dans la fig. 3 et en vertu de la ûg. 2 : 

A* : a'V : a T'* : elc. :: aV ; aV : «'V* : etc. 

II s'ensuit que la surface 2. doublement réglée et ayant les droiles K, K', K",.-- 
pour génératrices du premier système et les droites A, B,, C,,... pour généra- 
trices du second système , sera un paraboloîde hyperbolique oblique, ayant le 
plan horizontal de projection , pour l'un de ses plans directeurs. 

Cela posé f 

Comme lorsque Ton considère un cylindre tangent à un paraboloîde hyperbo- 
lique, la courbe de contact est une parabole A, les droites A\ B*\ C,^,... et les 
droites K\ K'\ K'%.,. seront tangentes à la parabole A^ projection horizontale 
de la parabole A, qui est la courbe de contact de la surface 2, avec un cylindre 
dont les génératrices droites seraieilt verticales et seraient dès lors parallèles à 
l'axe 0. 

§ IV. 

h D'après ce qui a été démontré dans le $ III précédent, on peut énoncer les 
deux théorèmes suivants : 

4" THÉORÈME. 

Ayant une droite A et un point o ( situés sur un plan P), si l'on mène du 
point une série de divergentes osj os\ os" ,... coupant la droite A, aux points 
s y s\ s",... et si l'on mène par chacun de ces points s, s\ s'y... des droites A', 
A'', A'",... qui fassent chacune et respectivement avec la divergente qui lui corres- 
pond {fig. i) un anglea, les diverses droites A, A', A'', X"\... sevoni les enveloppées 
d'une parabole i)(ou en d'autres termes seront les tangentes d'une parabole $). 

2- THÉORÈME. 

Élant donnés une parabole i , son sommet s et sa tangente A en son sommet, si 
l'on prend sur la tangente A une suite de points s\ s^\ s"', et que par chacun 
d'eux on mène une tangente à la courbe d, on obtiendra les droites A', A", A'",... 
{Jig. 5), et menant par chacun des points s\ s'\ s"\... une perpendiculaire à la tan- 
gente qui passe par le point considéré, on aura une série de droites qui se coupe- 
ront toutes en un même point o situé sur l'axe infini s\ de la parabole donnée d. 

IL Nous pouvons encore déduire de ce qui précède diverses propriétés dont 
jouît la parabole. 
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Ainsi (fig. 5 bi9)j nous savons qu'étant donné un point o et une droite A, si 
nous menons la divergente op coupant la droite fixe A au point p et si par le 
point p nous menons une droite 9 faisant avec op un angle arbitraire ^^ cette 
droite 9 sera tangente à une parabole i, laquelle sera tangente à la droite A 
en un point a déterminé par la divergente oa faisant avec la droite fixe A un 
angle p. 

Et si Ton fait varier Tangle fx de gr.'^ndeur, on obtiendra toujours une parabole, 
mais qui sera différente de la parabole d. 

En sorte qu'à chaque valeur attribuée à Tangle fi correspondra une parabole 
particulière, laquelle aura un point de contact particulier avec la droite A. 

Ainsi, le point o et la droite A étant donnés de position, en faisant varier 
Tangle jx, on aura: 

Pour fi^ une parabole d, tangente en un point a' de la droite A. 

Pour fx, une parabole d, tangente en un point a'' de la droite A. 

Et ainsi de suite. 

Nous pouvons donc conclure de ce qui précède, ce qui suit: 

Étant donnée une parabole i et une tangente A à celte courbe, si Ton mène 
à cette courbe d, une suite de tangentes 9, 9', 9",.** coupant la droite A aux 
points p, p\ pV** 6t si l'on mène par chacun des points p, p\ p'\... des droites 
D, D', D'V*» faisant chacune avec la tangente 9... qui lui correspond un angle 
constant fi, ces droites D, D', D'V«« ne concourront en un même point o qu'au- 
tant que Tangle ^ aura une valeur particulière. (En un mot Fangle (x ne peut être 
arbitraire.) 

III. Si Ton a une parabole d , construite au moyen du point o et de la droite 
fixe A, et d*une série de tangente 9... faisant avec les divergentes op^ qui leur 
correspondent, un angle constant fx, nous pouvons considérer le quadrilatère 
paonij dont les sommets sont, Tun le point o donné, l'autre le point p en lequel 
une tangente 9 coupe la droite A, et les deux autres les points a et m contacts 
respectifs de la parabole d avec les droites A et 9, et remarquer: 

Que oa fait un angle {x avec la droite A {fig. 5 biz). 

Que op fait le même angle fx avec la droite 9. 

Et ces deux angles égaux fx sont dirigés dans le même sens (à droite). 

Que om fait un angle X avec la droite 9. 

Que op fait le même angle X avec la droite A. 

Et ces deux angles égaux X sont dirigés dans le même sens (à gauche )• 

Les quatre angles d'un quadrilatère valent en somme quatre angles droits, 
on aura donc : 



mm tsA kAtoxX^^^ 2(|ui + X)< 
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Mais, si nous examinons les deux triangles oap et opm^ nous voyons quils 
sont semblahles, puisqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun et que pàf 
eondéqu^nt le troisième angle est égal de part et d'autre. Nous aurons donc : 



aQpi=^'Pom 

et _ 

00 Qtn 



ap pm 

IV. Diaprés ce qui précède le point o étant un point unique pour chaque pa- 
rabole , il est de quelque intérêt géométrique de savoir quelle position ce poiat a 
occupe par rapport à la parabole. 

D'après ce qui précède, il est évident que pour déterminer la position du 
point nous pouvons prendre une tangente quelconque, et ainsi celle qui a 
pour point de contact le sommet de la parabole. Or {fg, 5 ter)^ étant donnés 
une parabole d\ son sommet s et son foyer /, nous savons que si l'on abaisse 
du fbyer/des perpendiculaires sur les diverses tangentes 6... de cette para* 
bole y, les pieds p... de ces perpendiculaires (ou normales) sont ^ur la t^n-^ 
gente k menée au sommet s de cette parabole S'. 

Par conséquent, pour cette position toute particulière de la droite A, l'anglç 
Il est droit. 

Mous pouvons donc conclure de ce qui précède que le point o en leqiiel 
concourront les droites op» op'... {fig. 5 bis) y est toujours le foyer de la pa- 
rabole i. 

V. Ce qui précède nous permet de résoudre divers problèmes. 

!•' PROBLÈME. 

Étant donnés une droite A , un point a sur cette droite A et un point f hors de celte 
droite A (fig. 5. A'^) ^ construire la parabole d» tangente en u à la droite A et aj/ant 
le point f pour foyer. 

Solution. On mènera la droite fa , laquelle fera avec la droite A un angle 
connu fx; on prendra un point p sur' la droite A et l'on mènera la droite y^; 
ensuite l'on. mènera par le point p une droite 0, faisant avec^ un angle égal à 
l'angle ^i ci-dessus : cette droite G sera tangente à la parabole demandée. 

On pourra donc construire les diverses tangentes 9... enveloppées de la pa- 
rabole demandée S. 

Pour déterminer le point de con(aol m de la tangente ô avec la parabole de- 
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mandée i^ il faudra mener par le point /une droite /m, faisant aveo/p un tagle 
ffin égal à Tangle connu pfiij et la droite /m coupera la droite 9 en un point m, qtti 

appartiendra & la parabole demandée d; on pourra ainsi construire les divers 
^ints m... de la parabole demandée d. 

2' PROBLÈME. 

Étant donnés un point (et deux droites ketO (fig. 5, 5°), construire une parabole ayant 
le point f pour foyer et les droites Ket ^ pour tangentes. 
Solution. Les deux droites À et se coupent au point p. J'unis les points/et p, et 

je désigne par fi l'angle /pm et par X l'angle /pa. 
Je mène par le point/une droite^, faisant avec la droite A l'angle fi; je mène 

par le point /une droite fin, faisant a\ec la droite 6 l'angle X; si l'angle afin est 
divisé en deux parties égales par la droite^, il existera une parabole ayant le 
point/ pour foyer et étant respectivement tangente en a et en m aux droites don- 
nées A et B. 

3« PROBLÊME. 
Etant donnés deux droites X et 9 et un point a sur la droite A, construire nfie para* 

m 

bole ayant la droite B pour tangente et étant tangente en 2i à la droite A. {Rg. S^ 5"^). 

Solution. Il est évident que le problème sera résolu, si l'on construit le foyer 
de la parabole demandée. 

Par le point p, en lequel se coupent les droites données A M 9» je mène une 
droite arbitraire pf (faisant un angle arbitraire fc avec 9 et un angle X ( qui Mt dès 
lors connu) avec A. 

Par le point a je mène une droite af faisant le même angle [a avee^ la <hr<Hl% 
Xf et j'obtiens, par l'iatersection des «ii'oi^s qfet p/, le %er/de la p^tratiple 
demandée. 

Je puis ensuite mener par le foyer / une droite /m faisant avec pfun angle égal 

à l'angle (?^y et j'obtiendrai le point m, contact de la parabole demandée avec la 
droite dotinée 0. 

Il est évident que le problème a une infinité de solutions. On peut donc se 
proposer le problème suivant. 

4* PHOBLÊMIL 

\ 

On detnande le lieu des divers foyers f des diverses paraboles ayant les dn^s^ A 
et pour tangentes communes et qui seront tangentes eut^'e elle^ of point a. 
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SalniUm. Je mène par le point p, en lequel se coupent les droites données A 
et 6 (fig. 5, 6'')^ une droite arbitraire pfj laquelle divise l'angle y que font entre 
elles les droites A. et 9 en deux angles inégaux et arbitraires ^a et X. Par le point 
a je mène une droite a/ faisant avec la droite A un angle égal à m cette droite «/ 
coupe la droite pfen un point/, qui est le foyer de Tune des paraboles. 

Or, dans le triangle pafy Tangle afp sera constant, puisque Ton aura toujours 

fip +fp<^ = y- 

Le point /sera donc sur une circonférence de cercle décrite sur ap comme 
corde, puisqu'il suffira pour trouver le lieu des foyers / de construire sur ap un 
segment capable de l'angle (180'' — y). 

5- PROBLÈME. 

Étant donnée 3 points a, b, et p (non en ligne droite)^ on demande de placer le sommet 
s et de déterminer [amplitude de C angle dont les côtés passeront respectivement par les 
points ^ et h et dont la bissectrice passera par le point p. 

Solution. En joignant le point p aux points a et 6 on aura {fig. 5, 6"") un angle 

apb que je désigne par n ; l'angle cherché- étant désigné par 2a, on aura : a =3 

180*— ^• 

Sur ap je construirai un segment capable de l'angle a; 

Sur bp je construirai un «e^men^ capable du même angle a; 
Ces deux segments se couperont en un point s qui sera le point demandé. 
Nota. D'après ce qui a été dit ci-dessus on voit de suite que l'on pourra con- 
struire une parabole d, qui ayant le point s pour foyer ^ sera tangente en o et ^ 

aux d roi lesapei bp. 

Remarque. Il est évident que les quatre points a, b^pets ne pourront dans 
aucun cas être situés sur une même circonférence de cercle. 

§ V. 
Deuxième système de Cespace» 

Ëfant donné en projection horizontale le système de droites représenté en la 
figure 2 , nous pourrons concevoir par le point o une verticale , et élever des 
plans verticaux par les diverses droites. A, B, C,.*. A, B,, C|,... K, K/» K^V** 

Cela posé : 

Concevons dans Tespace un plan oblique F, coupant {fig.Q) Taxe en un point 
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$^ ce plan P sera coupé par les plans verticaux menés par les droites A*, B\ C^,... 
suivant des parallèles A, B, C,... qui se projetteront verticalement suivant des 
droites parallèles A% B% G!,... et si par Taxe O et par chacjiine des divergentes 
6*, G'*, G"*,.,, on fait passer des plans, ils couperont le plan P, suivant des 
droites G, G'^ G'V*. qui divergeront du point s et qui se projetteront verticale* 
ment en G% G'% G''"*,... lesquelles droites divergeront du point s". 

Cela posé : 

Dans la fig. 2, pour passer (sur le plan) de la droite B à la droite B. on fait 
tourner la droite B d'un angle a autour du point o, pour passer de la droite G à 
la droite G. on fait tourner la droite G d'un angle 6 autour du point o, et ainsi de 
suite; donc pour passer de B* à B,*, de G^à G,\... on fera tourner {fig. 6) la 
droite B (situé dans lespace) d'un angle a autour de Taxe 0, la droite G de Ces- 
pace d'un angle 6 autour de l'axe O , et ainsi de suite. 

Les droites A, B,, G,»... de f espace formeront donc une suvtsice réglée j une 
surface gauche ; mais les points 6 ^ c ,.. . sont sur une droite G qui fait avec Taxe O 
un certain angle y. 

Quand la droite B tournera de l'angle a autour de l'axe 0, le point b décrira 
un arc horizontal t mesurant l'angle a. 

Quand la droite G tournera de l'angle 6 autour de l'axe 0, le point c décrira un 
arc horizontal / mesurant l'angle S. 

Et ainsi de suite. 

Or ces points 6, c,... étant sur la droite G, il s'en suit que les arcs t, /,... sont 
les sections droites du cône droit A décrit par la droite G autour de l'axe 0. 

■ 

Par conséquent le plan vertical mené par la droite K^ coupera le cône A suivant 
une hyperbole dont les asymptotes feront entre elles un angle qui sera double 
de l'angle y quela droite G fait.avec TaxeO. 

Ainsi le système de droites parallèles A, B, G,... situées dans le plan P, se 
trouvera déformé et amené au système des droites A, B,, G, ,... génératrices d*uiie 
surface gauche qui est coupée par chacun des plans verticaux menés par les 
droites K'^,... suivant une hyperbole K. On obtiendra ainsi par les hyperboles 
K, K\... le second mode de génération de la surface gauche en laquelle le plan P 
se trouve transformé. 

§VI. 
D'après ce qui précède on peut énoncer le tliéorètne suivant : 

THÉORÈME. 
Ayant un point s dans l'espace et une droite A , si Ton prend sur la droite A 
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une suite de points a , a\ a\a",... et qu'on les joigne respectivement au points» 
par des droites G, G', G", G"\... si l'on mène par le point s une droite O de direc- 
tion arbitraire, si l'on mène par les points a, a, a\ a" y... des plans M, M\ M'', 
M'",... parallèles à la droite et faisant un môme angle y et respectivement avw 
les plans (0, G), (0, G'), (0, G'%... ces plans M, M\ M",.*- couperont, suivant 
des hyperboles K^ K', K",... et respectivement ^ les cônes A, À', A'^-^ng^ndi^ 
par la rotation, autour de l'axe 0, des droites G, G', G'',,»» 

Qe& diverses hyperboles K, K', K",... détermineront une surface réglée. Ainsi, 
la droite A, en se mouvant sur trois de ces hyperboles, s'appuiert suf touley 
l«s hyperboles construites ainsi qu'il vient d'être dit. 

§ VII. 

Troisième système de l*espace. 

Étant données une paraboledet ses diverses tangentes 9, 6', 9", 9'^',.** 1^^ points 
de contact étant respectivement m, m', m", m"\..y on sait que l'on peut consi- 
dérer la droite 9 comme la projection d'une droite T de l'espace passant par le 
poit m, et considérer les droites Q\ 9", 9'",.-» comme les projections d'une suite 
de droites T', T", T'",.., s*appuyant sur la droite T et sur la parabole 5. 

La série des droites T, T', T", T'",... forme un paraboloïde hyperbolique 1\ en 
faisant varier l'angle que la droite T fait avec sa projection 9, on fera varier 
dans l'espace la position des droites T', T", T'",... et Ton obtiendra un nouveau 
paraboloïde 1\ 

Les deux paraboloïdes 2 et 2' auront en commun la parabole S et se toucheront 
suivant cette courbe. 

On peut doncconstruire une infinité de paraboloïdes hyperboliques 2, 2',2",2"',... 
en contact par la parabole d, çt dont les génératrices droites des deux systèmes 
se projetteront sur le plan de la courbe 5, suivant un même système de droites, 
savoir : les tangentes à la courbe d. 

Au lieu de faire varier la droite T de position dans l'espace, on peut varier Iç 
plan de la courbe d. 

Ainsi, concevons un cylindre A ayant la parabole è pour section droite, et 
menons par les points m, m', m", m'\... les génératrices droites M , M', M", M'",.-- 
du cylindre A. 

Menons par le point m une droite T arbitraire, mais ayant la droite 9 pour pro- 
jection orthogonale sur le plan de la courbe i (plan que nous prenons pour plan 
horizontal de projection). 
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Cela posé : 

Faisons passer par le point m une suite de plans Q', Q", Q'"v coupant le cy- 
lindre A, suivant des paraboles d^, S" y è"\..s lesquelles courbes se projettent or- 
thogonalement suivant la même parabole d. 

Le plan Q' coupera les génératrices M, M', M",.-- en des points m, tn/, m/',.*- 

Le plan Q" coupera les mêmes génératrices en des points m, m,', m,"— 

Et ainsi de suite. 

On pourra dovic concevoir une surface engendrée par une droite, t'appuyânt 
sur la droite T et sur la parabole d\ et ae projetant pendant son mouvement, 
suivant les tangentes de la courbe à ; on aura ainsi un paraboloîde hyperbo- 
lique 2,. 

6i l'on suppose que la droite mobile, tout en s'appuyant sur la même droite T, 

s'appuie sur la parabole d", les projections de ses diverses positions étant tou«> 

jours les diverses tangentes de la parabole d, on aura un second paraboloide 

hyperbolique 2/. 

Les deux paraboloïdes 2, et 2/ se couperont suivant la droite T , on pourra 

donc construire une infinité de paraboloïdes l^^...se coupant suivant la droite T, 

et dont les génératrices droites des deux systèmes se projeUerpnt orthogonale- 

ment suivant les tangentes de la parabole d. 

§ Vin. 

Nous savons (fig. 2) que les droites A, B,, C,, sont coupées en parties propor- 
tionnelles par les droites K, K/, Kj, et réciproquement que les droites K, K/, K/ 
sont coupées en parties proportionnelles par les droites A, B., G,; de plus nous 
Sauvons que les droites K, K/, K/ font le même angle fx avec les divergentes 
oa, oa^f oa^. 

Si donc {fig. 7 ) nous construisons les trois droites K'^, K'^ K''\ faisant le 
même angle ^x avec les divergentes oal'y oa^^ oa"^, et si nous construisons les 
droites A, B\ C\ telles qu'elles coupent en parties proportionnelles les trois 
droites K^, K'\ K"\ nous aurons sur le plan horizontal la projection des gé- 
nératrices droites des deux systèmes d'une infinité de paraboloïdes hyper*- 
boliques 2,2x,2. y-*- Proposons-nous de construire la projection verticale des* 
deux systèmes de génératrices droites de l'un de ces paraboloïdes. 

Pour cela, il suffira de construire trois droites A", B% C*' et trois droites 
K% K'% K"% se coupant respectivement en parties proportionnelles; la construc- 
tion suivante satisfait à cette condition. ' 

Menons A** arbitrairement. 
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Projetons verticalement les points a, a\ à\ en a*, a", a"* sur A*. 
Menons une droite B'' parallèle à A% et à une distance arbitraire de À'« 
Projetons verticajement les points 6, b\ b" en b""^ 6'", 6"" sur B*. 
Joignons a*' et b"*^ nous aurons K*'. 
Joignons a'' et fr'% nous aurons K\ 
Joignons a'"* et ô"% nous aurons K'". 

Cela fait : 

Projetons verticalement les points c et c en, c* sur K'el c'* sur K'*; joignons c*et 
c'% nous aurons la droite C, qui évidemment sera parallèle aux droites A"" et B*. 

Et si nous projetons verticalement le point c", évidemment c"* sera à l'intersec- 
tion des droites K"" et C^ 

. Il est évident que la construction que nous venons d'eflecluer nous conduit à 
trois droites divergentes K% K'", K"% et à trois droites parallèles A", B", C% qui se 
coupent respectivement en parties proportionnelles. 

Les trois droites A% B% G" étant parallèles, les trois droites K", K'% K"* con« 
courent en un point o\ qui sera situé à distance yînîe ou infinicy suivant les don- 
nées graphiques. 

Ainsi les droites K, K', K" et A, B, G seront les génératrices droites, savoir : 
les premières du premier système, les secondes du deuxième système d'un para- 
boloîde hyperbolique 1. 

De ce paraboloïde 1 nous pourrions passer à un autre paraboloîde 2,, dont les 
génératrices droites auraient les mêmes projections horizontales que celles du 
paraboloide 2. 

Et en effet : 

Il suffit d'exécuter la construction suivante : 

Les droites B** et G" coupent les lignes de projection menées des points a^^a'^f 
a"* en les points p, p\ p" et q, 9', q'\ 

SL Ton mène donc par le point p une droite J arbitraire, et par le point q une 
parallèle J' à cette droite J, en projetant verticalement les points b en b," sur J et c 
en c." sur J', les trois points a'', fe.% c/ seront évidemment en ligne droiie K/. 

Si l'on mène par le point p une droite arbitraire I, et par le point 9' une paral- 
lèle r à I, en projetant verticalement les points b' en 6'.*' sur I et c' en c'/ sur T, les 
trois points a"*, fr?, c? seront évidemment en ligne droite K'/- 

Cela fait: 

Unissons les points 6,| et 6',% nous aurons la droite B.'; 
Unissons les points c/ et c'/, nous aurons la droite G/; 
Et si nous projetons verticalement les points, 6" en b'\* sur B'"" et c'' eo cV iur 
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C/, il est encore évident que les trais points a'*, 6",% c"," seront en ligne 
droite K'?. 

Nous aurons donc en K/, K'/, K"/ et en A", B.'',C.'' les projections verticales de 
six génératrices droites (trois du premier système et trois du deuxième système) 
appartenant à un nouveau paraboloîde I,, ayant même projection horizontale que 
le paraboioide 2. 

Nous pourrons donc construire la projection verticale d'une infinité de para-* 
boioîdes 2, 2,, 2,,... ayant tous même projection horizontale. 

§IX. 

Concevons dans l'espace {fig. 8) un paraboloîde hyperbolique 2^ les droites 
A, B; C étant les génératrices droites du premier système , les droites K, K', K" 
étant les génératrices droites du second système de cette surface. 

Menons par la génératrice A un plan P, et traçons dans ce plan, par les points 
a, a\ a" de la droite A, les droites parallèles entre elles Q, Q', Q". 

Traçons enfin dans le plan P une droite Z parallèle à la droite A et coupant les 
droites Q, Q', Q" aux points p, p', p". 

Joignons les points p et b^ nous aurons la droite J. 

Joignons les points j/ et b\ nous aurons la droite I. 

Joignons les points p" et b'\ nous aurons la droite U. 

Menons par les points c, d^ d^ de la génératrice C des droites J' parallèle à J , 
r parallèle à I, 13' parallèle à U, ces droites couperont les droites Q, Q', Q"en 
les points f , q', q'\ qui seront sur une droite Z' située dans le plan P et parallèle 
aux droites A et Z. 

Cela fait : 

Menons par les points b, b\ b'' de la génératrice droite B des parallèles aux 
droites Q, Q', Q", elles couperont les droites J', T, 13' en les points 6,, 6/, 6/', les- 
quels seront en ligne droite B, parallèle à B. 

Cela posé : 

Les droites Z', B,, C seront les génératrices du second système d'un parabo- 
loîde $ dont les génératrices du premier système seront les droites J'^ 1', 13'; et cela 
est évident par la figure , car il est évident que ces six droites se coupent en par«^ 
ties proportionnelles. 

Cela dit : 

On sait que si Ton projette sur un plan P les génératrices droites J', \\ \y d'un 
même système d'un paraboloîde $> si deux des projections sont parallèles entre 
elles y toutes les autres le seront : 

S 
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£0 S9i^t9 que $i y^ et I^ som parallèles U'^ sera parallèle i J'*' et 4 ('-. 

Par conséquent, si dans la fig. (7) les droites pé.** et p'fr/*' étaient parallèiet 

cMre elles , la droite p"b'^ leur aurait été jf>arallèle. 

Et pomme Ton peut donner à la droite pV toute direction , on aurait pu la 
prendre perpendiculaire à la ligne projetante aV, ou en d'autres termes, on au- 
rait pu la pr^pdre horizontale. 

. § X. 

En résumant tout ce qui précède, on voit que Ton aura un paraboloide hyper- 
bolique 2« fig. 9, (Ayant, par l'une de ses génératrices droites A^ du deuxième 
^ysl^me, mené un plan vertical P) : 

Si l"" Ton projette les génératrices droites K, K', K" du premier système siir 
le plan horizontal , et que les projections K'^, K^^, K''* fassent un angle constant fi 
avec des divergentes émanant d'un certain point o\ et aboutissant respeçtiveo^ent 
aux points 0*, a'*, «"*, projections horizontales des points a, a\ a", en lejsqiiçl^la 
droite A est coupée respectivement par les droites K, K', K"; 

Si S*" Ton prend sur K^ la longueur c^b^ proportionnelle au rayon oV, gur jL"" 
la longueur a *6'* proportionnelle au rayon oV\ sur K"* la longueur a'V^ pro- 
portionnelle au rayon oV*, les trois points A*, ft'*, 6"* seront en ligne droite B*, 
laquelle droite sera la projection d'une génératrice B du deuxième système du 
parabolol Je 2 ; 

Si 3* Ayant construit la projection B"" de la droite B , ou même des horizontales 
par les points 6", ô'**, />"% elles coupent les lignes projetantes aV, a'" a'^fa"W' 6n 
des points p'', p'", p"" qui seront sur une droite Z'" parallèle à A" ; 

Dès lors, les droites de l'espace 6p, ^p', b"p" seront les sous-tangentes des 
droites K, K'^ K" pour une même hauteur z, mesurant verticalement la distancedçs 
deux droites A et Z, lesquelles sont parallèles entre elles et situées dans le plan P. 

Et réciproquement j 

Si Ton a une surface $ formée par une suite de droites K, K', &", s'ap** 
pvyaoi sur une droite A , et dont les projections horizontales K\ &'\ K"*foQt t 

avec les divergentes oV, cf'a^, 0*^0!'^ , un angle constant /x , et si pour une même 

hauteur z les sous-tangentes p^, pb\ p'b" sont proportionnelles aux rayons 
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pV, oa f oV*, les extrémités 6, b\ b" de ces sous-tangentes seront en li^pg 
ciroite B, et la surface $ ne sera autre qu'un paraboloidç hyperbolique- 
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§ XI. 

I 

En vertu de ce qui précédé , il nous sei^ facile de démontrer que si Tari i 
une droite A tournant autour d*un axe , de manière que chacun de ses points 
décrive liiie hélice cylindrique' circulaire ayant la droite pour axé, l^s tanqenUs^ 
menées aux diverses hélices en tes points où elles coupent ta droite A , forment m 
parabotolde liyperl>olique. 

En effet : 

Par son mouvement , la droite A engendre une surface hélicoîde générale. Dans 
son mouvement, la droite A reste tangente à un cylindre A» ayant pour seetioi^ 
droite un cercle ayant pour rayon ia plus courte distance R existant ^ire kf 
droites Q et A , et ce cylindre A a la droite pour axe de révolution. 

Le pied m de la plus courte distance R sur la droite A décrit une hélice H wf 
le cylindre A » et tous les les points m\ m'\ m"\... de la droite A décrivent den 
hélices H', H", H'\.. concentriques à H et ayant même pas h que cette hélice. 

Cela posé ; 

Faisons une projection horizontale de tout le système, et désignops par S i*!^ 
lice décrite par le point m de la droite A, par R son rayM « par sa tangente ai| 
point m et par A son pas^ fig. 10. 

Nous aurons de même Thélice H'; son ra^en sera R'^ sa tangente seraOV et ^« 
aura même pas h. 

Et ainsi de suite. 

Pour une hauteur /i, la sous -tangente sera 277R pour Thélice H, %iR! pour 
l'hélice H', SttR" pour l'hélice H" et ainsi de suite. 

Gela posés 

La figure 40 nous montre que les droites «y î\ 9'\.. qui forment une ienatlM' 
surfece réglée # , se projettent en des droites t\ t'^ 9"\ ... qui font le mékné* 
angle fx (angle qui est ici droit) avec les divergentes ou rayons R^ R\ R''/.. 

Ensuite le calcul relatif aux sous'-tangentesnousdémMtre que pour une même 
hauteur h (el A est iel ce que nous avions précédemment désigné par s ) éeé sem^ 
tangentes sont proportionnelles aux rayons R, R',R"... 

En sorte que si Ton i^rênd m*4^ = SttR, m'*é'*:f= 2^R^ m"V'*^ ÎttR^ ... hès 
points **, 6*, b"^,... seront en ligne droite B*; ce qui, en vertu de ce qui a été dit 
(§ X), nous démontre que les extrémités 6, b\ h'\ ... dessous-tangentes seront en 
ligne droite B, cette droite s'appuyant sur toutes les droites 0, 9', 6", .•. 

Et œmme nous pouvons prendre une autre hauteur ~, auquel cas les vous- 
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tangentes seront — R, — R', — R",... et dès lors seront encore proportionnelles 

aut rayons R, R', R'', ... on voit que les points c*, c*, c"\ •.. que l'on construira 
en employant ces nouvelles sous*tangentes , détermineront une droite C* qui sera 
la projection d'une droite G s'appuyant sur toutes les droites 9, 6', 9" ... 

Ainsi se trouve démontré que la surface <!>, lieu des tangentes 9, 9\ Q*\ ... aux 
diverses hélices H, H', H"... est un paraboloide hyperbolique. 

§ Xll. 

Ainsi , le théorème que nous connaissions déjà , savoir : que les tangentes aux 
diverses hélices de la surface hélicoîde gauche 2, ûlet de vis carrée ou filet de vis 
triangulaire, en les points où elles coupent une même génératrice droite G (de 
cette surface gauche) déterminent un paraboloîde hyperbolique tangent & la sur- 
face hélicoîde 1 tout le long de la génératrice droite G; ainsi, dis-je, ce théorème 
est général et appartient à toutes les surfaces hélicoîdes gauches. 

Et en vertu de ce qui a été dit ( §111 ) , on voit que si Ton projette sur un 
plan Y perpendiculaire à Taxe du cylindre A, auquel la droite A reste tangente 
pendant son mouvement hélicoïdal , les tangentes aux diverses hélices de même 
pas 9 décrites parles divers points de la droite A, on voit , dis^je, que les projec- 
tions de ces tangentes seront les envebppées d'une parabole ayant pour/oyer le 
point en lequel l'axe O est coupé par le plan Y, et ayant pour tangente en son 
sommet la projection de la droite A. 

§ XIII. 

Dans tout ce précède, nous avons supposé (fig/2)f que le point o était situé 
hors de la droite A ; mais s'il était placé (fig. 1 i) sur la droite A , alors les droites 
K, K,y K, seraient parallèles et feraient avec la droite A un angle constant /x , qui 
pourrait être aigu ou droit. 

Dans ce cas, les droites B,, G,, ... qui devraient partager en parties propor- 
tionnelles les droites K, K,, K., ... iraient concourir en un point untçtie, qui ne 
serait autre que le point o. 

Si au contraire (Jig. i2) on suppose que le point o est situé à l'infini sur 
la droite A, alors les droites A.^ C ... seront parallèles entre elles et à la 
droite A. 

§ XIV. 
Si Ton passe des figures planes 1 1 et 12 aux systèmes de Tespace dqpt ces 
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figures peuvent être la projection horizontale , on voit de suite que la fig. 11 pour- 
rait être considérée comme étant, ou l"" la projection d'une figure tracée dans un 
plan P oblique au plan horizontal, mais parallèle aux droites K, K,, K,... ouTh 
projection des génératrices droites des deux systèmes d'un paraboloîde hyperbo- 
lique Z ayant le plan horizonlal pour l'un de ses plans directeurs , l'autre plan di- 
recteur étant vertical et parallèle aux droites K, K, , K,, .*• 

On voit encore de suite que la fig. 12 pourra être considérée comme étant, ou 
1* la projection d'une figure située dans un P parallèle au plan horizontal, ou 
2* la projection des génératrices droites des deux systèmes d'un paraboloïde 
hyperbolique 2, dont les deux plans directeurs sont verticaux, l'un étant parallèle 
aux droites K, K,, K„ ... l'autre étant parallèle aux droites A, B,, C,. 

DEUXIÈME PARTIE. 

AétemmiatioB do la ooarbe de séparation d'ombre et de lainière 

«or nne sorfaoe hélioolde générale. 

§1- 

Soient donnés (fig. a) un axe vertical O et une droite A parallèle au plan vertical 
de projection , cette droite A faisant avec le plan horizonlal un angle arbi- 
traire 6. 

Construisons la plus courte distance entre les droites O et A , oW perpendi- 
culaire à A* sera la projection de cette plus courte distance ; le point m sera le 
pied de cette plus courte distance sur la droite A ; et cette plus courte distance 
étant horizontale , nous sera donnée en véritable grandeur en oW^ grandeur 
que je désigne par R. 

Gela posé : 

Concevons un cylindre de révolution vertical A et ayant la droite pour axe , 
et ayant pour seciion droite le cercle G du rayon R. 

Cela posé : 

Faisons décrire au point m une hélice H sur le cylindre A, et telle que ses tan- 
gentes fassent avec le plan horizontal un angle arbitrai rea. 

La droite A, en tournant autour de l'axe (son point m décrivant une hélice H, 
et cette droite restant toujours tangente au cylindre A et faisant toujours avec 
l'axe O un angle constant complémentaire de Tangle S) engendrera la surface liéli- 
coîde gauche 1 , sur laquelle on se propose de déterminer la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière , en supposant que cette surface est éclairée par un rayon 
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de luiiiièicL, que nous ferons (pour plus de siiûplicité pour les constt^ucfibilt 
subséquentes) passer par le point m. 

§ "• 

Si Ton prend une suite de points m\ m'^,... sur la droite A\ nôuâ ââton^ ^trà 
les droites m'^^, m'Y\--- respectivement perpendiculaires aux divergentes dSh*, 
0*m'*,... seront les projections horizontales des génératrices 9, 0',.,. du parabolôldé 
hyperbolique $, formé par les tangentes , 9',... aux diverses hélices H > È\... 
décrites par les points m, m'... de la droite A ; et nous savons que ce pàraboloide 4f 
est tangent à la surface hélicoïde 2 tout le long de la droite A. Nous savons eitcôk^d 
que si Ton mène dans le plan vertical passant par la droite A une droite Z paral- 
lèle à A et distante d'elle (verticalement) d'une hauteur z^ R tanga (h étant le 
pas commun des hélices H^H',...) les sous-tangentes seront respectivement 
égales aux rayons R, R',.-- 

§111. 

D'après ce qui précède, nous pouvons exécuter les constructions suivantes : 

*• Portons le rayon R de m* en q. 

2^ Projetons le point q en q"" sur LT (ligne de terre). 

3" Menons par le point q^ une droite 9"^ faisant avec LT Tangle donné • que 
les diverses tangentes 9, 9'... font avec le plan horiiontal. 

La droite 9" coupera la projection 0* de Taxe O en un poîqt m". 

4"* Menons par le point m!' une droite A** faisant avec la ligne de t^re LT V^By^ 
gle donné S. 

5"" Menons par m" la droite L% et par le point m" la droite L\ n&m auroQS In 
projections de la direction de la lumière. 

Et ainsi nous aurons établis les projections du âysième de H maaièra la |ikis 
simple pour la solution du problème proposé. 

■ 

En vertu des donrtées particulières de Vépnrey et établies précédera ment * le 
point q situé sur le plan horizontal est un point de la droite B, génératrice dà 
second système du paraboloïde ^, et celle génératrice B est le lieu des extrémités 
des sous-tangentes des droites 9, 9', 9">.- lesquelles sous-tangentes sont égales 
respectivement aux rayons R, R', R". 



pour détôrmifier 3^ et B* ti suffit donc (le détermiQer les projections d'un seul 
poÎBt de la droite Q. 

Or, si nous prolongeons R de mY*î== wiV*, le point q^ sera la projection d'un 
PQÎm q' de la droite Q, 

Ety ^n eflet, si Ton construit sur <i^(/'*, comme diamètre, un cercle^ il coupera 
V en m'*, et Tpa aura ^vi^omment la sous-tangente m'^'^^^o^m^^ ouégal^ 
au rayon R'. 

B^ étant déterminé, construisons B% 

Poqr oela, remarquons que si par le point p (situé au-dessous du point m de la 
quantité « ss: li tangoc, ce qui établit ce point p sur le plan horizontal), on mène 
QM droite Z parallèle à la droite A; le point p» extrémité de la $ous*tangente 
projetée en 9'W\ sera situé sur celte droite Z, 

Si donc Ton mène par le point fl" une parallèle à la ligne de terre, on aura la 
projection verticale de la sous-tangente. Cette droite coupe la droite O^ précisé* 
ment au point q'"'; dès lors, en unissant q'" et in "^ on aura la droite 9'% et en unis- 
sant les points q"" et q"" on aura la droite B''. Mais comme la fîgure (^VVp'") ^^^ ^^ 
parallélogramme, il s'ensuit que les droites 0'' et 6'*' sont parallèles, et que les 
droites B" et A' sont aussi parallèles. 

f;t comme les droites 0, e'..« sont les génératrices du premier système, et que 
les droites À, B... sont les génératrices du deuxième système du paraboloîde $, il 
s'ensuit que toutes les génératrices de ce paraboloîde <& se projeiteront sur le 
plan vertical suivant des droites parallèles. 

Le plan vertical de projection est donc perpendiculaire à la droite intersection 
des deux plans U et Y directeurs du paraboloîde $; ces plans U et Y sont donc 
perpendiculaires au plan vertical de projection, Tun U étant parallèle à la droite 
e% et l'autre Y étant parallèle à' la droite k\ 

§ V. 

En vertu de ce qui précède, le paraboloîde $ étant construit, il faudra mener 
par la droite À un plan P parallèle au rayon de lumière L, et chercher en quel 
point X de la droite A ce plan P est tangent à la surface $; ce point x sera un des 
ppints de la ligne de séparation d*ombre et de lumière de la surface hélicoîde 2. On 
détermine facilement la trace H' du plan P, puisqu'elle passe par les traces hori- 
zontales r et a des droites A et L. 

Cela fait , 

Il faudra déterminer le point d en lequel la droite B perce le plan P. 

Pour déterminer ce point d, nous mènerons par la droite B un plan X pa- 
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rûllè!e à la droite A; par un point q de la droite B, nous mènerons donc une 
droite A', parallèle à la droite A , et les deux droites B et A' détermineront lei 

plan X. 

Mais comme les droites A"" et B^ sont parallèles, il s'ensuit, que le plan X est 
perpendiculaire an plan vertical de projection ; il suffit donc (sans aucune con- 
struction préalable) de mener par le point q une droite H', perpendiculaire à A* 
pour avoir la trace horizontale du plan X. 

Les deux plans P et X se couperont suivant une droite A"^ parallèle à la droite A 
(car le plan P passe par la droite A et le plan X passe par une droite A" paral- 
lèle à A), il suffit donc de construire un point de cette droite A" pour qu'elle 
soit connue de position. Or, les traces H' et H' se coupent au point 6; en menant 
par ce point b une droite A"^ parallèle à A^, on aura la projection horizontale 
de la droite A"; cette projection coupera la droite B'^en un point (t qui sera la 
projection du point d demandé. 

Cela fait , 

Il faudra du point d mener une génératrice du premier système du parabo- 
loide 4>. Or, si sur cf'ct comme diamètre, on décrit un demi-cercle, il coupera A'^ 
en un point o^, qui sera la projection horizontale du point Xy contact du plan P 
et du paraboloîde 4>, et par suite contact de ce même plan P et de la surface hé- 
licoîde 1. 

§ VI. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que la droite A faisait avec le plan 
horizontal un angle arbitraire 6. Quel que soit cet angle 6, les constructions se- 
ront toujours les mêmes, cependant lorsque cet angle S est nul, elles se trouvent 
simplifiées, et en eiïet : 

La droite A {fig. b) étant supposée horizontale et parallèle au plan vertical 
de projection, l'on voit de suite que la droite B est située dans le plan ho- 
rizontal, puisque B% étant parallèle à A% doit se confondre avec la ligne de 
terre LT. 

Dès lors, le point q' est sur le plan horizontal , et la trace H^ est parallèle à A"^ 
ou à la ligne de terre LT. 

Il est facile de lire sur h fig. b toutes les constructions à exécuter pour trouver 
le point X, point de contact du plan P avec la surface hélicoïde 2. 

§ VIL 

Ayant déterminé le point x de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, 
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qui est situé sur la droite À, il faut construire les points a:, » a:,,... situés sur les 
diverses génératrices droites A,, A,,.** de la surface hélicoide 1. 

Étant donc donné (fig. c), la projection A,* de la génératrice A. et la projection 
L,^ du rayon de lumière, qui parallèle à L passe par le point m, de rbéliceH (dé-* 
crite sur le cylindre A par le point m) ce point m. étant celui en lequel la généra- 
trice A. touche le cylindre A, nous pourrions prendre un plan vertical W pnr^U 
lèle à la droite A, et effectuer les contructions précédemment expliquées et nous 
trouverions le point x, de la même manière que nous avons trouvé le point x; 
mais ces divers changements de plan vertical de projection, rendraient Tépure 
très-confuse, il vaut mieux opérer au moyen d'un mouvement de rotation. 

Comme la droite A, fait avec le plan horizontal le même angle S que la droite 
A, en faisant tourner cette droite A, autour de l'axe de Tangle y et en supposant 
que le point m, parcoure l'hélice H, ce point m, viendra se superposer sur le 
point m, et la droite A, viendra se superposer sur la droite A. 

En même temps le rayon L viendra prendre la position V en laquelle L'^ fera 
avec L^ un angle d égal à l'angle i que les projections A.^ et A* faisaient entre elles. 

Et comme les rayons de lumière L et L. sont parallèles et font dès lors un même 
angle avec le plan horizontal, il s'en suit que les droites L et V font avec la ver- 
ticale passant par le point m des angles égaux et qu'ainsi ces droites L et V sont 
situées sur un cône de révolution vertical, et ayant le point m pour sommet. 

Cela posé , 

Le problème à résoudre sera donc le même que précédemment; seulement, au 
lieu de supposer que le rayon de lumière a la direction L, on doit supposer qu'il 
a la direction V. 

Pour déterminer la trace horizontale a' du rayon L^, il suffira de décrire du 
point m^ comme centre et avec m^a pour rayon un cercle D qui coupera L'^ au 
pointa^ demandé. 

Ce point a! étant construit toutes les autres constructions s'effectueront comme 
dans la fig. a. 

On déterminera donc le point x''' et on le ramènera par un arc de cercle ayant 
le point O* pour centre en ar * sur A ,*, et par suite on trouvera a;," sur A,'. 

S VIIL 

Dans le cas où la génératrice droite A de Thélicoîde l serait. horizontale, on 
opérerait de la même manière indiquée § VII, pour déterminer los divers points 
», x^y a?,,... do. la ligne dc^ séparation d'ombre oi rlc liimiùre. 

9 
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§IX. 

.. Am lieu de se doniier la surfaoe héliooide générale 2 par la génératrice droite A 
faisant avec le pllm horizontal un ang^e conslant g et par l'iiélice H décrite par la 
pied m de la plus courte distance R existant entre Taxe et la droite A, 6n an* 
rail pu se donber Ja surface 2 par la môme génératrice A et une hélice H' décrite 
par un point quelconque m' de celte droite A^ en assujettissant toujours ta 
droite A. à être tangente au cylindre à ayant la plus oourte distance R pour rayon 
de sa seçUot) droite. 

Dàs |0rs» canntiiasant : 1^ la distance R' du point m' de la droite génératrice A 
^ l'aide RmQj et T Tinolinaison u de Thélice H' sur le plan horiiental (inolina^ 
u/^nVy ^ue l'on. peut facilement calculer ou ccmstrliire graphiquement, le pu à 
commun aux diverses hélices H^ H', H'V-* décrites par les divers points iH^ m\ 
I9i"<-- de la droite A étant connu), on pourra opérer comme précédemment^ et la 
QonstnictioQ des divers points de la courbe de Réparation d'ombre et de tuniiêfë 6e 
construiront trèi^facilctnent. 

Et, en effet ^ 

€k)iicevoiis {fig. d) Thélice H' décrite par le point m! (les doftilées éthiii IM 
mêmes que dans la fig. a), nous prendrons R'xrsOW^ et nous le porteront deiH^ 
en ç'* sur 9'* (tangente en m'* au cercle H''^), et ce point q^ sera la projection du 
point q de la droite B, génératrice du second système du paraboloïde ^, 

èi nous ramenons la droite 6' à être parallèle au plan vertical de projectioUi k 
point m'" viendra en m'," sur 0% et le point m'^ viendra en m'* sur le prolongement 
de OW; en sorte que fi'.* sera parallèle à la ligne de terre LT. 

Si donc je mène une droite L'T' parajlèle à la ligne de terre LT et à une dis** 
tance du point m',*' égale à :2 = R' tanga', j'aurai en ^^ (sur L'T') la projection 
verticale du point q\y et la droite 9',% qui unit les points m',' et q'.% fera n^oeS" 
satrement avec la droite L'T' un angle égal à Tangle a que la tangente S' au point m' 
de rhélice H' faisait avec le plan horizontal. 

Gela posé , 

Le point q' de la tangenle 9' se projettera en 9'" sur la droite L'T'; et menant 
par ce point q" une droite 1" parallèle à A*', on obtiendra la même droite Z* que 
dans la fig. a ; et la projection horizontale de la droite Z ne sera autre que la 
droite A*. 

La droite Z* ne sera autre que la projection B* de la droite B, lieu des extré- 
mités des sous-tangentes, égales on longueuret respectivement, aux rayons R,R'.-. 
Pour avoir B*, que nous savons déjà devoir passer par le point 9'*, nous porter 
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rciq$ wr A^ de m^ eu rf" une longueur égale à : R =£=0W (égale à là plu» eourtft 
distance qui existe entre les droites et À), la droite B^ passera par le point ç^ le» 
point q de la droite B aura sa projection verlicaie en q^ sur la droite Z"; et ii^|i;]^nti 
par le poinl q"" une droite L"T" parallèle à LT, en prenant le plan L"ï" poHr npu- 
ve^u plan horizontal de projection, on achèvera les construcliops par r^ppQft ^ 
çfi plan L"T", eoipme on l'a fait ( fig. a et c ) pour le plan LT. 
Cela dit| on voit que Ton pourra trèâ-facilement achever X^pure. 

§x. 

Gû que mxffOA ^enoDà de dire ci^dessus § IX nous permet de généraliser }a sohBH 
tien donnée fig. a, et de l'appliquer au cas où la plus courte distance R esnstanf 
entre l'âne et la génératrice A serait nulle. Dans ce cas particulier, le cy- 
lindre A se réduit à Taxe O, et la surface hélicoulè 2 devient l"* la surface du jiAii 
de vis triangulairey si la droite A est inclinée sur Taxe , et 2'' la surface du fUêé 
de vts carré j si la droite A coupe rectangulairement l'axe 0. 

§ XI. 

Détermination de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface de la vis 

irianguiairei. 

• 
. Prenons Ta^e vertical ; la génératrice A qui engendra le filet de yi&, setH 
«supposée pi^raUèle^ ^i\ plan vertical de projeolton. Les divers poi&le m,m\m"..M 
de la droite A, engendreront des hélices H, H'^ H",... qui auront toutes raè9l% 
pas h. 

Le point m, situé sur Taxe O, engendrera une hélice H qui ne sera évidemment 
fjiutre que cet axe O. 

ÇeU posé : 

^reuons un point m' {fig. e) sur la droite A, et dottt la distance à Taxe û soit 
égfil^ à m'^O^ que je désigae par R'. 

La tangente 9' à l'hélice H\ décrite par le poi&t m\ f^ra avec le ptoQ bwiEeBtel 
1)11 ^nglei <k' doqt l9i tAOg«iàte $era coanue , aw l'an e : . . 

tang«=^ 

Nous pourrons donc conslruire graphiquement l'angle a. 

Cet an^lfi c( ç^a^l ^n^ , B^oua ipèoerons pa^* ks pÇ'ûti "f^. "«?■ 4?<»U€i vfg^ iai- 
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sant avec la ligne de terre LT t'angle a'. Cette droite nC'g coupera 9'" en un point //, 
et mienafat gp^j parallèle à la ligne de terre LT, elle coupera O* en un point p"; 
dous aurons donc en wFf' la hauteur s=:R'. tang. a. 

" Par conséquent 9 en menant par le point p" la droite V^ parallèle à A*", on aura 
en même temps en cette droite Vu" la projection B*" de la génératrice B du se- 
cond système appartenant au paraboloîde hyperbolique <^, formé par les tan- 
gentes 9, 6', 6",... et cette droite B sera le lieu des extrémités des sous-tangentes 
des droites 9,9',... lesquelles sous -tangentes sont respectivement égales aux 
distances R', R",... des points m', w!\... de la droite À à Taxe O. 

En prolongeant la droite Z** jusqu'en q"" sur la droite 9'% nous pourrons mener 
par ce point q"" une droite L'T' parallèle à LT, et considérer le plan horizon- 
tal L'T' comme étant le plan horizontal LT de la fig. a. 

Les constructions pour déterminer le point x seront identiquement les 
mêmes que dans la fig. a, ainsi qu'on peut s'en assurer en jetant les yeux sur 
la fig. e. 

§ XIL 

Détermination de la ligne de séparation (T ombre et de lumière sur la surface du filet 

de vis carré. 

La droite A sera dans ce cas supposée parallèle à la ligne de terre. La fig. / 
nous démontre que les constructions sont les mêmes que celles de la fig. e pour 
déterminer le point ç'*'; et qu'après la détermination de ce point, les construc- 
tions subséquentes pour la détermination du point x sont indentiqnes à celles 
exécutés fig. b. 

§ XIIL 

Dans le Cours de géométrie descriptive (chapitre des surfaces gauches) , nous 
avons résolu le même problème, mais par une méthode différente; et dans tous 
les cas que nous avons eu à étudier, nous avons choisi parmi tous les paraboloîdes 
de raccordement, celui qui avait pour l'une de ses génératrices droites, la généra- 
trice da cylindre A auquel la droite A était tangente. 

Dans le mémoire actuel, nous avons employé le paraboloîde direct, celui 
qui est formé par les tangentes aux hélices décrites par les divers points de la 
droite A. 

§ XIV. 

Si Ton exctmine la fig. a, on voit que la plus courte distance existant entre 
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Taxe O et la génératrice droite A de ia surface hélicoïde 2 étant égale à R, et le 
plan horizontal étant mené au-dessous du point meta une distance 2 = R tang. a» 
(a étant l'angle que la tangente 9, à l'hélice H décrite par le point m, fait avec le 

plan horizontal, en sorte que l'on a : tang. a= t — ^t h étant le pas de tous les hé- 

lices H, HV..) on voit, dis-je, que les points 9, r et a resteront les mêmes si ,en 
faisant varier 2, on incline les droites A, et L d'une manière convenable. 

Et en effet désignant par g, a et d les angles que les droites A, 6 et L font avec 
le plan horizontal, on aura : 

tang 6= r=r, tang a= - , tang »= 



mT R ^ in*a 

mV, R, et m^a restant constants , il est évident que si l'on fait varier z, il faudra 
nécessairement faire varier les angles 6, a, d de manière à ce que les trois équa- 
tions ci-dessus soient satisfaites; et dès lors la courbe lieu des points o:^ restera 
la même. 

Or Ton peut supposer z c=: et alors A = 0, et alors toutes les hélices se con- 
fondent en un seul cercle situé sur le plan horizontal, et les trois droites A, 9 et L 
se confondent avec leurs projections A*, 6* et L*. 

Dans ce cas la surface hélicoïde 1 se transforme en un plan qui est le plan hori- 
zontal de projection. 

Et les points o\ m\ r, 9 et a ne variant pas de position entre eux^ la courbe lieu 
des points o:^ peut être considérée, non plus comme la projection horizontale 
d'une courbe de l'espace, mais comme une courbe plane et géométrique dont les 
divers points a^ sont déterminés par une construction géométrique, particulière, 
opérée dans le plan même de la courbe et sans aucune considération de Cespace. 

Même chose a été signalée dans le Cours de géométrie descriptive^ et ainsi par 
exemple, lorsque l'on a construit la courbe d'intersection de deux surfaces coni- 
ques ou cylindriques. 

On voit donc que l'on peut se proposer de trouver directement quelle est la 
courbe lieu des points a^, construits aidsi qu'il a été dit ûg« c où la construction 
plane est seule représentée. 

S XV. 

Si la tangente G à l'hélice H décrite par le point m de la droite A (/îgf. g) fait avec 
le plan horizontal un angle 6 égal à celui que la droite A génératrice de la surface 
béiicoide Z fait avec ce même plan horizontal , alors Ton sait que la surface 1 est 
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dévaloppahle et que les diverses tangenles 9, ^\ 9'',... dux points m, m\ m''y...des 
béljces H, H\ H",..« (ces points m, m\ m\... étant sur la droite Â) sont daos un 
même plan X qui remplace la surface paraboioide $. Or, dans ce cas particulier, 
la construction étant exécutée fig. j com^ne en la fig. a, on voit que la propriété 
des sous-tangentes subsiste, et que la droite B lieu des extrémités des sous- tan- 
gentes respectivement égales aux rayons R, RV-- ^st avee la droite A dans un 
même plan X perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce que nous savions 
devoir être, puisque ce plan X deyaitétre tangent à la surface S tout le long de la 
génératrice droite A. 

§ XVI. 

L'byperboloîde à une nappe et de révolution, peut être rigoureusement consi- 
déré comme une surface hélicoïde gauche dans laquelle les divers points m, mV«* 
de la génératrice droite A décriraient des hélices H, H',... dont le pas serait nul, 
auquel cas ces hélices ne seraient autres que des cercles, et ainsi les divers para/- 
ïèle$ d'une surface de révolution. 

La fig. h nous montre que pour Thyperboloïdela propriété des sous-tangentes 
subsiste; car si fon considère les tangentes 9, 9'.c. aux divers cercles H, H'... dér 
crits par les points m, m'... de la droite A autour de Taxe O, ces tangentes hori- 
zontales formeront un paraboloïde $ tangent à la surface hyperboloïde et tout te 
long de la droite A. 

El la construction de la droite B, lieu des extrémités des sous-tangentes res- 
pectivement égales aux rayons R, R',.-- s'effectuera comme dans la fig. a. 

On sera conduit, fig. ft, à une construction des points af"... de la ligne de sépa- 
ration d'ombre et de lumière sur Thyperboloïde supposé éclairé par un rayon lu- 
mineux L, qui ser^ identique à celle donnée fig. a. 

On sait que, dans ce cas, la ligne de séparation d'ombre et de lumière est i* une 
eHipse, ou 2"^ une hyperbole, ou 3* deux droites parallèles, suivant que le rayon 
de lumière mené par le centre de la surface se trouve, ou l^situé dans l'intérieur 
du cône asymptote, ou 2"" situé sur ce cône, ou S^situé hors de ce cône. 

§ XVU. 

La surface hélicoïde, filet de vis triangulaire, peut se déformer en un cône de 
révolution ; il suffit pour cela de supposer que les divers points m, m', m"... de la 
4^oite gén^ratrioe ^ (l^iquellu coupe l'axe au point m) décrivent des hélioes H , 
n'y Q"... d'un fa&, nul. Ces hélices seront alors des cercles doint les plans seroq^ 
perpendiculaires à Taxe 0. 
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Si &k chacun des points (fig. i) m, m\ ni\... d6 ces cercles liorizdtitaux H, U^ 
H'V-* on mène des tangentes 6^ 6', Q"... à ces cercles, ces diferses tangentes for- 
meront un plan qoi remplacera pour le cône le paraboloîde 9 tangent ft la surface 
kélicoîde (filet de vis triangulaire) tout le long de la droite A. 

La propriâlé des soils-tangentes existera encore pour le cône^ et, en effet, en 
prenant sur les tangentes 6, 9', B"y... et à partir des points m, m', tn\ des distances 
égalds aux distances de ces points m, m!, m"... à Taxe 0, on aura les poiiits rrii 
q\ f",.** M^î seront en ligne droite B ; et .le plan X des deux droites A et B sera 
encore perpendiculaire au plan yertical de projection, 

TROISIÈME PARTIE. 

V^«éé ttiéeittlq[a« éft U projêfltltfn horUdntele de la ligné dé f épartflMm d'ombré et de lainière , 
d» U MvfkM kèlîeolde féiiéffnlé loppoéée éelélrée par on r*foa Ittwiaéns. 

4 

Lorsque nous avons cherché les divers points a:*, x*,... de la projection horî- 
kontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, nous avons, pour faci- 
liter les constructions graphiques et les abréger, supposé que la droite A étant 
passée en une position A', on ramenait la droite A' sur la droite A^ au moyen de 
deux mouvements, l'un de rotation autour de l'axe et Fautre de translatidn 
et parallèlement à cet axe O. 

Pour les recherches subséquentes , il est préférable de construire le pointer, , situé 
sur la droite A', en opérant un changement de plan vertical de projection, aiilsi t 
quand on considérait la droite A, on prenait un plan vertical de projection, 
passant par Taxe et parallèle à cette droite A, lorsque nous considérerons une 
nouvelle position A' de la droite A, nous prendrons un nouveau plan vertical 
de projection , passant toujours par Taxe 0, mais alors parallèle à la droite A'. 

Le plan horizontal de projection était situé au*dessous du point m (contact 
de la droite A et du cylindre A ayant pour axe la droite 0), d'une quantité égale 
à : z=R tang. a\ lorsque nous considérerons la nouvelle position A' de la droite A, 
nous emploierons un nouveau plan horizontal de projection , toujours perpen- 
diculaire à l'axe 0, mais situé au-dessous du point m (contact de la droite A' et 
du cylindre A) d'une quantité qui sera encore égale à : z==R tang. a. 

Gela posé, effectuons les constructions graphiques qui doivent nous conduire 
à la détermination des divers points o^^, ^,\».. de la projection horizontale de la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Reprenons la fig. c, et sur la fig. I construisons le point x^, situé sur A\ Gela 
fait , concevons la droite A en la position A'; pour trouver le point a;,\ il faudra: 
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!• prendre m"'q's=ifnl'q, et l'on aui^ le point q\ homologue du point ç; 2** prendre 
m'V = mV, et l'on aura le point r , homologue du point r ; 3** mener par m'* une 
droite parallèle à la projection horizontale du rayon de lumière, et prendre 
m^a^=m^a et l'on aura le point a', liomologue du point a; 4* mener par q' la droite 
^^\ perpendiculaire à A'^, et l'on aura la droite homologue de la droite H''; 
5*" mener par le point q' la droite B'\ perpendiculaire à la divergente of'q', et Ton 
aura V homologue de la droite B^; &* unir les points / et a\ et l'on aura la droite 
H'\ liomologue de la droite H' ; 7*" les droites H'' et H^' se couperont en un point 
b' qui sera V homologue du point b] S'amener par le point b' une droite A/'^ pa- 
rallèle à la droite A'\ et l'on aura V homologue de la droite A"*; 9* les droites A/'* 
et B'^se couperont en un point cC'^qui sera Y homologue du point d*; 10*" enfin, 
en construisant sur o'^d'^, comme hypoténuse , un triangle rectangle dont le som- 
met soit situé sur la droite A'^, on aura en ce sommet x^" le point demandé* 

Avant d'aller plus loin, rappelons-nous bien les diverses relations déposition 
qui existent entre les lignes qui servent à construire le point a:!' {fig. I). 

1' Le triangle oWç est rectangle en m*; il est isocèle; ainsi l'on a o*fî?=t=m\ 

et Fangle o'^qm'' = 45' ; 

2» La droite B* est perpendiculaire sur o*</, parce qu'elle est la projection de 
l'une des génératrices du second système du paraboloïde tangent, lequel est formé 
par les tangentes aux hélices de même pas décrites par les divers points de la 
droite A ; parce qu'elle est la projection de la tangente à l'hélice décrite par le 
point f de la droite A ; parce qu'elle est tangente à la parabole enveloppe des pro- 
jections des tangentes aux hélices, parabole qui a le point o* pour foyer ; 

3° Le triangle qb(t est rectangle en A et il est isocèle; on a : 

bq^rrslbcf' et l'angle bqd!'=zA5% 
4** Le triangle oVaj* est rectangle en od" et il est isocèle; on a donc : 

5*ï^=oV étrangle W^c=:4B\ 
De ce qui précède , on en conclut que : 

0*9 = W. l/^ = qii?'. (/2 
^=ï^. |/2 = érf^. j/2 
7?='^V . |/2"= dV'. |/2 
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§ IIL 

Diaprés ce qui vient d'être rappelé , od peut en conclure que si l'on avait 
(fig. I ) ramené les points c(\ (f" ... en les points c(,S et/* ... en faisant faire un. 
mouvement de rotation de ^5"" autour du point o^ à la courbe lieu des points d* ...; 
ces divers points d!^ ••• seraient venus se placer respectivement sur les rayons 
\ecteurs o^^t:^,... de la courbe lieu des points a^,.- 6t que les deux courbes , Tune 
lieu des points ^r^,... et l'autre lieu des points d/,... seraient deux courbes po- 
laires semblables et semblablement placées et ayant le point o^ pour pôle 
commun. 

Si donc on calcule l'équation polaire de la courbe Heu des points (ty on aura 
une équation de la forme/ (p, a>) = 0, et en remplaçant dans cette équation o^ 

par (« H- 45*) et p par —r=^ on aura en :f\ (w+45*),— ;= =0, Féquation de 

la courbe, projection horizontale de la ligne de séparoÉian dt ambre et de In* 
mière. 

§ IV. 

Ce qui précède nous montre donc que si l'on connaît la courbe lieu des points 
d^ ..• on connaîtra de suite la courbe lieu des points o^ ... Voyons donc si l'on 
ne pourrait pas parvenir , par une construction plus simple que celle que nous 
avons employée jusqu'ici, à la détermination des points d^, 

Les trois points r, 6 et a sont en ligne droite. Si donc nous faisons tourner au- 
tour du point q la droite H' qui les contient , et cela d'un angle égal à un demi- 
droit, le point r viendra en r, sur la droite 0^9, le point b viendra en b, sur la 
droite B^y et cela parce que la droite o^q fait un angle demi-droit avec la droite 
A^ , et que la droite B^ fait un angle demi-droit avec la droite H"" {fig. II). 

Enfin le point m^ viendra en m, sur la droite o^q. 

Gela posé, si l'on unit les deux points r. et 6,, on aura la position que là droite 
H' doit prendre après le mouvement de rotation ; et si par le point m. on mène une 
droite m^a^ faisant avec la droite o^q le même angle que la projection horizontale 
m^a du rayon de lumière fait avec la droite A*, cette droite m^a^ viendra couper 
en a, la droite r,fr, , et ce point a, sera la position que le point a viendra prendre 
après le mouvement de rotation d*un demi-cadran autour du point q ; et comme 
les droites 0^9 et A^ font entre elles un angle égal à un demi-droit , il est évident 

10 



— Ti- 
que les droites ni'a et m^a^ font aussi entre elles un angle égal à un demi-droit 

Cela posé : 

Gomme qb^=^qb^ et que qit =qb.l/2, il s'ensuit que si par le point cf*on 
mène une droite parallèle à la droite r,b,a,y cette nouvelle droite viendra couper la 

droite ()*9 en un point r„ et l'on aura r^qzzzr.q, |/2 ; il suffira donc d'élever par le 
point r une perpendiculaire à la droite A\ et de la prolonger jusqu'en r. $ur 1^ 
droite 0*9 pour avoir uq point de la parallèle menée par le point rf*. 

Cela posé , 

Si l'on joint les points q et a* par une droite, ^Ue ira couper la droite r.(f en un 
point a, ; unissons les points o^ et a^) jç dis que cette drpite q\ &si parallèle à la 
droite m,a^. 

Et en effet : 
' toans les deux triangles qm,a, et ço^a^, on a : ?7 =: qrui . (^2 et qa^ ^=si qa, . l/^j 
ées déui triangles sont donc semblal)les; donc, les deux droites m,a, et o^a^ sont 

parallèles, et deptus pn a : o\ = m.Ux . V2. 

L9 cpf)s(ruplJan qA^e n&us venons d'effectuer sera la même que «ous 0(HMtdé*> 
rions la droite A^ ou la droite A'^ (fig. I). Par conséquent le point a. est un poiiK 
fixe y puisqu'il est rextrémiié d'une droite, d'une longueur constante, menée par 
un point fixe et dans une direction invariable, attendu que cette droite o\ fait 
un angle égal à un demi-droit avec la projection horizontale du rayon lumineux. 

Or, si l'on se rappelle qu'en faisant tourner le point d!" d'un angle demi-(lroit 
on t'amène en rf,* sur le rayon vecteur de la courbe lieu des points ip*, alors 1^ 
point a, viendra en a, (fig. III ), et dès lors la droite o\ sera perpendiculaire à la 
projection horizontale du rayon de lumière. 

Ce point a, étant un point fixe, on aura à exécuter la construction suivante 
pour construire le point (/,\ en lequel vient se placer le point /après la révolution 
d'un demi-cadran autour du point 0^. 

!• Du point 0* , comme centre et avec o^q pour rayon (fig. lU ) , on décrira U9 
cercle Q ; 

2** Du point 0* comme centre et avec cf'r, pour rayon , on décrira un cercle R ; 

3"* Par le point 0^ on mènera une droite o\ perpendiculaire à la direction m'^a 
de la projection horizontale du rayon lumineux ; pt le point a étant la traoekoiîr 
zpntale du rayon de lumière passant par le point m , le plan horizontal de prpi- 
jection étant mené au-dessous du point m d'une quantité z=3:R langa (<x étiini 
l'angle que la droite A fait avec le plan horizontal et R le rayon du cercle M , pr-^*- 

j[eçtion de l'hélice décrite par le point 1»)^ on prendra o'^a, :rffi m^a • k 2, et F^a 
^ura Iç point fixée,; 
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4* Om mènera pai» le point o" une droite queleonciue coupant le oercle Qen un 
point q et le cercle R en un point r^ , on unira le point variable r, avec le poihf 
Jbte ûfi 

&"" Au point q on mènera une tangente au cercle Q ; 

0* La tangente au cercle Q coupera la droite ajr^ en un point e/,* qui sera le point 

demandé ; et en prenant sur le rayon vecteur o*rf/ une longueur o'j? telle 
que oV = 0%^" . 7-7- , on aura en oT un point de la projection horizontale 4^ 
It U§nê dé êéparaûm d'&mbre et de lumière. 

§ V. 

Voyons s'il ne serait pas possible de déterminer le point a!" sans avoir besoin 
de passer par le point rf/. , 

Il est d*abord évident qu'en menant au point $ (fig. III), en lequel le cercle M est 
coupé par la droileo'^^, une tangente à ce cercle M, elle viendra couper la droite oV/eii 

le point a/" demandé ; car Ton a : of'q = of's . 1^2 ; ensuite « si nous menons par 
le point a/" une parallèle à la droite r/i,, elle coupera la droite o^o^en un point p, 

et Ton aura évidemment o\=:zo^p . yl , par conséquent le point p sera un point 
flie, et de plus o^p se trouve précisément égal à wl'a {fig. lit). 
De plus 9 la droite pùd" coupera ta droite d'q en un point v , et l'on aura : 

Par conséquent d'v = ivl'r. 

D'après ce qui précède pour construire directement les divers points ^ dia la 
projection horizontale de la ligne de séparation fomkre et d^ lumière ^ on devpjt 
exécuter la construction suivante (Jig* IV) : 

1° Du point 0* comme centre on décrira un cercle M ayant pour rayon la plus 
courte distance R existant entre Taxe et la génératrice droite A de la surface 
hélicoïde générale ; 

2** On mènera par le centre 0* une droite perpendiculaire àda projection hori- 
zontale du rayon lumineux , et Ton prendra une ouverture de compas o^ égale i^ 
la sous-tangenle de Tinclinaison du rayon de lumière passant par un point m de 
Thélice H (décrite par le pied de la plus courte distance qui existe entre les 
droites A et O) sur un plan horizontal X situé au-dessous de ce point m delà 
quantité connue, 2 s±: R tan^ «. 

t^ On décrira un cercle D du poirtt 0' comme centre et aiet un fayoto égal' 
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ik fiil'r 3 qui esl ia sous*langente de rinclinaisoD de la génératrice A, par rapport 
au même plan horizontal X, 

4'' On mènera du point fixe p une série de divergentes pl\ ... coupant le 
cercle P, en les points /',... 

S"" On unira le centre cf" avec les divers points /',.-• par des divergentes qui cou- 
peront le cercle M en des points s... 

6"" On mènera en les divers point s , ... des tangentes au cercle M , lesquelles 

couperont respectivement les divergente^ p/', ... en des points a:*, ... , qui déter- 
mineront la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
sur la surface hélicoîde générale. 

§ VL 

D'après ce qui précède Ton voit que l'on peut construire la projection horizon- 
tale delà ligne de séparation d'ombre et de lumière, en la considérant comme une 
courbe géométrique plane et sans s'inquiéter de la courbe à double courbure de 
Fespace dont elle est la projection ; sans s'inquiéter dès lors du problème d'om- 
bre qui conduit à cette courbe plane. 

Examinons maintenant en détail cette courbe et voyons quelle forme elle doit 
affecter. 

Si l'on joint le point fixe p {fig. V) avec le centre o* des cercles M et D, on voit 
de suite que la courbe doit être symétrique par rapport à cette droite po''» 

La droite po'^ coupe le cercle M en deux points z et z, qui appartiendront à la 
courbe; et comme tous les points de la courbe sont situés hors du cercle M excepté 
ces deux points z etz„ on voit de suite que la courbe sera tangente au cercle M en 
chacun de ces points z et z,. 

Pour construire un point courant de la courbe, nous menons d'abord la diver- 
gente p/» coupant le cercle D en les deux points / et /, et nous aurons deux rayons 

0^/ et 0^ coupant le cercle M respectivement en les points s et s,] nous mènerons 
ensuite en s et s, des tangentes au cercle M lesquelles couperont la divergente pi en 
les points a; et a:,; nous obtenons donc deux points de la courbe cherchée pour 
chaque divergente tcUe que pL 

Gela doit déjà nous faire penser que la courbe est composée de deux branches. 
Toyons si la courbe passe par le point fixe p ; et pour reconnaître^ si cela a lieu, me- 
nons par le point p une tangente au cercle M, nous aurons le point de contact «.; 

menons o\ coupant le cercle D au point /, ; joignons les points /, et p, nous aurons 
la divergente pl^ qui coupera le cercle D en un second point l^ et si pour ce point 
l^ nous faisons la construction nécessaire, nous aurons le point a:,'» en sorte que 
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les points p et x.' appartiennent à la courbe et sont conjugués entre eux, comme 
l'étaient les points x et x,. 

La courbe sera donc composée de deux branches, l'une d tangente en z au cercle 
M et venant passer par le point p; Tauire d, tangente en z, au cercle M et venant 
passer par le point x^'. 

Si au lieu de mener une divergente coupant le cercle D, on mène une tangente 
p/, à ce cercle, le point de la branche d, qui est situé à l'infini, sera sur cette 
tangente, et même chose aura lieu pour le point de la branche 8,. Car cepoint sera 
donné par l'intersection de la droite pt, tangente en /, au cercle D et de la tan- 
gente en s^ au cercle M ; or il est évident par ia construction que ces deux tan- 
gentes sont parallèles. 

La droite p/, sera donc une asymptote commune aux deux branches i et d,. 

Par suite l'on voit que la courbe sera composée de deux branches i et d. ayant la 
forme indiquée par la fig. Y; ces branches ont pour asymptotes les deux tan- 
gentes menées du point p au cercle D; la branche S, n'oflre aucun point remar- 
quable; la branche d offre un nœud au point fixe p et de plus chacun de ses arcs 
infinis offre un point d'inflexion, car tournant sa concavité après le point p par 
rapport à Tasymptote, il faut de toute nécessité , que cet arc vienne à tourner, en 
cheminant, sa convexité vers son asymptote. 

On voit aussi que ce seront les divers points de l'arc U^ du cercle D qui don- 
neront les points de l'arc infini de la branche d (et cela à partir du point p) et que 
ce sont les points de l'arc /,// du même cercle D qui donneront les points de l'arc 
infini de la branche d. (et cela à partir du pointa;.'). 

§ VIL 
ûmstructiondun compas propre à tracer les branches d et 3,. 

Concevons une règle À portant à l'une de ses extrémités une pointe que l'on 
fixera au point o* centre des cercles M et D, et portant à son autre extrémité un axe, 
dont le centre sera en un point / du cercle D, et sur lequel sera montée une règle E 
à rainure. Fixons perpendiculairement sur la règle A, une seconde règle à rai- 
nure B, tangente au cercle M en le point s, fig. VL 

Plaçons au point fixe p un pivot isolé, dans lequel s'engagera la rainure de la 
règle E et enfin plaçons un crayon ou une pointe à tracer en le point x, c'est-à- 
dire entre les rainures des règles B et E. En faisant mouvoir la règle A autour du 
point 0*1 le point / décrivant le cercle D, la règle E glissera le long du pivot pet 
le crayon x décrira la branche 8 de la courbe tracée dans la fig. Y, 
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Oa conçoit sans peine que l'on peut disposer la règle A de telle nianièf0 
qu'elle puisse s'allonger ou se raccourcir, et qu'ainsi , Ton puisse placer lo point / 
à telle distance que Ton voudra du point o^; Ton voit aussi que comme le pivot p 
est une pointe isolée, on pourra la piquer dans le papier à telle distance que l'oil 
voudra du point o\ On conçoit sans peine aussi que Ton peut monter la règle B 
sur la règle A, de telle manière que tout en lui restant perpendiculaire, elle 
puisse glisser sur elle, de manière à ce que le point s s'approche ou s'éloigne da 
centre o*. 

Ainsi) ce compas satisfera aux divers tracés de la branche de courbe d^ sutvtnt 
les variations de grandeur, des rayons des cercles M et D et de la distance esista&t 
entre le centre cf" et le point fixe p. 

Avec ce compas on pourra tracer d'un mouvement continu, tout le tiœiid paz 
de la branche d. 

Le même compas peut servir à tracer la branche 3,, mais il faut lui faire subir 
une légère" modification. 

Le point /, au lieu d'être placé , comme fig. YI , au delk des points p et x^ devra 
être placé, comme fig. VII, entre ces points p et a. 

§ vm. 

Nous devons faire remarquer que lorsque Ton construit la projectîôii de là 
ligne de séparation d'ombre et de lumière, comme étant une courbe géomé- 
trique plane, on est conduit aux deux branches 5 et 3, (fig, V), et que cependant 
il n'y a que la branche d qui soit réellement la projection horizontale de la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoîde. 

C'est qu'ici il se présente une chose analogue à celle qui se présente dans plu* 
sieurs problèmes de l'espace. 

Ainsi, par exemple, lorsque l'on suppose une sphère éclairée par un point 
lumineux, le cône de lumière tangent à la sphère peut être coupé par le plan 
horizontal suivant une hyperbole, et il n'y a cependant qu'une des branches de 
cette courbe qui détermine l'ombre portée. 

De même, lorsque Ton cherche l' intersection de deux surfaces, la cotkrbd 
d'intersection peut être une courbe à double courbure fermée, et se projetâùt 
horizontalement suivant un arc seulement do courbe plane fermée ou infinie, 
comme lorsque Ton considère deux surfaces de révolution du second ordre dont 
les âxes se coupent, et que Ton projette la courbe à double courbure sur un 
plah parallèle à celui des deux axes de rotation. 

Dès lors, si l'on peut considérer la projection comme une courbe plane, ce cjuî 
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tit permis» si Ton eel conduit par la solution du problème de l'espace à l'emploi 
d'tt&e certaine ii^élhode graphique qui permette de- construire les divers points de 
cette courbe, en la coilsidérant comme courbe géométrique plane et non comme 
l^pjection d'une cçurbe à double courbure située dans l'espace, on voit bien 
qm Ton doit nécessairement pouvoir, par cette méihode grapliîque, construire 
1» courir plane complète^ et non pas seulement une de ses branches, ou seu« 
lement les points d'un arc de celte courbe. 

§ IX. 

Si nous considérons une surface hélicoide générale dont la génératrice drojte 
J^.êoii oblique au plan borizontal, les cercles D et M existeront toujours, mais 
le point fixe p pourra varier de position par rapport aux cercles D et M, suivant 
l'inclinaison du rayon de lumière, et ainsi le point p pourra être : 

1*" Situé hors du cercle D comme dans la ûg. V, et nous avons examiné ee cas 
dans tousses détails ^ 

2* Situé sur le cercle D; 

S"" Situé dans l'intérieur du cercle D, mais hors, du cercle M ; 

4"* Situé sur le cercle M ; 

5* Situé dans l'intérieur du cercle M, et dans ce cas on aura; 

&" Gomme cas particulier^ celui où le rayon de lumière étant vertical, le point 
p sera précisément le centre of" commun aux cercles concentriques M et D; 

Enfm 7'' le point p pourra être situé à i'infiui, auquel cas le rayon de lumière 
serait horizontal. 

Nous allons examiner successivement la forme que doit afiecter, dans chacun 
de ces cas pariiculiers , la projection horizonlale de la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière; mais nous ne devons pas oublier que la ligne c^p eat 
toujours, dans nos constructions graphiques, perpendiculaire à la projection ho- 
rij^ontale du rayon de lumière, quelle que soit d'ailleurs l'inclinaiaon sur le plan 
horizontal de ce rayon de lumière. 

§ X. 

Des diverses formes que peut affecter , suivant C inclinaison du rayon de lumière, lapro^ 
^ection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière dCune surface hé* 
ticoîde générale dont la génératrice droite est inclinée à lliorizon. 

La surface hélicoide peut être considérée comme composée de deux nappes. 
Car si Ton examine la génératrice droite A, son point m pied de la plus courte 
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distance R avec l'axe O, Bécrit une hélice H ayant le cercle M pour projection 
horizontale, et cette droite A est divisée en deux parties, Tune supérieure , l'autre 
inférieure par Thélice H en ce point m. 

La nappe supérieure de la surface hélicoide sera formée par les parties supé- 
rieures de toutes les génératrices droites A, A', A",... et la nappe inférieure de 
cette surface sera formée par les parties inférieures de toutes les mêmes géné- 
ratrices droites A , A', A".... 

Les deux nappes sont réunies Tune à l'autre par l'hélice H qui est une ligne 
de gorge sur la surface hélicoide; cette hélice ne donnant une arête de re- 
broussement que dans le cas où la surface hélicoide serait une surface eféve- 
loppable. 

Gela dit, examinons les diverses formes que peut présenter la projection ho- 
rizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, suivant Finclinaison 
du rayon lumineux. 

Premier cas» Le point fixe p étant situé hors du cercle D. 

La forme que l'on obtient dans ce cas, est celle représentée tig. V, mais en 
la seule branche i (ainsi qu'il a été remarqué au § 8). 

Si la surface hélicoide rampe de gauche à droite, comme cela a lieu dans l'é- 
pure, alors c'est l'arc zxp de la courbe d qui appartient à la ligne de séparation 
d ombre et de lumière située sur la nappe supérieure de la surface hélicoide. 

L'autre arc, situé à gauche de la droite po*, appartient à ta ligne de séparation 
d'ombre et de lumière située sur la nappe inférieure de la surface hélicoide. 

Ce serait l'inverse si la surface hélicoide rampait de droite à gauche. 

Deuxième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle D. 

La forme de la courbe est celle indiquée fig. VIIL Elle offre un nœud au point 
fixe p; elle est infinie, mais ses deux arcs infinis n'ont pas pour asymptote 
commune la tangente au cercle D on le point p; Tasymptote est parallèle à cette 
tangente (*). 

Cette courbe est unique; aucune autre branche, parasite , quant au problème 
d'ombre, n'existe dans ce cas. 

Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle D et en de- 
hors du cercle M. 

La forme de la courbe offre un noeud (fig. IX) au point fixep; elle est fermée et 
ses deux boucles sont tangentes respectivement aux points zet z, , en lesquel%le 
cercle M est coup'ée par la droite po^. 



(*) C'est ce doot il est facile de s'assurer en employant la méthode de Robehyàl. Voyez le mémoire n* 6, 
•i-après. 



— 81 — 

Quatrième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle M. 
La courbe est fermée {fig. X ) , et elle offre un point de rebroussement au 
point fixe p. 

Cinquième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle M. 

La courbe offre la forme indiquée fig. XI ; elle est composée d'une seule 
branche fermée^ laquelle est tangente en les points z et z, , suivant lesquels le 
cercle M est coupé par la droite pcf". 

Sixième cas. Le point fixe p étant situé au centre du cercle M. 

Dans ce cas , la ligne de séparation d'ombre de lumière n'est autre que 
rhélice H , et Hi projection horizontale est dès lors {fig. XU ) le cercle M lui- 
même. 

Remarque. Dans le premier cas, le rayon de lumière est moins incliné à l'ho- 
rizon que la génératrice droite de l'hélicoide ; ainsi , désignant par a l'angle 
d'inclinaison de la génératrice sur le plan horizontal , et par 6 l'angle d'incli: 
naison du rayon lumineux sur le même plan horizontal , on a: 6 <(x. 

Dans les 2% 3% 4% S"* cas , le rayon de lumière est plus incliné que la généra- 
ratrice , et l'on a : 6 > a. 

Dans le sixième cas^ le rayon de lumière est vertical; il est perpendiculaire au 
plan horizontal de projection. 

Septième cas. Le point fixe^ étant situé à Cinfini. 

Dans ce cas , le rayon de lumière est horizontal, et le point fixe p est situé à 
l'infini sur la droite menée par le centre o^ perpendiculairement à la projection 
horizontale du rayon lumineux. 

Les diverses divergentes émanant du point p seront donc, dans ce cas, paral- 
lèles entre elles et perpendiculaires à la projection horizontale du rayon lumi- 
neux. 

La fig. XIII donne la forme de la courbe , mais dans ce septième cas, comme 
dans le premier cas , la courbe est composée de deux branches infinies d et d« , 
symétriques par rapport à la droite o^p , et identiques ou superposables. 

Toutefois , ces deux branches n'existent ensemble qu'autant que l'on considère 
la courbe comme courbe géométrique plane ; la branche J existe seule comme 
projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur Théli- 
coide; si cette surface rampe : 1' de gauche à droite, ou 2"" en sens contraire et 
ainsi de droite à gauche,ce sera toujours la branche d qui sera la projection hori- 
zontale delà ligne de séparation d'ombre et de lumière ; mais il faut bien observer 
que l'arc %x de la branche d sera la projection de la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière , située sur la nappe supérieure de l'hélicoide dans le premier cas, 
et située sur la nappe inférieure de Thélicoîde daqs le deuxième cas. 

It . 
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li est évident, par la construetioD même des deux branches d et j, , qn'dies ont 
pour asymptotes communes deux tangentes au cercle D , qui sont celles p^en» 
diculaires à la projection horizontale du rayon de lumière. 

i XL 

Construction (Tun compas propre à tracer la projedbm kariumÊcde de la Hgne 4ê 
séparation d'ombre et de lumière demâ le msoàle royon ivmineux est hortxonla/. 

La droite o^l étant perpendiculaire à la projectioA du rayon lumineux , il 
faudra (fig. XIV ) que la branche E du compas reste parallèle à cette droite 0M ^ 
pour cela on formera un parallélogramme articulé sûr la branche A. et sur la direc- 
tion oH et qui soit fixé à la branche E. 

Les deux axes 0^ et 1 seront fixes , et pendant que les points « et / décriront , 
l'un le cercle M et l'autre le cercle D, la règle E se mouvra parallèlement à la 
règle fixe K. 

§ XIL 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la génératrice droite k. de 
rhélicoîde était inclinée à l'horizon et dans le même sens que Thélice H décrite 
par le point m. 

Mais il est nécessaire d'examiner le cas où la génératrice A serait inclinée en 
sens inverse. 

Supposons que l'hélice rampe de gauche à droite comme l'indique la fig. XY , 
la droite génératrice de Thélicoide pourra avoir la position A ou la position A.. 

Dans le premier cas , la génératrice droite A est inclinée dans le même sens 
que l'hélice H ; 

Dans le deuxième cas, la génératrice droite A.. est inclinée en sens inverse par 
rapport à l'hélice H. 

Dans le deuxième cas , la ligne de séparation d'ombre et de lumière aura pour 
projection horizontale, dans le premier et le septième cas examinés ci-dessus, 
§ X, les branches d, des fig. Y et XUl. Ainsi, la courbe en projection horizontale 
doit être complète, car rien n'indique lorsqu'on la construit sur son plan (sams 
s'inquiéter du problème d'ombre), si la génératrice droite de ThélioMde est dirigée 
dans le sens du' rampant de l'hélice H ou en sens contraire ; la construction gra- 
phique sur le plan doit donc satisfaire à toutes les relations de position de Tespace 
que le problème d'ombre peut ofirir. 
Et c'est ce qui a lieu en effet. 
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fin résomé: 

L'iiélioe H , ligne de gorge de la surface bélicoîde, peut ramper de gauche à 
droite ou de droite à gauche sur la partie antérieure du cylindre A sur lequel 
cette hélice H est tracée , et dans Tun et l'antre cas, la génératrice droite A de 
cette sarCaee hélicoide peut être inclinée à T horizon , dans le même sens on en 
sens contraire , par rapport à cette hélice H. 

ai rinctinaison de la génératrice droite A est dans le même sens que le ram- 
pant deThélice H, que cette hélice rampe de droite à gauche ou de gauche à 
droite, la branche d (fig. V et XIII) sera la projection horizontale de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière. 

Si 9 au contraire ^ Tindinaison de la génératrice droite A est en sens contraire 
au rampant de Thélice H, que cette hélice rampe de droite à gauche ou de gauche 
à droite, la branche d, {jig. V et XIII ) sera la projection horizontale de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière. 

§ XUL 

De$ diverses Jormes que peut affecter la projection horizontale de la ligne de sépara^ 
tion iC ombre et de lumière dune sur/ace hélicoide générale , dont la génératrice droUê 
est horizontale^ suivant t inclinaison du rayon lumineux. 

Lorsque la génératrice droite A de la surface hélicoide est horizontale , le 
cercle D n'existe pas , ou mieux son rayon est infini. 

Dès lors, le point fixe p est toujours dans l'intérieur du cercle D ; par consé- 
quent , tant que ce point fixe p sera situé à une distance finie du centre 0^, c'est - 
à-dire tant que le rayon de lumière ne sera pas horizontal ,. la projection de la 
séparation d'ombre et de lumière sera une courbe fermée. 

Premier cas. Le point fixe p étant situé hors du cercle M. 

La courbe offrira un nœud au point p, ainsi que l'indique la fig, XYI. 

Deuxième cas. Le point fixe p éiani ^ué sur le cercle M. 
La courbe offrira un point de rebroussement au point p, ainsi que l'indique la 
fig. XVII. 

Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans l* intérieur dmcerdelâ. 
La courbe ne passera pas par le point p ; elle sera tangente en les points s el s« 
an cercle M , et elle offrira la forme indiquée par la fig. XYIII. 

Quatrième cas. Le point fixe p étant situé au centre du cercle M. 
La oourbe ne sera autre que le cercle M lui-même. 

Remarque. Dans les 1", 2* et 3* ou , le rayon lumineux est plus ou moins incliné 
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à rhorizon, il fait un angle plus ou moins aigu avec le plan horizontal ; mais dans 
le quatrième cas , le rayon lumineux est vertical , il fait un angle droit avec le 
plan horizontal. 

Cinquième cas. Le point fixe p étant situé à t infini. 

Dans ce cas , la divergente pi est toujours perpendiculaire à la projection du 
rayon lumineux; le point l est situé à Tinfini ; dès lors , le rayon o^/ est parallèle 
à pi; la ligne de séparation d'ombre et de lumière est donc tout entière située à 
r infini. 

S XIV. 

Construction dun compas propre à tracer (Cun mouvement continu la courbe d , suÙHmi 

les formes qu^elle affecte dans les fig. XVI , XVII et XVIII. 

Pendant que la branche A,, dont une des extrémités peut tourner librement 
autour du centre fixe o^ fig. XIX , se meut autour du centre, il faut que la 
branche E, dont la rainure glisse sur le pivot fixé d'une manière invariable en p« 
reste toujours parallèle à A. 

On obtiendra ce résultat en fixant la branche à rainure E à la règle A, au moyen 
d'un parallélogramme ayant trois de ses articulations en o^, en p et en 5 (point 
situé sur le cercle M); la règle B portant une rainure sera fixée en s et perpendi- 
culairement à la règle A. 

Le crayon x, en glissant entre les rainures des branches E et B^ décrira la 
courbe S. 

S XV. 

Dans le cas où Ton considère une surface hélicoide dont la génératrice droite est 
horizontale , on remarque que la projection de la ligne de séparation d'ombre et 
de lumière affecte des formes analogues à celles que l'on obtient pour la surface 
hélicoîde dont la génératrice droite est inclinée à Thorizon, Il suflit pour s'en 
convaincre de jeter les yeux sur les fig. IX et XVI , X et XVII, XI et XVIII. 

Mais il est bien évident que ces courbes , analogues de forme , n'ont pas la même 
^équation , puisque la construction de leurs divers points est différente pour les 
unes et pour les autres. 

Dans; le casotf la génératrice droite A est horizontale , la projection horizontale 
de la ligue de séparation d'ombre et de lumière est une épicycloide. 

Ainsi , on a : 

V Une épicycloïde parfiiite {fig. XYll), lorsque le point fixe p est sur le 
cercle M; 
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2* Une épicycloîde rallongie (fig. XYI), lorsque le point Axe p est hors du 
cercle M ; 

Et S"" enfin une épicycloîde raccourcie {fig. XVIII), lorsque le point fixe p est dans 
rintérieur du cercle M. 

Il est facile de reconnaître que cela a lieu en effet : 

l"" Rappelons-nous que pour construire un point x de la courbe d. , lorsque le 
point p est situé sur le cercle M , on exécute la construction suivante (fig. XX )• 

On mène par le point p une divergente ; par le centre o\ on mène un rayon pa- 
rallèle à cette divergente et coupant le cercle M au point s; par le point s , on 
mène une perpendiculaire au rayon o'^s, laquelle coupe la divergente en un 
point X , qui appartient à la courbe d. 

Pour obtenir le point ;r, on peut exécuter une autre construction. 

En effet : 

Sur cf'p comme diamètre décrivons un cercle G ; menons par le point i , «milieu 

de oV 6t centre du cercle G, une droite parallèle aux droites parallèles entre 

elles o'^s et px y cette droite coupera le cercle C au point n; prenons m'c=s ni , et 
du point î' comme centre décrivons le cercle G^ ; les deux cercles G et G' seront 
tangents en n, puisque leurs centres t et i' et le point n sont en ligne droite; de 

plus ces deux cercles auront même rayon ^ puisque Ton a pris* ni!=n?r 

Gela posé : 

Je dis que le cercle G passe par le point x. Gela est évident sur la figure* 

Maintenant les arcs de cercle nk'x et nkp sont égaux ; par conséquent si je fais 

rouler le cercle G' sur le cercle G , le point x engendrera la courbe d. Donc la 

courbe d est une épicycloîde parfaite à une seule involution. 

2"" Lorsque le point p est hors du cercle M , on construira sur cf'p comme dia* 

mètre un cercle C ; le point t , milieu de 0% sera le centre de ce cercle {fig. XXI)« 
En menant par le point i une parallèle u aux droites parallèles entre elles 

px et TT, elle sera équidistante de ces deux droites. 

Menons par le point s une parallèle à o*p, elle coupera la droite fTen un point f; 

et si de ce point î', comme centre et avec un rayon égal à oN , on décrit un 
cercle G', ce cercle passera par le point x, et de plus les deux cercles G et G' 

auront par construction des rayons égaux. 

♦» 

Gela fait : 

Partageons la distance ii' en deux parties égales par le point q y et décrivons 

des points t et t' comme centres et avec un rayon égal à la moitié de Wy deux 
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cercles G. et C/, ces ddax cerclea seroQt tangente ea ^, et le point x sera exté» 
rieur au cercle C/, 

Or il est évideat^ par la %ure eUe-méme, que si le cercle G/ roule sur le 
cercle G,, le point x engendrera la courbe S. 

La courbe d est donc dans ce cas une épicjcloide rallongée et à une seule invo*» 
lution. 

"^ Lorsque le point p est dans Tintérieur du cercle M, on peut faire les mêmes 
coi^rnctions (fig. XXII) et les mêmes raisonnements que ci-dessus, et on voit que 
la CDut1)e d est dans ce cas une épicycloide raccourcie et à une seule in volution(*)» 

S XVI. 

Ligne de, êépmnêond ombre et de Imaière swr ta mrface du filet de m. 

Il est évident que pour passer de la surface hélicoîde générale à la surfece de 
lai^t, soit qu'elle soit à filet triangulaire, soit qu'elle soit à filet carré, il suffit de 
supposer, dsms oe qui précède, que le rayon du cercle M se réduise à zéro y et 
dosupposersinsiidaustoolies les constructions grs;riiiques précédentes, que les 
poÎAlS4^ V^.»« se i^onfondenten un seul point, en se superposant sur le caitre c^. 

Vis irianguUâre, 

i>ès lors, lorsqu'il s'agira du filet triangulaire, leeercle D existera, et le point 
fiM p fK^nm avoir 5 positions remarquables. 

Premier cas* Le poinX p étant hors du cercle D (rayon lumineux incliné). 
Ia pf ojeetion ^ de la Kgne de séparation d'ombre et de lumière aura la forma 
indignée fig« XXIIL 

Dfiuxstn: qas* Le p&imp étant met le cercle D (rayon lumineux incliné). 
La courbe i aura la forme indiquée fig. XX1V« 

Troisième cas. Le point p étani dms tinteriez du cercle D ( rayon lumiaaiu 
incliné). 
Xa çourbe^aura la forme indiquée fig. XXV. 

Quatrième cas. Le point p étant le centre of (rayon lumineux vertical). 
La courbe i se réduit au centre o^. 
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CiNQUiiME CAS. Le poimi péimt à t infini (rayon lumineux horizontal). 

La eourbe d aura la forme indiquée fig. XXYI. 

Rexarqus. Noua pouvons faire sur ces courbes les mdmes obseryations q«e 
pour rhélicoïde générale^ car on voit que dans les 1^ et 6^ cas, la enurbe «t 
composée de deux branches infinies d et d». 

§ XYIU. 

Vis carrée. 

Pour la surface du filet de vis carrée, la génératrice droite A est horizontale ; le 
ee?ele D a donc un rayon infini , et le cercle M a un rayon nul. 

Le point p ne pourra donc avoir que trois positions remarquables. 

Premick cas. Le ffohu p étant à distance finie du centre o^ ( rayon lumineux 
incliné ). 

La construction du point x de la courbe 8 (fig. XXYII ) nous montre de suite 

que cette courbe est un cercle tracé sur oy comme diamètre : 

La ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface du filet de vis 
carrée sera donc une hélice (*). 

Deuxième cas. Le point p étant le centre o^ (rayon lumineux vertical) • 

La courbe d se réduit dans ee cas au centre c^. 

Troisième cas. Le point p étant situé à t infini (rayon lumineux horizontal). 

La ligne de séparation d'ombre et de lumière est située tout entière à Tinfinî. 

S XIX. 

Mais au lieu de déduire le tracé et la forme de la projection horizontale de la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière de la vis triangulaire^ de ce que nous 
avons dit par rapport à Thélicoide générale, et cela en supposant que le rayon du 
cercle M se réduise à zéro , nous pouvons chercher directement la solution de la 
question posée d'une manière qf)éciale pour la vis triangulaire. 

Reprenant donc la fig. e , où nous avons construit le point j^, qui appartient à 
la courbe , nous devons voir s'il ne serait pas possible de prouver que cette courbe 
jouit aussi de la propriété d'avoir un point fixe. 



(*) Voyez dans les déffelopemenii de géométrie descriptive ce que j'ai dit au sujet de la propriété [dont 
jouit la surface du filet de vis carrée , savoir : d'être eoupée sui.vaat iina kélica pav tout^yliadve 4e ré- 
volution passant par Taxe de la vis ; ou , en d^autres termes j ayant L'axe de la vis pour une de^es g^oéca- 
Mte» di«itQt. 
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Et dès lors reprenant la fig. e (2* partie) pour en composer la fig. A, nous voyons 
qu'en faisant tourner la droite H' autour du centre ô^ et d'un angle droit » le 
point a viendra en a\ le point r en /, et le point rf en o:^ ; et cela parce que Ton 

a : 0^6 =: bttf puisque la droite B^ fait un angle demi-droit avec la ligne A^. 

Le point a! sera donc un point fioœ. 

Dès lors on en conclut que la projection horizontale de la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière de la vis triangulaire doit bien être construite ainsi que 
nous l'avons dit ci-dessus, § 16. 

§XX. 

Lorsque le point fixe a! est supposé à l'infini , alors le rayon de lumière est 
horizontal ; dans ce cas , ia ligne de séparation d'ombre et de lumière peut être 
considérée comme le contour apparent de la vis triangulaire , en supposant l'œil 
du spectateur situé à l'infini sur le rayon lumineux ; la projection horizontale de 
ce contour apparent se construit facilement » ainsi que nous l'avons dit , § 16. 
Mais cette construction peut être simplifiée et de la manière suivante : 
La fig. XXVI nous donne la fig. B ; le point x est un point de la courbe ; 

l'angle bx est droit. 

Si nous menons par le centre o du cercle D une droite G perpendiculaire à la 
droite oa', qui contient à l'infini le point fixe a\ cette droite G coupera le cercle 
D en q'j et si nous menons en 9 une tangente K au cercle D» cette tangente K 
coupera le rayon ox au point y. 

Or, je dis que l'on a toujours : ox = qy. 

Et en effet : 

Les deux triangles rectangles yqo et xla sont semblables , puisque les angles 

Usa et qyo sont égaux comme angles correspondants. 
On a donc : 

ol : oq II ox : qy 

Or 72= oq comme rayons d'un même cercle, donc on 9l: oxsnqy^ ce qu'il 
fallait démontrer» 

§ XXI. 

Construction des compas propres à tracer la projection horizontale de la ligne de sépa* 

ration d^ ombre et de lumière dune vis à filet triangulaire. 



Ces 
tracer 



ration a ombre et de lumière aune vis à filet triangulaire. 

compas seront identiquement les mêmes que ceux qui nous ont servi pour 
la projection de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour l'héli- 



k 
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Goide générale. Il suffira de faire glisser la branche B^ de manière à ce que le point s 
se superpose sur le centre o^. 

Les fig. XXVIII, XXIX et XXX donnent une idée suffisamment exacte de la 
forme et de la position des branches £, B et Â, les unes par rapport aux autres. * 

QUATRIÈME PARTIE. 

Constraotîon de la ligne de lèparation d'ombre et de lamîère d'ane farfaoe hélicolde générale , 

en rappelant cette rarfaoe éolaîrée par un point lominenz. 

Tout ce qui a été dit dans la première partie, au sujet des paraboloîdes , 
trouve encore son application , dans le cas où la surface hélîcoîde est éclairée 
par un point lumineux. 

Les constructions auxquelles nous serons conduit , pour déterminer les divers 
points de la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, 
sont déduites des mêmes principes qui nous ont servi lorsque nous supposions 
la surface éclairée par un rayon lumineux. 

§1. 

Supposons que le point lumineux / soit projeté en l". (fig. G) et que nous vou- 
lions déterminer la projection a^ d'un point x de la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière, ce point x étant situé sur une génératrice droite A de la surface 
hélicoïde. Il est évident que toutes les considérations géométriques qui ont con- 
duit à la fig. c (deuxième partie), alors que l'on supposait un rayon lumineux, 
apparaissent de nouveau ici dans le cas d'un point lumineux. Seulement la 
trace Hp du plan P assujettie à passer par la génératrice droite A , ne sera plus 
déterminée par la trace horizontale du rayon lumineux passant par le point m , 
mais devra être déterminée par la condition de passer par le point lumineux /. 

On mènera donc (fig. G) par le point / une droite parallèle à la génératrice Â , 
laquelle coupera le plan horizontal mené au-dessous du point m à la distance 
connue: z=:R tang (x, en un point y; et en joignant les points yeiz l'on aura la 
trace Hp. Et le reste de la construction sera identiquement la même que celle de 
la fig. c (deuxième partie). 

su- 
Dans le cas où la surface était éclairée par un^ rayon de lumière, nous avons 
pu simplifier les constructions graphiques et arriver à l'invention de divers 
compas propres à tracer d'un mouvement continu la projection horizontale de h) 
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ligne de séparation d'ombre et de lumière; pourrons-notis obtenir des résultati 
analogues dans le cas où la surface hélicoîde est éclairée par un pmnt lominenx ? 
c'est ce que nou» allons exeminei). 
- Si nou&concevoQis diverses^ génératrices drailes A^ A\ â!\..^.. de la surface h^ 

licoïde, nous aurons une suite de plans P, P', P'', passant respectivement par 

CCS génératrices droites de la surfeee hélicoîde et lesquels seront parallèles à une 
droite fixe L dans le cas d'un rayon lumineux y ou une suite de plans P., P',, P",,.-« 
passant respectivement, par les raômas génératrices droites de la, surface hélicoîde 
et par un point fixe /, dans le cas d'un point lumineux. 

Or, dans le premier cas-, parle point m nous pourrons mener dans Icplan P 
vue droite K parallèle à la droite L; par le point m' nous pourrons mener 
dans le plan P' une droite K' parallèle à la droite L, ainsi de suite (les divers 
points mj m'y,,, étant situés sur riiélice H décrite par le pied de la plus courte dis- 
tance existant entre Taxe O de la surface hélicoîde et. sa génératrice droite Â)» 

Mais dans le deuxième cas-, si par le point m on mène dana le plan P, une 
droite K, faisant avec le plan horizontal un angle g; si par le point m' on mène 
dans le plan P', une droite K', faisan^ avec le plan horizontal le même angle g, 
et ainsi de suite, on voit sans peine que toutes les droites K, K\.... seront paral- 
lèles entre elles, et que toutes les droites K,, K',,.... ne seront pas parallèles 
entre elles. 

Or c'est précisément parce que les droites K, K',.«f étaient parallèles entre 
elles, que nous avons pu (§ X. 3* partie) simplifler la construction graphique 
donnée par la solution directe du problème, puisque nous avons été conduit 
à trouver que le point pétait fixe; et comme il est évident partout ce qui a 
été dit dans la troisième partie que ce point p ne peut être fixe que lorsque 

les diverses droites K, K', sont parallèles, on voit de suite que lorsque Ton 

aura des droites K., K',^.... non parallèles entre elles, le point p se mouvra sur 
un cercle C ayant le pointa* pour centre. 

Et comme la position du point p sur le cercle C dépendra de la position que 

prendra chacun des plans P,, P\, il s'en suit que, tout bien considéré, la 

construction à effectuer serait aussi longue que la construction directe que nous 
avons exposée ci-dessus (fig. C). 

Nous n'irons pas plus avant sur ce sujet ; peut-être un jonr ponrra-t*on, par- 
queques considérations nouvelles, construire mécaniquement la projection hori- 
zontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière d'une surface hélicoîde 
éclairée par un point lumineux y ainsi que nou$ avons pu le faire dans le cas où 
cette ôuffâde^est éclairée par- un rayon lumineux. 
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N- 5. 

PROBLÈME. 

Étant données deux droites A et R^ sur la première un point a et sur la seconde tm 
point b , construire un cylindre de révolution tangent aux droites A et B, et respective- 
ment en les points a et b. 

Nous plaçons ce problème après le mémoire n"" 4, Tune de ses solutions nous 
ramenant à la propriété de la parabole dont il a été question dans la première 
partie du mémoire n"" 4 précédent; et quoique ce problème n'ait aucun rapporta 
la théorie des ombres , nous avons cru pouvoir le placer ici , parce qu'il n'est pas 
sans intérêt en géométrie descriptive. 

§1. 

Soient données deux droites A et B; menons par la droite A un plan P paral- 
lèle à la droite B, et par la droite B un plan Q parallèle à la droite A. 

Geht fart , prenons la plus courte distance D existant entre les droites A et B et 
coupant la droite A au point p et la droite B au point q. 

Nous pouvons sur )a droite pq, comme diamètre, construire une splière S, qui 
sera évidemment tangente en p et 7 aux plans P et <}• 

Tons les cylindres tangents à la sphère S seront de révolution et seront tan- 
gents aux droites A et B en les points peiq. 

Les axes de révolution de ces divers cyjindres sont tous situés sur un plan R 
perpendiculaire à la plus<îourte distanoe D, et passant par son milieu d. 

Ainsi, lorsque les points a et 6 ne sont autres que les pieds p et 9 de la plus 
cotirte distance existant entre les droites données A et B, f e proUëme a une infi- 
nité de solutions. 

§ n. 

Prenons sur chacune des droites A et B, savoir : un point a sur A et un point b 
sur B ; ces points atlb n'étant plus les pieds de la plus courte dista&ce D existant 
entre les droites A et B. 

Par le point milieu de ab nous pourrons mener un plan R paraUèle<wx plans 
P et Q détennioés ainsi 4itt'ii a été dit ci-^ssus § I. 
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Par le point o nous mènerons une droite K perpendiculaire au plan R et cou- 
pant le plan P en un point a! et le plan Q en un point b'. 

Les droites aa et bb' seront parallèles. 

Nous pourrons mener par la droite K un plan perpendiculaire aux droites aa! 
et bb' et tracer dans ce plan un cercle G ayant ab' pour diamètre et le point o 
pour centre. 

Le cercle G sera évidemment tangent en a' au plan P et en 6' au plan Q. 

Dès lors il est évident que le cylindre 2, qui aura le cercle G pour courbe di- 
rectrice et ses génératrices droites parallèles aux droites parallèles aa et bb\ sera 
de révolution et aura son axe de rotation situé dans le plan R; cet axe passera 
par le point o et sera parallèle aux génératrices droites diamétrales aa' et bb' de 
ce cylindre 1. Et à mesure que l'on fera varier la position des points a et b sur 
les droites données A et B, le cylindre 2 changera de position et de rayon; mais 
son axe de rotation restera toujours dans le plan R. Et pour chaque position par- 
ticulière des points a et 6 il n'y aura qu'un cylindre, et ainsi le problème n'aura 
qu'une solution. 

§ m. 

Étant donnés un point a sur la droite A et un point b sur la droite B, menons 

par le point o milieu de ab un plan Z perpendiculaire à cette droite a6. 

Ge plan Z coupera la droite A au point x et la droite B au point y. 

En joignant les points x ety nous aurons une droite L , et de telle sorte que les 
droites L et A détermineront un plan P, et que les droites L et B détermineront 
un plan Q.; ces deux plans P, et Q, se coupant suivant la droite L. 

Gela posé , 

Il est évident que chacun des points du plan Z est également distant des points 
a et b. Par conséquent, si l'on prend sur la droite L un point /, les droites la et 
Ib seront égales; dès lors, aussi, si du point a on abaisse une perpendiculaire am 
sur la droite L, et si du point b on abaisse une perpendiculaire bn sur la même 
«droite L (les points m et n étant sur la droite L les pieds des perpendiculaires 
abaissées), on aura : 

am = bn. 

Et si du point o, milieu de a6, on abaisse une perpendiculaire sur la droite L, 
son pied t et les points m et n se confondront en un seul et même point. 
Gela posé , 
Menons par les points a et 6 deux droites A' et B' parallèles à la droite L, les 
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droites A et A' seront dans le plan P, et les droites B et B' seront dans le plan Q,. 

Si par le point o nous menons un plan Y perpendiculaire à la droite L, il cou- 
pera le plan P. suivant une droite T et le plan Q/ suivant une droite ©• 

Ce plan Y coupera la droite L précisément au point t, e^ la droite A' au point a, 
et la droite B' au point b. 

Et il est évident que les droites T et 3 ne seront autre que les droites ia et ib\ 

et nous savons que Ton a : îa =: ib. 

Nous pourrons donc tracer dans le plan Y un cercle G' tangent en a et 6 aux 
droites T et 0, et le regarder comme la section droite d'un cylindre de révolution 
A ayant son axe de rotation parallèle à la droite L. 

Ce cylindre A sera évidemment tangent en a et 6 aux droites données A et B. 

Et Ton voit de suite que, pour le cylindre 2 déterminé § 2 , le plan aabb' est un 
plan diamétral^ tandis que pour le cylindre A, que nous venons de déterminer 
§ 3 , le plan aA'6B' est un plan corde. 

Ou , en d'autres termes , pour le cylindre 2 la droite a!ob' est un diamètre de la 
section droite et circulaire G, et pour le cylindre A, la droite aob est une corde 
de la section droite et circulaire G'. 

§IV. 

Étant donné un point fixe a sur la droite A, on peut se demander de chercher 
le lieu des axes des cylindres de révolution qui seraient tous tangents en a à la 
droite A, et respectivement tangents à la droite B en ses divers points 6, 6., b^^... 
Pour résoudre cette question , faisons passer par le point a et la droite B un plan 
que nous prendrons pour plan horizontal de projection. 

La droite A se projettera sur ce plan suivant k^{fig. M). 

Gela posé : 

Les axes des cylindres de révolution A, A.^ A,... cherchés, seront respec- 
tivement situés dans les plans Z, Z,, Z,,... menés perpendiculairement aux 
droites oé, ab,, ab^,... et respectivement par les milieux o, o,, o,... de ces droites. 

Or ces plans Z, Z,, Z,,... sont tous verticaux, tous perpendiculaires au plan 
horizontal de projection. 

En sorte que si, par les milieux o, o,, o,,— ^^^ divergentes ab^ ab,, ab^,... 
nous menons des perpendiculaires H', H's H'*,... à ces droites, nous aurons les 
traces horizontales des divers plans Z , Z, , Z, .... Mais les points o, o,, o, ... sont 
sur une droite I parallèle à la droite B ; et dès lors, en vertu de ce qui a été dit 
dans le mémoire n"" &, les droites H', H% H'*... sont les tangentes d'une parabole 
d ayant le point a ponr foyer et la droite B pour directrice. Les axes des cylindres 
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de révolution sosyt donc idifitrJbuésjBurJes divers plane Z,Zr, Z. ... tangents à un 
cylindre vertical ayant la pnr^ole d peur section droiie. 

s y. 

Il sera facile de construire les projections de Taxe II. de l'un de ces cylindres de 
révolution; et, en effet : 

Prenons pour plan vertical de projection un plan parallèle à la droite A. Dès 
lors la ligne de terre {fig. M) sera parallèle à A*; et projetant le point a en a' sur 
la ligne de terre LT, et traçant la droite A" faisant avec LT Tangle que la droite A 
fait avec le plan horizontal (angle qui est connu, qui est donné, puisqu'il est égal 
à l'angle que font entre elles les droites données A et B), on aura la projection 
verticale de la droite A, 

Cela fait : 

Par le milieu o. de la droite ab, menant la droite H'* perpendiculaire à ab,^ cette 
droite H'' sera tangente à la parabole d et coupera la droite B au point y et la 
droite A* au point a;* (x* sera -sur A"). 

La droite L, qui unit les points xeiy sera parallèle à Taxe U, cherché. 

Donc U.* sera parallèle à H's qui n'est autre que L,* et U/ sera parallèle à L,* 
(cette droite L.*' est facile à construire^ puisque l'on connaît les points x %i y 
qui la déterminent). 

Le centre p. de la section droite et circulaire du cylindre A, ( cylindre ayant U, 
pour axe) sera sur le plan Z. ; donc le point p,* sera sur la droite H*'; et comme 
le cylindre A. doit être tangent en a au plan (L,, A ) , ce point p, s'obtiendra par 
rinterseclion du plan Z^ et de la normale R. menée au point a au plan (L., A). 

Désignant ce plan (L, , A ) par P , la droite ay ne sera autre que H*', et dès lers 
la droite R,^, menée par le point a perpendiculairement à la trace H^* sera la pro- 
jection horizontale du rayon d'un cercle qui sera la section droite du cylindre A.. 

Cette droite R.* coupera la droiie H'* en un point p.* qui sera la projeotion ho- 
rizontale du centre du cercle-section droite du cylindre A,. 

Il sera facile de déteminer p.*" ; et les droites U,^ et U," menées par les pwnts p.* 
et p,*" respectivement parallèles aux droites L.^ et V seront les projections de 
l'axe U, du cylindre de révolution A. tangent, en a à la droite A et en <(i à la 
droite B« 

Mais, en vertu de la coostructîoB effectuée pour trouver, sur le plan horizontal 
de projeclioA, le point p,\ on reconoatt que oe point est situé sur la parabole 3^ 
et qu'il n'est autre que le contact de celte parabole d et de sa tangente H''. 
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Par condéiquent ^ le /{««des divers centres p., p;, p,**- des seetions circulaires 
des divers cylindres A., A, > A, ... sera une courbe 6 qui se projettera horizonta*- 
lement suivant la parabole d. 

Mais comme, quel que soit le point 6., 6,, 6, ... que l'on considère sur la droite 
B, on aura toujours les traces V% \^% y^' ... parallèles à A", il s'ensuit que les 
points p.", p.", p," ... seront tous situés sur la droite R,*" menée par le point a" per- 
pendiculairement à la projection verticale A.^ de la droite Â. 

Dès lors OH doit en conclure que la courbe 6 est une courbe plane, et qu'elle 
est la parabole section faite dans le cylindre vertical et parabolique ayant la 
eourt)e i pour trace horizontale , par un plan mené par le point a perpendiculai*- 
rement à la droite A. 



N" 6. 

(HÉMonui miiuT.) 

CONSTRUCTION DE LA TANGENTE EN UN POINT V DU CONTOUR APPARENT DE LA SURFACE 
D£ LA VIS TRIANGULAIRE ; 2^" DE LA PROJECTION HORIZONTALE DE LA COURBE DE 
SÉPARATION d'ombre ET DE LUMIÈRE DE LA SURFACE DE LA VIS TRIANGULAIRE (1). 

§1. 

De la tangente en un point du contour apparent de la surface de la vis par la méthode 

de ROBERVAL. 

U s'agit de construire : 

l"" La tangente à la projection horizontale de la courbe en question ; 2* la tan- 
gente à la projection verticale de la même courbe. ( Cette seconde tangente se 
déduit de la première au moyen du plan tangent. ) 

(4) LfiS reehercbes géoœélriquea oonsigoées dans ce mémoire sont de M« Ponoiubt ; la rédaction est de 
M. Bardin , répétitenr des travaux graphiques à TÉcole polytechnique. 

Bq 4SS7, M. PoHCBLBT , qui était alors professeur de mécanique à TÉcole d'application de Metz , corn* 
muniqua à M. Babdin , qui était à cette époque professeur à TÉcole régimenlaire d'artillerie de la mèofte 
yiUef les iiote3:que je publie iei^us le w 6«.et qui étaient déjà anciennes, puisqu'elles dataient d&l'École 
poly^eohnîque. 

MU. PoBiiBBUDr et GniLunoNétaient élèves à l'École polytechnique enl 809 , et ce fut cette année qu'ils 
trouvèrent une construction très-simple da la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et 
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Rappelons d'abord la construction graphique de la projection horizontale de la 
courbe. 

AP et AB {Jig. i ) sont deux droites perpendiculaires entre elles; 

P est un point fixe ou pôle (c' est le pied de l'axe de la vis sur le plan horizontal) ; 

PB rayon vecteur tournant autour du point P, en s'appuyant sur la droite AB. 

Gela posé: 

Si l'on prend PX ?= AB, le point X appartient à la courbe. 

Le point générateur X peut être censé animé de deux mouvements : l'un angu- 
laire autour du pôle P, mouvement qui peut se mesurer sur la perpendiculaire en 
X au rayon vecteur ; l'autre de translation vers le point B , en suivant le rayon 
vecteur. 

Or, d'après le principe de Roberval , la résultante de ces deux mouvements a 
pour direction la tangente à la courbe au point X. 

La solution du problème se réduit donc a la détermination des vitesses com- 
posantes; 

En comparant le mouvement du point X à celui du point B le long de la droite 
AB , on voit : 

VQue la vitesse de translation du premier point (qui est le point X), le long du 
rayon vecteur PX, est la même que celle du point B le long de la droite AB, car 
leurs accroissements sont sans cesse égaux. 

Or ce que l'on appelle, ici, vitesses ou fluxions n'est pas autre chose que le 
rapport des accroissements inGniment petits de deux quantités variables ; c'est-à- 
dire le rapport de leurs différentielles. 

Soit donc Bb {fig. 2 ) la vitesse du point B , celle du point X sera Xx, égale à 
Bb. 

de lumière , et du contour apparent de la vis triangulaire. Leur solution était très-diflFérente de celle don- 
née par Hachette. A cette époque, la soliition de M. Pbbst n'était point connue à rÉcole polytechnique, 
m celle de M. Français, puisque cette dernière ne fut publiée dans la Correspondance de l'École polytech- 
nique qu'en 4840. 

La construction graphique de la projection horizontale des deux courbes , que rappelle M. Poncelbt 
dans les notes que je publie ici , est précisément celle sur laquelle je suis retombé en 4 84 9 , en passant de 
rhélicoïde générale à une surface plus simple , celle de la vis triangulaire. Il est évident que MM. Poicgblbt 
et GuiLLEBON avaient, en 4809 , trouvé, pour la vis triangulaire , précisément la méthode à laquelle je 
fus conduit , sans connaître leur travail sur la vis à filet triangulaire , et que j*ai appliqué à lliélicoide 
générale ; car on doit le faire remarquer , cette méthode est la seule , entre toutes celles exposées jusqu'à 
présent , qui conduise à la découverte du point fixe qui sert à simplifier d'une manière si élégante la con- 
struction , par points , de la courbe cherchée. 

La priorité de celte méthode appartient donc à MM. Poncblbt et Guillbbon. Il est à regretter que les 
recherches de MM. Poncelet et Guillbbon n'aient point été immédiatement publiées dans la Correspon- 
dance de l'École polytechnique. M. Guillbbon était , à l'époque de sa mort arrivée en décembre 4844, 
ingénieur en chef et professeur à l'École des ponts et chaussées. T. 0. 



— 97 — 

2* Que les points X et fi , situés sur le môme rayon vecteur, ont la même vitesse 
angulaire; et les arcs circulaires infiniment petits parcourus par chacun d'eux ^ 
sont proportionnels à leurs distances PX et PB du centre P. 

Donc, la vitesse de rotation de Tun conduira à celle de l'autre. 

Or, si l'on décompose la vitesse de translation du point B sur la droite AB, en 
deux , l'une suivant PB et l'autre suivant B6' perpendiculaire à PB, la dernière-' 
sera évidemment la vitesse de rotation du point B autour du point P. En vertu du * 
parallélogramme hbjbb\ fié' sera la vitesse élémentaire du point B sur BA'. En effet, 
soit B6 infiniment petit , la ligne bb* est sensiblement la direction du rayon vec- 
teur correspondant, et B6' est un arc circulaire infiniment petit, décrit du point 
P comme centre.. Or, B6 étant bien l'accroissement de ÂB, bb' est l'accroissement 
du rayon vecteur correspondant, et.Bé' (arc circulaire infiniment petit décrit 
par le point B) est raccroissement élémentaire de l'arc total BG. 

Cela dit, reportons^nous.au point X ; l'arc qu'il décrit, dans le même mouve- . 
ment, devant être proportionnel à l'arc B6', sera obtenu en traçant la droite P6, 
qui caupe la droite \x' (menée perpendiculairement à la droite PB) au pointa:'. 
L'arc Xo;' sera la vitesse de rotation du point X. 

Connaissant la vitesse de translation Xo;, du point X et sa vitesse de rotation 
\Xj on aura celle de son mouvement réel à l'aide de la diagonale ILx du parallé- 
logramme \x'icx^. 

Or ^Sk est l'élément prolongé de la courbe que décrit le point X, cette droite 
\x est donc la tangente à la courbe décrite par le point X et en ce point X. On 
peut objecter que les vitesses ou accroissements qu'on considère sont censés in- 
finiment petits, et que cependant on opère dans le tracé sur des longueurs finies. 

Mais il faut remarquer qu'on n'a considéré que les rapports des accroissements 
dos quantités variables, en sorte que la longueur B6, qui représente Tâccroisse- 
ment de AB est tout à fait arbitraire ; car la direction de la droite Xo;, qui ne dé- 
pend que du rapport existant entre \x et \x^ , restera toujours la mémo ; en 
sorte que si l'accroissement \x de la courbe change , néanmoins son rapport 
avec l'accroissement B6 n'aura pas changé. 

Au surplus , la considération des deux mouvements du point X et des vitesses 
qui en résultent n'est pas indispensable pour trouver la direction de la tangente 
en ce point X de la courbe. 

Le parallélogramme des vitesses ne sert, dans la construction précédente , qu'à 
faire trouver l'accroissement de l'arc de la courbe , au moyen des accroissements 
des coordonnées (du point X) qui lui correspondent. Aussi peut-on simplifier la 
construction précédente en remplaçant les auxiliaires B&, B6', B6,,... etc., parles 
données de la figure elle-même. 

13 



1 
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Première s%v^ykutl4m^ 4u H^i^ de; p,r6ndre hb {fi^. 3) aiH)itraif^ ^et; à droite 
du point B, on peut pi;end^e AK {fig. 3) luinnâineet Sovaier le paittlIél^graMma 
AB.BB'. Dès lors , PX éf al à A3 re^sentera to< vUessi» dui poîni ^ h long du 
rayon vecteur PB. 

La vitesse de rotation XX' du point X suitour du poiol P s'Q^tieifedfa en titrait 
la droite PB' et en élevant XX' perpendiculaire à PB. La diagonale Xx du parallé- 
log)rama)e PXX'o: sera la dideeciion delà taoge^ute au point X de la eourbo. 

Remarquons que lecùté xX du parailélogramme XX^K:v rencontre l^droiiePA 
en un point K» et la droite XS. est pmealièle à la draite A3^ car leftirMOgles A0U 
et KX'X soat semblables et ont Ieur« cOtés paf allèles« 

DeuaUnie simptifieatwn. La remarqee précédente oMiduil à u«iâ/ eonslrvetien 
plo8 simple de la tangente Xji; , et en effet (fig. 4 ) on peut obtenir îmmédiatepient 
le point K en menant par le peint X <ine p&rallèle à AB* Cela fait, menons par le 
peint K une droite Kx parallèle au rayon vecteur PX , et par le point P une droite 
P4: perpendicutaîre à ce rayon vecteur PX; les droites Ko: et Pi? se couperadt 
en un peînt x qui appartiendra à la taieigeate Kx à mener à la eourbe et au 
point X. 

Troisième simplification. La construction précédente conduit à une construction 
plus simple encore. 

Sur AP comme diamètre {fig. 5), tracez la demi-circonférence AQP; menez 
la corde AQ parallèle au rayon vecteur PX ; tracez la droite BQ , elle séi'a une 
parallèle à la tangente demandée. 

Et en eflfet : d'après laconstruction , les figures PQAB et Pa:KX sont semblables 
et semblablement placées ; les diagonales BQ et X^ sont donc parallèles. 

Les dernières constructions montrent de suite V que la droite AB est une 
asymptote de la courbe lieu des points X...^ et 2"" que cette courbe touche la 
droite AP au point P. 

§ n. 

De la tangente à la projecûon horizontale de la courbe de séparation d'ombre et de 
lumière sur h surface de la vis > par la méthode de RoBCUVAb, 

Rappelons d'abord la génération de la courbe. 

On donne 1^ Le cercle BDE (fig. 6 ) ; 2' Tangle droit BCD dont le so^amet reste 
toujours au centre C; 3'' le point P, pomi fixe ou pôle. 

Pour construire les divers points^ de la courbe, on oxécute les opéiralîoiliâ gra- 
phiques suivantes. 
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S0tt Tangle droit BCD (jfi^. 6) dans une portion qu^con^pie ; le côté CB coupe 
le cerde donné au point B-; tracez la droite PB ^ le point X en lequel le rajon 
vecteur PB coupe le seconcl cûté CD prolon|;.é^ e&t.unjiûint dala courba demandée. 

Cela posé : 

Le point générateur X a deux mouvements de rotation relatife : fun îi:utour 
du centre C, l'autre autour du pôle P, Il ne resle donc qu'à trouver les vitesses 
qui en résultent. 

La vitesse de rotation du point î autour du pôle P et celle du pornt B autour 
du même pâle , sont proportionnelles aux rayons vecteurs PX cl PB. Mais le point 
B est animé d'une vitesse dirigée suivant la tangente £6 au cercle BDË j laquelle 
peut se décomposer en deux, Tune de translation suivant Bfr, (sur le rayon vec- 
teur PB)» et Tautre de rotation autour du pôle P suivant la perpendiculaire B6'à 
PB. 

Prenant donc à volonté la résultante Bfr, on aura le parallélogramme Wbb,, 
qui donnera en Ç6' la vitesse de rotation W du point B. 

Passons du point B au point X , lequel est situé sur le rdyon vecteur PB. 

Tirons la droite PA', et marquons «a rencontre x avec la perpendiculaire Xo;' à 
PB, nous aurons en \x la vitesse de rotation du point X autour du pôle P. 

Beste à trouver la vitesse de rotation du point X autour du centré G. 

On la déduit de la vitesse de rotation du point D autour du centre C, en em- 
ployant la même métlK)deque précédemment. 

Ainsi : la vitesse de rotation du point D autour du centre € étant évidemment 
la même que celle du point B autour du même centre , l'on prendra sur la tan- 
gente en D au cercle BDË , une longueur \idz=zhb y et Ton aura en Dd la vitesse 
de rotation du point D , et l'on en déduira la vitesse de rotation Xo:. du point X 
autour du centre G. 

> 

Mais il faut remarquer que les vitesses de rotation \x et \x^ , que l'on vient de 
trouver ne sont pas réellement les vitesses composantes de la vitesse absolue du 
point générateur X (*)• 



rtM**AM^ta*MMirtMlataaak 



n Le principe posé par Robbaval n'a jamais été ambigu pcMir les géomètres 4iuî en ontbidn compris 
l'esprit. 

Ainai m point générateur d'une courbe plane ne peut se moui^ir siv ub f^km ^que de trda aannières 
différentes : 

Ou 4 " il est sollicitée en ligne droite , à chaque instant de son mouvemeiit^ par deux foDces de direction 
constante, dites forces de translation , et alors la tangente est la résultante des vitesses imprimées sépa- 
rément par chacune des deux forces , suivant la direction de chacune déciles. Alors la tangente est la dia- 
gonale du parallélogramme construit» les droites représentant les vitesses. 

Ou 2* il est sollicité , à chaque instaBi de son mouvement , par deux farces de rotaUon , ehacvneifelles 
agissant autour d'un centre parcioulier ; et alors ua peint de. la «tangente se délermiiM par TintersectNA ées 
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En effet : en combinant la vitesse de rotation \x du point X autour du pôle P, 
avec la vitesse de translation Xy' de ce même point X sur le rayon vecteur PX y 



deux rayons vecteurs transportés , parallèlement à eux-mêmes , à une distance finie du point considéré sur 
la courbe, les deux distances finies étant entre elles dans le même rapport que les arcs infiniment petits 
décrits dans le même temps par le point de la courbe , et respectivement autour de cliacun des centres 
fixes. La tangente est alors la diagonale d*un quadrilatère bi-rectangle. 

Ou 3" il est sollicité, à chaque instant de son mouvement, en ligne droite d'abord , par une force de 
translation dirigée dans le sens du rayon vecteur, et ensuite circulairement autour d'un centre fixe par 
une force de rotation , et la tangente s'obtient alors en combinant les deux principes ci-dessus. La tan- 
gente est alors la diagonale d'un reclangle. 

La soluLion donnée par M. PoiXcelet est conforme (et cela devait être) à ces préceptes, qui n'étaient et 
ne sont ignorés d'aucun des géomètres qui ont eu et qui ont l'occasion d'appliquer le principe remarquable 

de ROBERVAL. 

Tout le monde savait ^ et depuis longtemps , qu'un illustre savant avait commis une erreur en construi- 
sant la tangente à l'ellipse par la méthode de Roberval (la direction de la tangente était exacte, quoiqu'il 
eût mal appliqué la méthode) ; mais on n'avait pas cru , par respect, devoir relever cette erreur, parce 
qu'on la regardait, et je crois avec raison', comme xm^ inadvertance ({uï ne pouvait tirer à conséquence. 

Il nejaut pas cependant croire que le principe de JRoherval puisse toujours être appliqué immédiatement 
en géométrie desci-iptive (en d'autres termes lorsque l'on se sert de la langue graphique) ; et, en effet, 
pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Boherval , il faut : 

Dans le premier mode de génération de la courbe, désignant par jT et y la direction des deux forces qui 

sollicitent son point m , il faut connaître la valeur finie du rapport—, et cela par la seule construction gra- 

dx 

phique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à Véquation de la courbe qui fera f(Xj y)'=0(en 
coordonnées rectangulaires ou obliques) , et ainsi sans avoir besoin de recourir à Vanalyse. 

Dans le deuxième mode de génération de la courbe , désignant par r et r' les deux rayons vecteurs par- 
tant des points ou centres de rotation pour aboutir à un point m de la courbe , il faut connaître , en dési- 

gnant par a et a les cercles des rayons r et r', la valeur finie du rapport —7, et cela par la seule construc- 

det 

tien graphique de la courbe , et ainsi sans avoir besoin de recourir à Vanalyse , et par conséquent sans 
avoir besoin de recourir à l'équation /" ( r, r' ) = de la courbe. 

Dans le troisième mode de génération de la courbe , désignant par r la direction de la force rccliligne 
appliquée au point m de la courbe, et par m le cercle que ce point m tend à décrire autour du point fixe (ce 

cercle » ayant son rayon égal à r], il faut connaître la valeur finie du rapport--, par la seule construction 

dm 

graphique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à son équation , qui sera dans ce cas f ( r, » ) = 0. 

Car si pour trouver la valeur finie de l'un de ces rapports il est nécessaire de recourir à l'équation de la 
courbe , et dès lors s'il est nécessaire d'exécuter des calculs analytiques , on ne fera autre chose que chercher 
l'équation de la tangente au point m; car, si l'on y regarde de près, on verra bien vite qu'en calculant 
par Vanalyse l'un quelconque de ces rapports , on calcule précisément ce qu'il faut pour obtenir Véquation 
de la tangente. 

Si la méthode de Boherval s'applique si utilement à la construction de la tangente en un ^int d'une 
section conique , c'est précisément parce que l'on voit de suite, par la construction graphique seule de la 
courbe , et en vertu des propriétés géométriques qui se déduisent tout naturellement de cette constructbn ^ 

que le rapport --r-; est égal à la l'unité. 

a» 

Et en effet : 

Soit donnée une ellipse ou une hyperbole (fig.Ad) ayant les points f et f pour foyers, en supposant que 
le point m' est infiniment voisin du «point m, l'arc mn sera dv el l'arc m»' sera dm'é 



on obtiendrait la vitesse réelle Xx du point X sur la courbe décrite par ce point 
X ; en sorte que Xa;' n'est qu'une des vitesses composantes de Xx par rapport aux 

Or en vertu de réqualion r±r'«=cde la courbe, on voit que Tona dr=qp:(ir', et qu'aussi wi?n=mV. 

Le quadrilatère bi-rectangle mnm'n' est donc inscriptible dans un cercle ayant mm' pour diamètre. 
Or l'on sait que dans un tel quadrilatère , lorsque les côtés m'n et mV sont égaux , les autres côtés mn 

et mn' sont aussi égaux , et ainsi Ton a : 3-? = 4 , tout comme Ton a : -3^ = 4 . 

L'on peut donc appliquer ^op^t^u^m^^ le principe de Roberval , et l'on voit aussi que pour les sec- 
tions coniques, peu importe, pour obtenir la tangente, de construire 4* un parallélogramme sur mn et 
m'n' (ou sur dr et dr'), ou 2* un quadrilatère bi-rectangle sur mn et mn' (ou sur d» et d» ), ou 3« un qua- 
drilatère bi-rectangle sur dr compté sur le rayon vecteur r à partir du point m, et sur dr* compté sur le 
rayon vecteur r' et aussi à partir du point m. 

Il n'en serait pas de môme si la courbe à deux foyers avait pour équation «^ (r, r*) = ; il faudrait de toute 
nécessité recourir à l'analyse y car il faudrait différencier l'équation de la courbe, pour obtenir le 

dr 
rapport — . 

Si réquatioQ de la courbe était r"» db f*" »> c (4 ), on aurait en dlfiérentiant 

mr^^-^Hr ± nr'i'^ - ^Hr' = 0. 
D'où l'on tire : 

mr(^ -■ ^ dr^ 

On porterait donc sur le rayon vecteur r, à partir du point m , la longueur nr'^^^^K et aur le rayon vec- 
teur /, à partir du point m, la longueur mr^^^^\ et cela de la manière suivante : en sens contraire si 
l'on prend le signe (-[-) dans l'équation (4), et dans le môme sens si l'on prend le signe ( — ) dans l'équa- 
tion (4). 

Et en construisant un quadrilatère bi-rectangle sur ces longueurs , la diagonale de ce quadrilatère don- 
nera la direction de la tangente au point m de la courbe ; et Ton voit de suite que l'on ne peut pas construire 
un parallélogramme sur dr et dr', car la diagonale de ce parallélogramme ne se confondra avec celle du 
quadrilatère bi-rectangle que dans le cas tout particulier où l'on a : drssdf**. 

Mais l'équation : ^{r, r^) = 0, de la courbe ne permettra pas toujours, quoique l'on en déduise 

dr „ .. 

d'avoir séparément et de suite le rapport de dr à une quantité finie , et le rapport de dr' à une autre quan- 
tité finie, ce qui est nécessaire pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Roberval; alors on 

attribuera à dr une longueur finie et arbitraire A, et l'on aura pour dr' une longueur finie B«-7; — r 

*> l**» r ) 

que l'on sera obligé de construire ou de calculer. 

Et l'on opérera graphiquement sur les longueurs Â et B , portées , la première sur le rayon vecteur r, et 

la seconde sur le rayon vecteur r', comme nous l'avons dit ci-dessus , en ayant égard au signe de A et de B , 

et ainsi nous construirons sur A et B un quadrilatère bi-rectangle dont la diagonale sera la tangente 

demandée. 

Cette discussion nous fait bien voir que l'emploi du principe de Roberval , en géométrie descriptive , 
n'est pas toujours immédiatement applicable, son application étant considérée sous le point de vue 
graphique. 

Voyez encore , à ce sujet , ce que nous avons dit daftis les développements de géométrie descriptive , 
touchant la construction de la tangente en un point de Tépicycloïde annulaire. T. 0. 
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directions particulières P^' et Xo:'. Môme cbo&e a lieu pour la vitesse de rotation 
Xir.» Donc la ré&ultanie des deux vîte^os \x ot Soi ibe diMiiiempas la vitesse réelle 
du point X. 

Ainsi, dans le cas particulier qui nous occupe en ce moment ^ la diagonale du 
parallélogramme construit sur Xo;' et Hx, ne donnera pas la tangente au point X 
de la courbe. 

On se rend parfaitement raison de ce qui précède, en remarquant que les vi- 
tesses Xa;'et \x, ne sont que des quantités proportionnelles aux arcs infiniment 
petits que le point X tend à décrire réciproquement autour des pôles P et C. En 
sorte que les positions des nouveaux rayons vecteurs sont les droites x'x et x,x , 
parallèles aux rayons vecteurs primitifs PX et CX. Dès lors , Vintersection x de ces 
rayons vecteurs x'x et x^x représente la nouvelle position du point X. 

Si les quantités Xr'et \x\ étaient réellement infiniment petits y \x serait aussi 
infiniment petit et serait dès lorjs l'élément de la courbe décrite par le point X. 

Mais comme on a augmenté ces quantités proportionnellement, Ja droite \x 
devient une quantité finie prolongement de l'élément de la courbe , et par suite la 
tangente à la courbe. 

Première simplification. Rien n'empêche do prendre B6 égale à la tangente Drf 
{fin- ^ ) s^rrêtée à la droite fixe PC. 

Alors, si l'on prolonge 6'6, qui est parallèle au rayon vecteur PB, jusqu'à sa 
rencontre Q avec l'autre rayon vecteur GX , le quadrilatère CB^'Q aura ses côtés 
parallèles et sera semblable au quadrilatère ci -dessus {fig. &)x'\x,Xy dont la 
diagonale est la tangente demandée. En sorte que la diagonale ,BQ du quadrilatère 
ÇBb'Q sera parallèle k la tangente au point X de la courbe. 

La construction à exécuter sera donc la suivante. 

Tracez {fig. 7) les tangentes Bb et Hd au cercle EBD et aux extrémités de ses 
rayons CB et CD ; 

Prenez B6=Dd; 

Tracez 6Q parallèle au rayon vecteur PX, et marquez sa rencontre Q avec le 
rayon vecteur CX ; 

BQ sera une parallèle à la tangente au point X de la courbe. 

Deuxième simplification. Gomme la tangente B6 est parallèle au rayon vecteur 
CX (puisque le triai^gle XCB est rectangle en G), il s'ensuit (J{$r. 7) que la 
figure B^X est un parallélogramme , et que dès lors on a : QX «=s B6 = Drf. 

Il suffit donc, pour avoir la tangente au point X^ d'effectuer la construction 
suivante : 

Portez Drf sur le rayon vecteur GX , prolongé, de X en Q (fig. 8 ); te 
*Q*erapartfnèle à la tangente demandée. 
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. ftoiséètm Hmpit/ic&ikm. On pettt se disrpenser dé construire Isr dtohe bQ parallèle 
à la tangente demandée, car on peut exécuter la construction suivante : 

Tracez b tangente B(y ^u point B du cercle EBD (Jig. 8 ) ; 

Portez sur cette tangente, BQ' == Dd ; 

Portez sur le rayon vecteur CX prolongé, XQzrrBrf. 

Le point Q' sera évidemment un point de la tangente à mener au point X de la 
courbe. 

§ m. 

Discussion de ta courbe projection de la ligne de séparation d'ombre et de lumière de la 

vis triangulaire. 

Le mode de construction au moyen duquel on détermine les divers points de la 
courbe, montre qu'elle est composée de deuj^ branches infinies passant, Tune par 
le point fixe P, et Tune et l'autre par le centre C du cercle (fig. 9). 

En cherchant les tangentes pour les points situés à Finfini sur ces branches, 
on trouvera , par la méthode des tangentes exposées ci-dessus : 

V Que ces asymptotes sont au nombre de deux, se croisant au point fixe P et 
tangentes l'une et l'autre au cercle ayant le point C pour centre, 

2"" Que la tangente en G aux deux branches est perpendiculaire à la droite fixe 
PC (ce qui est d'ailleufs évident eh vertu de la symétrie des courbes par rapport 
à cette droite PC). 

3*" Que les tangentes au point P passent par les extrémités du diamètre BB' per- 
pendiculaire à la droite fixe PG^ etc., etc. 

CAS PARTICULIERS. 

Premier cas. Le pohufixt P é^ant situé sur te cercle a^ant le poina G pour centre. 

La courbe ne conserve plus (fig. 10} que la branche infinie ayant un point 
multiple an point fixe P. 

Cette courbe a pour asjippU>le une droite FG perpendiculaire à la droite fixe 
PC et à une distance PK = PC du point fixe P. 

Cette courbe jouit de la propriété suivante : 

Si l'on mène un rayon veetenr CK quelconque , coupant : l"* la tangente PT, 
menée au point Pdn cercle, en le point K, et 2"" 1» courbe en les deux points X et 
X', on aura : 

KX=:KX' = KP. 

On peut facilement démontrer cette propriété , et en effet : 
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Menons V le rayon vecteur PX coupant le cercle en B , et 2' le rayon vecteur 
PX' coupant le même cercle en B'. 

Les triangles XCB et X'CB' sont tous deux rectangles en C , on a donc : 

CXB = 100^ — CBX. 

XPK = 100^ — XPR = 100* — CPB. 
Mais le triangle CPB est isocèle , on a donc : 



ÇPB = CBX; 
d'où 

XPK =:: 100^ ^ CBX aa CXB. 

Le triangle XKP est donc isocèle , et Ton a : 

KX = KP. 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Deuxième cas. Le point fixe P est situé à F infini^ alors le rayon de lumière est ho- 
rizontal f et dans ce cas , la courbe de séparation d ombre et de lumière n^est autre que le 
contour apparent de la vis. 

La construction de la tangente en un point X de la courbe reste la même que 
celle que nous avons exposé à la fin du § 2. Voyez la fig, 11. 

Troisième cas. Le point fixe P étant dans ^intérieur du cercle. 

La courbe est fermée; elle a la forme indiquée {fig. 12). 

Elle a un point multiple au point fixe P. 

Elle a une tangente commune en C, laquelle est perpendiculaire ù la droite PC. 

Elle est tangente au cercle en les points N et N', en lesquels le cercle est coupé 
par la droite menée par le point fixe P perpendiculairement à la droite PC. 

Les tangentes au point multiple P passent respectivement par les points B et 
I>', en lesquels le cercle est coupé par son diamètre perpendiculaire à PC. 

Pour construire la tangente en un point quelconque X de la courbe , on mènera 
ex coupant le cercle en D ; la tangente en D au cercle coupera la droite PC en cf. 

On mènera PX coupant le cercle en T ; on mènera en T la tangente au cercle , 
et Ton prendra sur cette tangente TQ'=Dd. La droite Q'X sera la tangente 
demandée. 
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N* 7. 

CONSTRUIRE LA LIGNE DE SÉPARATION d'oHRRE ET DE LUMIÈRE 

SUR UN PARABOLOÎDE HYPERBOLIQUE. 

Nous nous proposons de déterminer la ligne de séparation d*ombre et de lumière 
iur un paraboloide hyperbolique supposé éclairé fàr un faisceau de rayons lumi- 
neux parallèles entre eux. 

$1. 

Nous savons ce qui suit : ' 

V La courbe de contact d'un paraboloïde hyperbolique et d'un cylindre est une 
parabole (*}. 

2* Tout cylindre qui a pour directrice une parabole est coupé par un plan, et 
quelle que soit sa direction , suivant une parabole. 

Gela posé : 

Si Ton a un toU dont les divers chevrons soient les génératrices droites du pre- 
mier système d'un paraboloïde hyperbolique , et que l'on cherche sur ce toit (sup- 
posé recouvert en zinc, par exemple, auquel cas on a une surface unie), la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière, en supposant que le système est éclairé par 
un rayon lumineux , nous saurons d'avance que cette courbe sera une parabole , et 
que l'ombre portée sur le plan horizontal , ou sur le plan vertical de projection , 
ou sur tout autre plan, sera limitée par une parabole. 

S n. 

Cherchons maintenant les divers points 1*" de la parabole ligne de séparation 
it ombre et de hmière; 2** de la parabole ombre portée^ en simplifiant autant que 
possible les constructions graphiques à employer. 

Supposons que l'on ait un paraboloïde hyperbolique rectangulaire ayant pour 
plans directeurs, les plans horizontal et vertical de projection, et que ce para- 
boloïde soit engendré {fig. A) par une droite G se mouvant horizontalement en 
s'appuyant sur deux droites A et A' : Tune A perpendiculaire au plan horizontal 
et Tautre A' située dans le plan vertical de projection. 



(*) Voyez le Cowr$ de Géométrie descriptive, %^ partie, chap. XII , p. 336. 

14 
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Cela posé : 

On se donne la direction L du rayon de lumière ; pour construire la parabole 
contact du cylindre lumineux A et di^ariboloide 2, nous ferons passer par cha- 
cune des génératrices droites horizontales G , G, , G.^*- ^^ 1^ surface 2 des plans 
T, T., T, .... par^Uàlesà la.d<;QÎle l4t.iei<aou&cberQbierAn9 )e%iVM«4«v4Q contact x, 
x,jX,... de chacun de ce;; plans, a){QCrCeUemtoc^rarfop€^}2« Le lieu des points x, x,^ 
X, .... sera une parabole 6, qui sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
«ur.Ia.sur&ce^X. 
..Pour.exÀiuAer.cattorii(MMtvwtÂQn.il6) |dW(iWli4dMIMt£»Qt/i&»pluari|iro^pteiMB 
possible y il faudra procéder ainsi qu'il suit : 

On divisera la droite verticale A en parties égales , à partir de sa trace horizon- 
tale a^; on aura donc des points a^ a^^d^j a\ a,... également espacés entre eui. 
Par chacun de ces points on mènera des parallèles au f)«oiK)ii|d<)>llilotèPQ'j4 rJes- 
,^eUesori€adi^n(,pef6ePtl€iplaii»<bMi»€A «'.^y^^.a'...i égale- 

ment espacés entre eux et tous situés sur L\ 

J>ar. lifipoîiitfi^t^ A%:a% aS,4^.MioiiifoèAe«a<)te8 géa^r^ 0)iyiaàonia9.ntaie&*GS G^ 
G% G% G... du paraboloïde i. 
Et cela fait : 

Si l'on jcaène par le point a/ une di^oit&fi'^f pai^llèle à G,\>OBMUtitla*tfaoe hori- 
zontaleLdu plan.T. parallèle ^urayon.L et passant pûrila<génératniceG| delà 
face 2. 

On coQstRuira^deJa même ipaAière le8dcaites.H''%'jH% H*,.,..la trace boriisontale 
G'^ delà i^rface .2 coupera lea diverses ^ traces boriaontales ^ plans T,, T,, T., 
T*.» en Je$ points l,, /., Uy t.«. ; et si par ce9 points 0B.ipènedes parallèles à la ligne 
de terre, elles viendront oouper les 4roi(e8 G/,.G,\.G.^, G^...iet respectivement 
en les points x^j x^y x^j ^... qui, étant unis par une courbe , nous donneront la 
parabole S\ projection horizontale de la parabole 6, ligne de séparation d'ombre 
et de lumière. 

Si ensuite nous menons par le» divers points af",..,^ p/^rp^d^i^aK^. à la 
ligne de terre, elles viendront couper les droites G,", G/, G,%G%.....en }^|)oifits 
««% ^.% ^.% ^%-* qui détermineront la parabole 6% proJQcUoD v^fiçale^e la 
parabole 6. 

§ IM. 

Les divers plans tangents J^^ T. «••• sont laaéwve((;|^mdi»a]|klindre lumiMux 
A ; par conséquent les traces horizontales H^s H^'«- <le ces diyers4ilanÂ.&e£ûnLles 
enveloppées à^l^i parabole d, trace horizontal du cylindre 4, |ja^c9.Mrbe d„Qinbre 
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portée par la surface paraboloide 1 , seraidoac facilement déterminée , puisqu'elle 
a pour tangentes les diverses droites H^^, H^\... Mais il sera facile de construire le 
ppintdn coittaot. de oottesparabolfi.daviiceHbeiiiie de ses tangentes V.... Et en 
effets* aiiFon. considère unpoînt ^p. de la parabole S(lîgne de séparatroir dTômbre 
et4d lumière), en menani par ce point a;, une dm>ite L, parallèle à la direction L 
dut.rayQn^delumière^ oaaura.lagénératrice'droitedu cylindre A suivant laquelle 
ce cylindre est touché par ieiplan T, ; st^dottc on méne'paple point ^«^tme droite 
L/î parallèle à L\ elle viendra couper la droits IT* emun* point y; qui sera le point 
de contact de la parabole d avec sa tangente H^'. 

De ce qui précède on peut déduire les théorèmes suivamls (fig. A) : 

«•^ TirtrORÈME. 

Si i'oa prend une droite L^ el.8iir cetterdroîtt dw>point9 équtdist^niB a^, ai, 
a/, a'f a!,... ; si Ton trace une ligne LT non parallèle à la droite L\ et-si Ton di^ 
viac. cette droite LT en patties égales par les points 6^» A> ^a? ^«^ ^9-*« ^t que 
d'un, point a^ de la droiteL^ on mène deadi^ergentes.G^, G,\ G,\... aux divers 
points b, b,yb^y...'^ puis que, par les divers points a^^a^', a^\,,. on mène des 
parallèles H'*, H^', H*%. .., et respectivement aux. di^oites divergentes G^\ G,*, G,*,.. . 
ces droites H^... envelopperont une parabole i^ 

2* THÉORÈME. 

Si l'on trace une paraboled et une droite L'^ de position arbitraire par rapport 
à la courbe, si l'on divise la droite L^ en parties égales par les points a/, o/, a,',... 
et que par ces points on mène les tangentes H^^, H^% H*%... à la parabole d; si 
ensuite, par un des points de division ,, ai , par exemple, de la droite L^ on mène 
des divergentes G3*, G,*,.,, respectivement parallèles aux tangentes H% H^% H*',-«- 
ces diver^mes couperont en parties égales une certaine droite dont la construc- 
tion a'eiSeotuera de la manière suivante. 

Par le poîfit y, eoetaet de la parabole d donnée avec une de ses tangentes H""' (par 
exeinple),,on mènera une droite L,'^ parallèle k L* et coupant* la divergente G;** 
parallèle à H^» en un point a:*, oh unira le point a;,* avec le point t, en lequel la 
tangente H'* coupe la tangente G^ à la parabole i, et rottf^marquer^hque G^ a'eat 
autre que H^s n'est autre que la tangenteà la parabole d, qui coupe la droite L* 
en le point a^, d'où l'on a fait divecger . lea droites G,\.«. et l'on aura en x,^ la 
direction da la. droite charohée. 
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I V. 



Si le rayon L de lumière était parallèle au plan vertical de projection et faisait , 
avec le plan horizontal , un angle a , il arriverait que sur la surface paraboloide 2, 
il existerait une certaine génératrice droite K (du second système et ayant pour 
plan directeur le plan vertical de projection) qui serait parallèle au rayon L, car 
Ton sait que les génératrices du second système font chacune un angle différent 
avec le plan horizontal , et que cet angle varie depuis Tangle droit jusqu'à l'angle 
nul. 

Dès lors la génératrice $ , parallèle au rayon de lumière L, serait la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière sur la surface 2. 

Cela est évident. 

On peut d'ailleurs le démontrer d'une manière simple et nouvelle. 

Supposons {fig. B) que la droite K se trouve parallèle au rayon L, en effec- 
tuant les constructions de la (ig. A, il arrivera que les points a, a/, a/, o^V- 
seront équidis tanls sur la droite L'', laquelle sera parallèle à la ligne de terre LT 
et aussi à K\ 

Or les divergentes G, G,\ G,*, G*,... menées du point a couperont la droite K* 
en les points p» 9. > 9. y 9t t ••• qui seront équidistants, et l'on aura évidemment : 



9,(/.c=3aa, , 9.9. = a, a,.... 

Dès lors, les quadrilatères {qfiala) et {qjpa^a) et (qfia'a)... seront des parallélo- 
grammes ; dès lors les droites pa/, pa/, pa^'../ne seront autres que les traces ho- 
rizontales des plans T,,T,, T, ... menées parallèlement à la droite L ou K, et 
respectivement par les génératrices droites du premier système (de la surface 2), 
savoir : G., G,, G,..., Ces divers plans T.^ T., T, ... seront donc tangents à la sur- 
face 1 suivant les divers points de la droite K , donc , etc. 

§ VI. 

Cette propriété, savoir , que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à une 
génératrice droite D d'un paraboloide hyperbolique, la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière n'est autre que celte droite D , n'appartient pas seulement au para- 
boloide hyperbolique; elle existe pour toute surface gauche, quelle que soit sa 
forme y quel que soit son mode de génération (*)• 



(*) le donne , dans la fig. 3 , Tépure de Pombre d*an toit paraboloide , en supposant que le rayon de 
lumière est parallèle à Tune des ^nératrices droites de la eurfaoe. 
Dans l'atlas je donne aussi Tépure du problème d*ombre qui fut proposé en 4S43 aux élèves ( de pre- 



§ VIL 

D'après ce qui précède , il est évident que, lorsque Ton aura un paraboloide 
hyperbolique y rectangulaire ou oblique ^ la ligne de séparation d'ombre et de lu- 
mière ne sera une parabole qu'autant que le rayon L de lumière ne sera pas pa- 
rallèle à Tun ou à Tautre des deux plans directeurs de la surface ; et lorsque ce 
rayon L sera parallèle à l'un ou à l'autre des deux plans directeurs de la surface, 
la ligne de séparation d'ombre et de lumière sera toujours une droite , qui sera 
une génératrice droite de la surface , laquelle devra être cherchée parmi cellet 
qui ont pour plan directeur celui qui est parallèle au rayon L de lumière. 

§ VIII. 

La fig. A nous donne la parabole d située à gauche delà trace horizontale du 
paraboloide 2 ; cela nous apprend que la partie externe de la surface ( celle qui 
est Tue d'un point situé à l'infini et au-dessus du plan horizontal) sera tout en- 
tière dans l'ombre. 

Si cette parabole d était à droite de la trace horizontale du paraboloide, alors 
la surface externe serait en partie éclairée et en partie dans l'ombre. 

Mais si l'on remarque que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à la gé- 
nératrice droite K (fig. B ) de la surface paraboloide , alors la parabole d se réduit 
à un point qui n'est autre que la trace horizontale p de cette droite K, laquelle , 



xnière année) de l'École polytechnique; on donna un toit paraboloide et une cheminée cylindrique. Je 
n'ai fait que décalquer l'épure que j'ai exécutée à cette époque, d'après la solution que j'avais donnée à 
ma salle , alors que j'étais élève à l'École polytechnique. 

A ce sujet je crois devoir entrer dans quelques détails. 

Depuis la fondation de l'École polytechnique, jusqu'à sa réorganisation effectuée par la restauration 
après le licenciement de 4816, les élèves de première année d'études avaient à résoudre, pendant la durée 
du cours de géométrie descriptive , trois problèmes. Le premier problème était une question théorique ; le 
second problème était une question d'ombre ; le troisième problème était une question de coupe des 
pierres. 

Chacun de ces problèmes était'résolu par les élèves à là Gn de chaque partie de cours y relatif. 

Le problème était le même pour tous les élèves ; on leur donnait six heures pour chercher la solution et 
exécuter l'épure. 

On comprend que , dans chaque salle , il arrivait qu'un élève parvenait plus vite que ses camarades à 
la solution demandée. Alors il passait au tableau et expliquait sa solution ; après discussion , elle était 
adoptée et quelquefois modifiée. Tous les élèves de la môme salle se mettaient alors à l'ouvrage et exécu. 
laient l'épure. 

Souvent il arrivait que la solution d'une salle passait de salle en salle et était généralement adoptée. 

Souvent aussi il y avait plusieurs solutions en présence. 

Ces travaux étaient très-utiles : ils furent supprimés depuis 4816. Pourquoi? 
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dans ce cas , est la ligne de séparation d'ombre et de lumière , on doit de suite en 
conclure que si la projection L^, étant inclinée du bas du dessin vers la gauche pour 
aller couper vers la droite la ligne de terre LT, nous donne une parabole d située 
à gauche de la trace horizontale de la surfoce 2^ en inclinant cette droite L^ en 
sens contraire (le rayon L faisant toujours lé même angle avec le p)an horizontal), 
on obtiendra une parabole y située & droite delà même trace horizontale delà 
surface 1. 

On voit donc comment Ton peut reconnaître si une surface paraboloide étant 
projetée sur le plan horizontal , la surface externe de cette surface (ou une partie 
limitée de cette surface) sera éclairée ou non, et sera ainsi, ou toute dans Tombre, 
ou toute dans la lumière , ou si elle sera en partie dans l'ombre et en partie 
éclairée. 



l*««l^i^hMi** 



N» 8. 

CONSTRUCTION DB LA LIGNE DA SÉPARATION d'oHBRE ET DB LUMIÈRE D^UNB SUR^ 
FACE DÉVELOPPABLS ÉCLAIRÉE PAR UN HAVON LUMINEUX ED DE l'oMBRE PORTÉE 
PAR UN TRONÇON DB CETTE SURFACE SUR LE PLAN HORIZONTAL. 

§1. 

Ce que nous avons dit ci-avant (mémoire n* 7), sur la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière d'un paraboloide hyperbolique, nous montre la marche 
que Ton doit suivre lorsque Ton aura une sur&ce gauche quelconque. 

Mais si la surface réglée , au lieu d'être une surface gauche, était une surface 
développable , éclairée par un rayon de lumière', le mode de solution changerait, 
du tout au tout. Et en effet : si l'on a une suribce développable D ayant une 
courbe à pour arête de rebroussement, et que cette surface soit éclairée par un 
rayon de lumière L, la ligna de séparation d'ombre et de lumière, si elle existe, 
ne pourra être qu'une génératrice droite G de cette surface D, et le plan T tangent 
i la surface D suivant la génératrice G et parallèle au rayon lumineux L sera un 
plan osculateur de la courbe i et il sera osculateur au< point g en leqpel la gêné» 
ratrice G touche cette courbe 8. 

Le mode de rech&rche doit donc évidemment changer lorsque Ton a une suc- 
face réglée développable et OfOUiune surfaoetr^jf/d^ gauche. 
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suivant: 

projection piarQçemple), Qp: aura pijie c^urfee^C (fig. 1). 

On considér^ra la çQur))e C comijae la base d'uLn.cjIipjdxe,44QPt les^énéfa* 
triées droites seront parallèles, au rayon lumjjaçjux.fj. 

Cela fai.t : 

On j can9Î4éjve|;a l'an&te.ide .rel)rpu^pQ^^nt d.dje Ja^^wf^e dévelof^ahle rD, 
conome \à dirfic^fice d'jun seçioiçd cylijptdrô.^ iS^tant^s^^s.^nératrlQes droites paral- 
lèles au rayon lumineux L, et l'on cherchera sa trace S sur le pldn^P. 

On aura donc deux cylindres A et 2 parallèles entre eux et au rayop de. lu- 
mière Let lei^fs (jrapeç C .etS.sur, un inème plan P (leipla^ horÎTPX^lalpar eiiemple); 
dès lorsy un pl^p ,T .tangemt. à la fois ai^x ^jox çylif^dçes.A ^t ^.seca.paq^UçlA^ 
la droite. L et. jsa trace H\ sur Jle, plan P sera.i^ie.^taftgçote.coijamiAe.aux .<leux 
courbes G et S. 

Ce plan T touchçf^^a courbe G çn,jqn.p9int>iî.et,la;çourbe.S en.vn,pi9M^t^, et 
Ton mèpera, par cepofi^t^», une pafallèle. à la. .droite. L^l^qu^l^ ira Qftupar la 
courbe 3 en .yn pçinl» rf; |a dro;te (c, d) <sera,.i>ne gépèra^rice dr/oite de Ja ^urlace 
développable D ; elle sera la génératrice droite suivant laquelle le plan T touche 
cette surface D ; œUe , 4r^ite cd^ sera donc la ligne de séparatj(Qn d'.oinbre et de 
lumière cherfi\iée. 

On vioit de. suinte. |[|,ijie si la aurfaçe développal>Ie D «était éclairée par un point 
Ivmineiuc l, il faudrait considérer ce point / comme le sommet commun à deux 
cônes ayant ppur directrices l'un la courbe G et l'aytre la courbe i (figt 2). 

Le cône(/, d) serait coupé par le jplanP suivant, une courbe B,el,le pl^fi T 
aurait pour trace sur le pla,n P la tangente commune aux deux ooji^rbes G et B. 

Cette tangente commune toucherait la courbe G en i^n point c et la courbe B en 
un point 6;ia droite Ib couperait la courbe d en un point, ef et. la droite çd serait 
la génératrice de contact de la surface développable. D et du plan T passant par 
le jmnt lumineijix /; cc^tte droitç çd, serait donc la ligne de sé|)aration d'ombre et 
de lumière demandée. 

§ n- 

Une surface développable n'est pas (Qujours donnée par son arête de rebrous** 
sèment, souvent on se donne deux directrices sur lesquelles doit rouler le plan 
qui doit déterminer I9 surface développable comme envelçppe de l'espace parcouru 
par ce plan. 
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La solution du problème : construction de la ligne de séparation d^ ombre et de 
lumière j s'effectue alors, ainsi qu'il suit: 

Premier cas , la surface dévebppable étant éclairée par un rayon de lumière. 

Soient G et G' les deux courbes (fig. 3) sur lesquelles doit rouler tangentielle- 
ment le plan qui sera en chacune de ses positions, l'enveloppée de la surface déve- 
loppable D ; soit L la direction du rayon de lumière. 

On regardera les deux courbes G et G' comme les directrices de deux cylindres 
dont les génératrices droites seront respectivement parallèles à la droite L. 

On aura donc un cylindre A passant par la courbe G et un cylindre A' passant 
par la courbe G'. 

Gela posé : 

On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P (le plan horizontal de pro- 
jection par exemple), et l'on obtiendra deux courbes planes B et B'. 

La tangente commune H^ à ces deux courbes B et B' sera la trace sur le plan P 
d'un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A'. 

H* touchera la courbe B au point b et la courbe B' au point b'. 

On mènera par ces points b et b' deux parallèles à la droite L, la première 
coupant la courbe G au point c et la seconde coupant la courbe G' au point c'. 

Il est évident que la droite ce' ne sera autre qu'une génératrix^e droite G de la 
surface développable D et que cette droite G (ou ce') sera la droite de contact de 
la surface D avec le plan T, lequel sera parallèle au rayon Lde lumière. Gette 
droite G (ou ce') sera donc la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
cherchée. 

Deuxième cas. La surface développable étant éclairée par un point lumineux. 

On considérera les courbes G et G' comme les directrices de deux cônes A et 
A' ayant le point lumineux / pour sommet commun {fig. i). 

on coupera ces deux cônes par un plan P, et la tangente commune aux deux 
courbes de section B et B' sera la trace H' sur le plan P d'un plan T tangent à la 
fois aux deux cônes A et A'. 

On unira les points de contacté et b' des courbes B etB' et de la tangente com- 
mune H' avec le point /; les droites Ib et Ib' couperont , là première la courbe C 
au point c, la seconde la courbe G' au point c, et la droite ce' sera la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière demandée. 

§ m. 

La surface développable D peut être engendrée par un plan roulant tangentiel- 
lement à deux surfaces données 2 et 2'. I! faut savoir, dès lors, construire la 
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ligne de séparation d*ombrc et de lumière appartenant à cette surface D, suivant 
que cette surface D est éclairée par un rayon lumineux ou un point lumineux. 
Dans ce cas la solution sera la même que celle employée lorsque la surface déve- 
loppable était donnée par deux courbes directrices. 
Et en effet : 

Premier cas. Surface développable D donnée par deux surfaces directrices 1 et 2* 
et éclairée par un rayon de lumière L. 

On construira deux cylindres à et A' tangents perspeclivement aux deux sur- 
faces directrices données 1 et 2', et ayant Tun et Tautre leurs génératrices droites 
parallèles au rayon de lumière L. Le cylindre A touchera la surface 2 suivant 
une courbe l, le cylindre A' touchera la surface l' suivant une courbe l'. 

On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P, et l'on obtiendra pour 
section deux courbes B et B". La langente commune H^ à ces deux courbes sera , 
sur le plan P, la trace d'un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A', 
et aussi aux deux surfaces 1 et 2'; ce plan T touchera la surface 2 en un point t 
situé sur la courbe Ij et touchera la surface 2' en un point t' situé sur la courbe 
l'. La droite ii' sera une génératrice droite de la surface développable D, et elle 
sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée. 

Deuxième cas. Surface développable D donnée par deux surfaces directrices 2 et 2' 
et éclairée par un point lumineux L 

Les cylindres A et A' employés dans le premier cas deviendront deux cônes 
ayant le point / pour sommet commun, et ils seront tangents perspeclivement aux 
surfaces directrices 2 et 2' suivant des courbes l et l'. La construction s'achèvera 
comme pour le premier cas. 

§ IV. 

Supposons que la surface développable est une surface hélicoide 2', ayant dès 
lors pour arête de rebroussement une hélice H tracée sur un cylindre de révolu- 
tion K ayant pour axe de rotation une droite A, l'hélice H coupera toutes les géné- 
ratrices droites du cylindre K sous un angle oc. Supposons en outre que le rayon 
de lumière L est parallèle à Tune des génératrices droites de la surface dévelop- 
pable 2. 

Il est évident que la droite L devra faire avec un plan P perpendiculaire à Taxe 
A un angle 6 complémentaire de l'angle a. 

Gela posé : 

Prenons le plan P pour plan horizontal de projection , il coupera le cylindre K 

suivant un cercle G, et la surface 2 suivant une développante i de ce cercle G. 

15 
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L'hélice H se projetteTa orthogonaknrent sur le plan PMivatit le cercle G, et 
toutes les tangentes 6 à Thélice* H^ se^projetterontsuf te pl&n<P*smvafit dés tam4- 
gentesau cercle C. 

Dès lors, ayant donné les projections 'dâ rayen de lUmtère L , on aura L^ parafa 
lèle à une certaine tangente G^{fig. 5) au cercle C, et les droites L et G feront avec 
le plan honizontal P le mèmeangle 6,.e4 il est évident que la>dfOLtaG sena k ligne 
de séparation d'ombre et de lumière demandée. Mais jsiFoa voulût eofisteuire la. 
droite G d'après la* solution' donnéeici'-dessus^S 2) ^ûsi 'devrait eottsîdéner la 
développaute d comn^e la ^ase d'un cylindre ayant ses^génécatrioBBparallèle&att 
rayon de lumière L, ett oonsklérer Thélioe H commela iMreoiriœ d' %m cyliodreriL 
ayant aussi ses génératrices parallèles au même rayon de luniiéDe L. U) ûmdraît 
chercher la trace ^ du cylindre A sur le* plan hortczontal P, et lai taDgftme œm- 
mune aux courbes l et S seraiila traee^ sur le plan P, du plan tafigent à4a sivnrface 
2 suivant la génératrice droite, qui serait la ligne do sépara lion d'ombite et dd 
lumière. 

Or, pour déterminer la counbe'^, la>constfuciion s^a évidemment la. suivanie': 
Ayant pris un point m'^sur le cereleG (ou H'^ projection de TbétkeiH arête de 
rebroussement), on mènera la tangente m^n a ce cercle G,, laquelle coupera fai 
développante d en un point »i Du point m!' comme centre, et avec m'^n pour rayon, 
on décrira un cercle qui sera coupé en un point p par la droite L,*, menée par le 
point m!' parallèlement à la droite L\ le point p sera un point de la courbe ^. Si 
Ton prolonge la droite L.'^^ elle coupera le cercle G en un second point m-^ et si 
Ton mène en ce point m'^ une tangente au cercle C, elle coupera la développante 
a en un point n', et si du point m^ comme centre, et avec m'V pour rayon, on 
décrit un cercle, il coupera la droite L,* en un point q qui appartiendra encore à 
la courbe g. 

Or il est évident que le point p est intérieur à la développante d , et que le point 
q est extérieur ]^zr rapport à cette même courbe 3. 

De plus il est évident que lorsque la droite U'^sera tangente au cercle G, et aura 
pris dès lors la position G\ le point r, en lequel G* coupe la courbe 3, appar- 
tiendra à la courbe l. 

La courbe l est donc une courbe présentant au point r un point de rebrousse- 
ment, et devant avoir en ce point, même tangente H^ que la développante J. 

La droite G , qui est la ligne de séparation d'ombre- et <le lumière , et qui se^ 
trouve, dans ce cas particulier, immédiatement construite (sans avoir besoin de 
recourir a la courbe l), détermine le point de contact r commun aux deux 
courbes 5 et g. Dirns ce cas particulier les deux courbes d et $ ont non-seulement 
une tangentecommune H% mais encore elles sont'tangentes4'une à Tauirei 
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Jl .est 6ncore^évidenl qae la eourbe |>ne peut oftir un point de rebrou8sement, 
qu/autani qu'il j aura une des Itn^entesde l'arèle de tebronsfiement qui soit 
parallèle au rayon de lamiàre. 

Après aToireuposé la théorie qui nous donne d'une manière générale la solu- 
tion du problème : déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un 
tronçon de surface dévelappable , ce tronçon étant intercepté par deux plans parallèles 
entrç eux ou non parallèles entre euxj ia surface étant éclairée par un rayon de 
lumière ou par un point lumineux, appliquons cette théorie à quelques exemples 
«impies, co'qiî nous permettra de reconnaître Tavanlageque Ton trouve à l'ex- 
position préalable d'une théorie générale, de laquelle on déduit sans peine la 
solution de tous les cas qui peuvent se présenter dans la pratique, et sans avoir 
besoin, dès lors, de multiplier les exemples. 

§ VI. 

i^ EXEMPLE. Ombre duncdne droit éclairé par -un rayon de lumière. 

Nous supposerons (fig. 6) que le cône a son axe A, de rotation, vertical; sa 
base sur le plan horizontal sera le cercle B; et son sommet sera le point s ayant 
pour projection s"* sur A" et «* au centre du cercle B. 

Cela posé : 

Supposons que le cône est éclairé par un rayon de lumière L, et cherchons la 
iigne de'séparation d'ombre et de lumière sur ce cône. 

Lorsque l'on connaît le sommet d'un cône et sa base , on peut considérer cette 
surface développable comme étant donnée par son arête de rebroussement , qui, 
ici, sera un point qui n'est autre que le sommet du cône. 

La base du cône sera la section faite dans cette surface développable par le 
plan horizontal. 

Cela posé, appliquons la théorie générale. 

11 faudra , par Farête de rebroussement , faire passer un cylindre A parallèle 
au rayon de lumière L , et chercher son intersection avec le plan de la base B. 

Or, Farètede rebroussement étant le sommet «, ce cylindre A se réduira à 
une droite D menée du sommet et parallèlement au rayon lumineux L, et son 
intersection i^ par le plan horizontal de projection, sera la courbe de section 
faite par ce plan dans le cylindre A. 

Il faudra mener une tangente^ commune aux courbes B et d ; or^ la courbe d 
n'étant qu'un points cela revient à mener par le point rfune tangente au cercle B. 



On aura donc deux tangentes H' et H^, qui seront les traces de deux plans 
T et tangents à la fois et respectivement au premier cylindre A et à un second 
cylindre 9 qui aurait la base B pour directrice, et dont les génératrices seraient 
parallèles à la droite L. 

Le plan T touchera la courbe B au point p, ce même plan T touchera Tarète de 
rebroussement en le point s , donc la droite sp sera la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière demandée. 

Il existera une seconde ligne de séparation d'ombre et de lumière qui sera r$ 
et qui sera donnée par le plan 0. 

Mais en même temps que celte construction donne la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière^ elle donne l'ombre portée du cône sur le plan horizontal 
de projection. 

§ VII. 

2* EXEMPLE. Ombre d*un tronc de cône droit éclairé par un rayon de lumière. 

Concevons le cône ayant son axe A, de rotation , vertical {fig. 7 ); sa base sur le 
plan horizontal sera un cercle B. Supposons que ce cône soit coupé par un plan 
P perpendiculaire au plan vertical de projection , nous aurons une ellipse E. 

Le cône pourra donc être considéré comme étant une surface développable 
engendrée par un plan roulant tangentiellement sur les courbes B et E. Suppo- 
sons que ce tronc conique est éclairé par un rayon de lumière L, et appliquons 
la théorie générale pour déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Par la courbe E nous ferons passer un cylindre A ayant ses génératrices paral- 
lèles à la droite L, nous couperons ce cylindre A par le plan horizontal de projec-' 
tion, et nous aurons rellipse E'. 

Gela fait : 

Nous mènerons aux deux courbes B et E' une tangente commune H^ qui tou- 
chera la courbe B en t et la courbe E' en y. 

Menant par le point y une parallèle au rayon L , elle viendra couper la courbe 
E en un point x^ et joignant les points i et x, on aura la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière sur le tronc conique. 

Il existe une seconde tangente commune H^ qui donne une seconde ligne de 
séparation d'ombre et de lumière. 

Et l'on voit que par celte méthode on détermine en même temps Tombre portée 
par le tronc conique sur le plan horizontal de projection. 
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W 9. 

DÉTERMINER LA U«NC DB SEPARATION d'oMBRE ET DE LUMIÈRE SDR DN CONOÎDE (*). 

§1. 

Supposons que le conoïdesoit donné: i"" par une directrice droite K perpendi- 
culaire au plan vertical de projection, 2"* par une directrice courbe B tracée sur le 
plan horizontal, et que le plan vertical de projection soit le plan directeur de ses 
diverses génératrices droites (fig* 1). 

Cela posé : 

Concevons un rayon lumineux L et cherchons la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière sur la surface conoïde. 

Menons par un point x de la droite K un rayon L de lumière et la génératrice 
droite G de la surface conoïde. 

Le rayon L percera le plan horizontal au point b et la génératrice G le percera 
en un point a de la courbe B. 

Faisant passer un plan P par les droites L et G » ce plan touchera la surface 
conoïde en un point y situé sur la droite G et qui appartiendra à la courbe de sépa- 
ration d'ombre et de lumière demandée. 

Pour déterminer ce point y y il faudra donc remplacer le conoïde par un para- 
boloïde de raccordement qui lui soit tangent tout le long de sa génératrice G ; or, 
le paraboloïde le plus simple à employer est évidemment, ici, celui qui sera 
engendré par la droite G se mouvant parallèlement au plan vertical de projection, 
en s'appuyant sur la droite K et sur la droite K, menée tangentiellement au 
point a, à la courbe B. 

La droite ab sera H^ coupant la ligne de terre LT au point o. 

La droite K, sera la trace horizontale du paraboloïde 2, et sa trace verticale sera 
la droite G. qui unit les points s et K^. 

Le plan P coupera le paraboloïde 1 suivant une génératrice du second système 
ayant le plan horizontal pour plan directeur. 

Cette génératrice K' ( du second système ) étant déterminée , elle coupera la 
génératrice G (du premier système) en un point .j^ qui sera le point demandé. 
Or, pour déterminer K', il faut connaître Y': construisons donc cette trace 



(*) J'ai rédigé ce petit mémoire , d'après mes notes et des croquis exécutés à Metz eu 4820. 



verticale du plan P. Pour cela , menons par le point x une droite D horizontale 
du plan P, et coupant le plan vertical au point d, la droite od ne sera autre que 
V, et remarquons que V est parallèle è la#droile G\ 

La trace V coupera la droite G, trace verticale du paraboloïde 2 en un point p; 
ai donc on inèneipar ce^ntip uneidrarletK'^ paratlèie jilaliffne'de terrey-et éi 
l'on unit les points p* et r (en lesquels les droites K^ et K, se coupent), on 
aura K'\ 

Les droites G et K' se couperont au point y demandé. 

Nota. Comme la droite K'esl la génératrice du second système du paralIoIoïdeZ, 
elle est horizontale; étant dans le plan P, elle est alors une horizontale de ce 
plan ; il faudra donc, et ce sera une vérification , que les droites K'^ et H' se trou- 
vent parallèles. 

On pourra donc se procurer autant de points y.... que l'on voudra et apparte- 
nant à la courbe de séparation d'ombre et de lumièreet, cela, par une construction 
très-simple, car, en définitive, elle se réduira: V-a mener H' par les points a et 6; 
â** à mener la droite K'*par le pcrtnt r et parallèlement à la droite H"; 3** à déter- 
miner le point %/ interjection des droites K'* et G*, et par suile on aura y^ sur G''. 

Appliquons ce qui précède à un exemple parliculier, le conoïde ordinaire, 
par exemple, et construisons complètement et en tous ses détails la ligne de 
séparation d'ombre et do lumière en considérant les deux nappes de cette sur- 
face conoide^ et discutons les diverses formes que cette courbe prendra , suivant 
l'inclinaison du rayon de lumière par rapport au plan horizontal. 



in. 

Nous voybns , par ce qui a été dit au § I (cî-dessus) , que Ton pouvait détermi- 
ner la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur 
un conoïde éclairé par tin rayon lumineux , sans avoir besoin de s'inquiéter de la 
projection verticale de cette ligne. 

Dès lors {fig.2)j étant donné un conoïde dont la ligne de striction K est per- 
pendîculatrê au plan vertical , et dont la base sur le plan horizontal est un cercle 
B ayant son centre sur la droite K*,'il sera facile, en appliquant la construction 
^nérale, de trouver les projections des branehes d, 3,, 3', 5/ de la ligne de sépa- 
ration d-omfore et de lumîène. 

Danà kl fig. fi, noms sikpposonis' qirà' 4e Tayon de lumière glissant sui^ làdrofte 
Kde striction, engendre un plan Q, dont 1m ti^a^és ^soAi H^^ V^-14-petrt^^- 
demmcnt arriver plusieurs cas. 
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pireiiiBti CA9: Laînai^&H^'ctmpanVte^cefete'B'. 

Si , comme dans la fig. 2 , la trace H^ coupe le cercle B en les points b' et b\ 
alors la ligne de séparation d*bmbre* et' de ttimière ala'Torme indiquée, enpro- 
jéctiH>n horizontale' et verticale, par cette ftguré. 

Discutons les' particoi^rilés de cette forme de courbe; 

il est évident que la courbe paî?se pat» le point m, eîtrémité de la droite K, 
point m par lequel passe une génératrice G du conoîde , laquelle génératrice G est 
verticale. 

La constf notion graphique nous nrH>ntre que la branche découpe la droite K^ 
en un point x*" qui est sur la projection G^'^ de la génératrice G' du conoidei pas- 
sant par le point ^, en lequel le cercle B'( base horizontale du conoîde) est conpé 
par U^, trace horizontale du plan lumineux passant par la droitsf'Kde strictionu 

La ligne de séparation (d'ombre ot de lumière se projette lioriz<)ntalement< soi* 
vant deux branches séparées, offlranti chacune un point de rebrouseement , savoÎTi 
Tune au point tnf'j et Taulre au point m'\ 

Le diamètre du cercle B parallèle à la ligne de terre LT, ou mieux, perpendi- 
culaire à la droite K\ est une asymptote commune aux deux branches. En sorte 
que les projections de la courbe de séparation. d'ombreet' de lumière offrent les 
formes indiquées par la fig. 2, et qu'en projeettom verticale on obtient deux 
nœuds tangentsen K"" ou m*' aux dpoitesG^ et G'*'; et que les branches infinies ont 
pour Qisy mptotes les droites G^'' etC'% dont les pieds ou traces horizontales sont en 
b^ et b'" sur le cercle» Bt 

Si Ton suppose que l'on ne considère , en projection horizontale, qye la nappe 
inférieure du. conoîde^ la fig* 3 indique, dans le cas examiné ci-dessus, la forme 
de l'ombre. Et l'on doit Remarquer que la courbç è^ ne sera ligiie de séparation 
d'ombre et de lumière que pour la face inlerne du conoîde, et non pour la face 
externe, puisque le cylindre lumineux langent au conoîde suivant l'arc de la 
courbe ^projetée en â*, couperait le plan horia^ontal suivant une courbe intérieure 
au cercle B. 

Cas PARTicuLïERt La trace H* n étant autre que te diamètrêH du cercle B. 

Dans ce cas, le rayon lumineux est oblique au plan horizontal, et il est situé 
dans un plan vertical perpendiculaire au plan vertical de projection. Dans ce cas, 
les fig. i et 5^indiquenl la forme que prennent les projections horizontales de la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière. Les deux boucles disparaissent dans la 
projection verlîcalei Les branches 3* et 3;' sont superposables entre elles , ainsi que 
les branches #/• et 3'", et cela en pliant l'épure suivant la droite G*, carces quatre 
courbes sont'tstngentéseiÉk nf à cetle droite verticale G**. 



•— 120 — 

Mais les branches d, d, et ^^ d/ sont différentes entre elles , elles ne sont pas su- 
perposables ; cela n'aura lieu que lorsque le rayon lumineux sera vertical. 

Deuxième cas. Tm trace H^ étant tangente au cercle B. 

Si l'on applique dans ce cas la construction graphique, on verra de suite que la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière se trouve composée d'une seule branche 
ayant pour asymptote les génératrices droites G"' et G' du conoîde. 

La flg. 6 indique la forme des projections horizontale et verticale de la courbe ] 
mais, dans ce cas tout particulier , il existe une seconde ligne de séparation 
d'ombre et de lumière, soit sur sa nappe inférieure , soit sur sa nappe supérieure, 
et qui est la génératrice G'^' du conoîde. 

Et en effet, le plan lumineux qui passe par la droite de striction K est tangent 
au conoîde suivant cette génératrice G"', parce que Ton sait que la surface conoîde 
est développable tout le long de cette génératrice G'", qui est toute particulière , 
puisque le paraboloîde de raccordement , mené suivant cette génératrice , n'est 
autre qu'un plan, n'est autre que le plan (G"^ K), c'est-à-dire le plan lumineux 
lui-même. 

La flg. 7 donne l'ombre complète sur la projection horizontale du conoîde, en 
ne considérant que sa nappe inférieure. 

Troisième cas. La trace H^ ne coupant pas le cercle fi. 

La flg. 8 indique la forme des projections horizontale et verticale de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière, et la fig. 9 donne l'ombre de la projection ho- 
rizontale du conoîde , en ne considérant que sa nappe inférieure. 

Cas particulier. La trace H^ peut être située à Vinfini. 

Dans ce cas, le rayon lumineux est horizontal, et la fig. 40 nous donne la forme 
des projections horizontale et verticale de la ligne de séparation d'Ombre et de 
lumière. Cette courbe est composée de deux branches qui sont chacune symé- 
triques par rapport au plan horizontal passant par la droite K de striction, en sorte 
que les arcs d et d,, d' et d/ de chaque branche se projettent horizontalement 
suivant un arc d'une même courbe, arc qui s'arrête pour Tune des projections 
horizontales au point m^, et pour l'autre au point m'\ 

La 6g. H est dans ce cas identique à la fig. dO. 



§nL 

Dans ce qui précède, nous avons donné la construction de la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière sur la surface conoîde ; mais il nous reste à rechercher si 
cette surface ne peut pas , dans certains cas , porter ombre sur elle-même. 
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Il est évident que la ligne de striction K seule peut porter ombre sur la surface 
conoîde, lorsque Ton ne considère que la nappe inférieure de la surface (comme, 
par exemple , lorsque Ton aurait à considérer un toit de forme conoîde). 

Ce n'est que dans les cas représentés par les fig. 3 et 7, que la droite K de stric- 
tion pourra porter une ombre apparente sur la surface de la nappe inférieure du 
conoîde. Ce que je \iens de dire sera évident^ lorsque nous aurons démontré que 
la tangente aux points m* et m*" de la projection horizontale de la ligne de sépa- 
ration d'ombre et de lumière est parallèle à la projection horizontale du rayon 
lumineux. 

« 

Conêtruction de ta tangente au point de rebroussement de la projection horizontale de la 

ligne de séparation d ombre et de lumière. 

Si Ton considère le point m de la ligne de striction K {fig. 12), et que Ton 
prenne sur le cercle B, base du conoîde, un point 9' infiniment voisin du point 
m^ lequel est en même temps le point ^, trace horizontale de la génératrice verticale 
G du conoîde, on voit que la génératrice 6' successive de G, passera par le point 
m, parce que l'on sait que le cône qui a pour sommet le point m, et pour base le 
cercle B, est osculateur au conoîde tout le long de la génératrice droite G, suivant 
laquelle il est développable , suivant laquelle il a une courbure conique. 

Il faudra donc, pour construire le point successif de m sur la ligne de sépara- 
tion d'ombre et de lumière, faire la construction suivante : V mener par le 
point m* une parallèle ù 1/ et rencontrant la trace H^ au point a \ 2"" unir le point 
g et le point a\ 3"* mener en g une tangente au cercle B ; or, puisque le point 9' 
est le point successif et infîniment voisin du point 9, cette tangente ne sera autre 

que l'élément rectillgne gg du cercle B, lequel coupera la droite K* au point m* 
ou g. Et enfin, A"" par le point m'^ou 9, il faudra mener une droite parallèle à 
la droite g a, et coupant gg^ projection horizontale de la génératrice G', au point 
m* lui-même. En sorte que pour ce point m , que nous retrouvons sur la généra- 
trice G' successive de G, le plan tangent au conoîde, et qui est parallèle au rayon 
lumineux, aura pour trace horizontale la droite 9 a, qui n'est autre que ga^ puisque 
les points g et 9' sont successifs et infuiiment voisins. Le plan tangent au conoîde 
et au cylindre lumineux est donc vertical pour ce point m ; par consé(|uent la 
tangente au point m de la courbe de séparation d'ombre et de lumière se pro« 
jette horizontalement suivant une parallèle à la projection horizontale du rayon 
lumineux. 

D'après ce qui précède , il est évident que si , dans les fig. 3 et 7, on mène i^ar 
le point m^ une parallèle à L^ projection du rayon tie lumière, cette parallèle lais- 

î6 
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seca en entier, à gpuche d'elle v la couvbe Sf" ; dès k)r8 il esH évident que, dams oes 
deux cas ,. la ligna de striciioo K portera une ombre apparente sur la nappe in* 
férieure du conoïde. 

Mous allons limiter la. forme de celte ombi^e pontée, qui* ne pourra' être appa- 
rente , d'après ce qui précède , que dans le cas où la trace horizontale H^ dti plsrn 
lumineux, passant par la droite K, ooupera ou touchera le cercle; B; base' du 
conoïde. 

§ IV. 
L La trace W coupant le cercle h^ 

La droite L* menée par le point m^ parallèlement à la projection horizontale 
du rayon de lumière, pourra couper la génératrice du conoïde^ située dam le 
plan Q , en un point qui peut avoir trois positions : ou l"" être dan» l'intérieur 
du cercle B, et ainsi en q {fig. 13) ; ou 2'' sur le cercle B , et ainsi en b {fig. H) ; 
ou S"" hors du cercle B, comme fig^ iS. 

Les figures désignées montrent la forme de Tombre en chaeunideoeatroiBcas*, 
soit Tombre portée sur le [)]an horizontal^ soit Tombre sur le conoïde. Maisîl 
est nécessaire de donner quelques explications. 

Il est évident que si , d'un point d'une surface^ on mène une parallèle au rayon 
de lumière , et que cette parallèle étant prolongée ne rencontre pas la surface en 
une partie opposée à la direction du rayon lumineux , ce point sera éclairé*, et au; 
contraire il sera dans l'ombre^ si le rayon lumineux qui vient le frapper a^dù , au* 
préalable , traverser une partie de la surface. 

Or si nous menons par la génératrice verticale G, qui passe par lepointi», un plan, 
vertical et parallèle au rayon de lumière , il aura pour trace sur le plan horizontal 
la droite L^ dans les ûg. i3 , 14.et 15 ; et ce plan coupera le conoïde suivant une 
courbe projetée horizontalement suivant la droite m'^q. Or, il est évident que 
tous les points de cette courbe seront au-dessous du rayon lumineux qui,, pas* 
sant par le point m, vient percer le conoïde en un point projeté horizontalement 
en 9. 

Par conséquent 9 tous les points de cette courbe seront dans Fombre; car si de 
chacun d'eux on mène des parallèles au rayon lumineux, elles viendront toutes 
couper la droite Gen des points situés au-dessous du point m ^ mais si, de chacun 
des points du conoïde projetés dans l'intérieur du triangle mixtiligne çém*, on 
mène des parallèles au. rayon lumineux., aucune d'elles ne rencontrera les géné- 
ratrices du conoïde qui précèdent celle passant parle point considéré; cliacun^es 
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points de cett^ partie de la surface sera directement frappé par un rayon de 
lumière. 

n. La trace 11^ tangente au cercle B. 

Les fig« 16^ 47 et 48 donnent tous les cas qui peuvent se présenter, selon la 
direction donnée à la projection horizon&ale àm, rayon Ivmineux. 



PïtOBLÈME D'OMBRE. 

Énoncé. Cènstruirt l'inieneciitm de deux ellipâoiées de rémlutim dont les çxes ne 
ie coupent pas. Déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur tune et 
Vautre de ces deux mxrfaces. Déterminer l'ombre portée de l'un des ellipsoïdes sur l'autre^ 
et l'ombre portée de chacun deux , soit sur le plan horizontal, soit sur le plan vertical 
defiro/ection (^). 

(Le système est supposé éclairé par un rayon de lumière.) 

Solution. La solution complète du problème proposé exige la recherehe 4e 
diverses coùfbes. Nous allons indiquer successivement les méthodes qui nous 
paraissent préférables pour la recherche des unes et des autres. 



(*) En entrant à TÉcoIe d'application de Metz, les élèves sous-lieutenants d*arlillerie et du génie avaient, 
pour premier travail , â exécuter Tépure au trait et le lavis d'un problème d'ombre. Ce travail avait été 
prescrit par la commission mixte qui avait été chargée de rédiger le programme des études de TÉcoIe 
d'application , lorsque les écoles d'artillerie et du génie furent réunies. 

Par ce premier travail ,od s'assurait que chaque élève savait la géométrie descriptive ,et pouvait sans 
embarras se servir des méthodes graphiques qui lui avaient été enseignées à l'École polytechnique. Chaque 
élève avait un problème différent à résoudre, de sorte que pendant ce premier travail , chaque élève 
pouvait , en suivant les travaux de ses camarades , repasser tout son cours de géométrie descriptive. Bn 
4S49 ou 4SS0 , on fut obligé de supprimer ce premier travail , les motifs de oetle suppfiMUiii soift consi- 
gnés dans les registres des délibérations du conseil des études de l'École d'application de Metz. L'épure 
au trait et le lavis, que je donne ici , ont été décalqués sur les dessins que j'ai exécutés en 4S46 comme 
élève aou»-li6ntenant d*artiliene. 
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§ I. 

Construction de la courbe ({intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont les axes 

ne sont pas situés dans un même plan. 

Nous supposerons que le plan vertical de projection est parallèle aux axes des 
deux surfaces données y et que l'axe d'un des ellipsoïdes est vertical. 

Cela posé : 

H faut toujours, lorsqu'il s'agit d'un problème à résoudre graphiquement , 
pour une surface particulière, employer la méthode la plus courte et qui soit 
fondée sur les propriétés géométriques reconnues exister pour cette surface. 
Ainsi, pour une classe ou famille de surfaces, il existe des propriétés qui appar- 
tiennent à chacune d'elles, mais certaines d'entre elles peuvent jouir de pro- 
priétés qui leur soient propres, et qui, dès lors, n'appartiennent qu'à elles, entre 
toutes les surfaces de la mémo famille. 

Ainsi , par exemple , toutes lés surfaces du second ordre, sans exception, sont 
coupées par des plans parallèles suivant des sections coniques semblables , mais 
toutes ne possèdent pas des sections circulaires, puisque le paraboloîde hyper- 
bolique doit être excepté. 

Le mode de solution pour un problème posé , doit donc varier suivant la nature 
àe la surface proposée. 

Pour la solulion du problème qui nous est proposé, il existe trois méthodes : 

La première méthode consiste à couper les deux surfaces par une série de plans 
horizontaux; chaque plan coupera le premier ellipsoïde (celui dont Taxe est 
vertical) suivant un cercle , et coupera le second ellipsoïde suivant une ellipse, 
dont il est facile de déterminer le centre et les axes. 

Le problème est donc ramené, pour la construction d'un point de la courbe 
intersection des deux ellipsoïdes de révolution , à celle des points intersection 
d'un cercle et d'une ellipse dont on connaît le centre et la direction des axes, et 
leur longueur. 

On voit donc de suite que pour que la solution soit expéditive , il faut employer 
un compas ordinaire pour tracer le cercle, et un compas à ellipse pour tracer 
l'ellipse. 

Ainsi celte méthode exige deux compas différents, Tunpour le cercle, l'autre 

pour Vellipse. 

La seconde méthode consiste à déterminer deux plans P et Q perpendiculaires 
au plan vertical de projection , et tels que les sections elliptiques faites par le 
plan P dans les deux ellipsoïdes se projettent l'une et l'autre suivant un cercle 



— 425 — 

sur le plan Q. Alors chaque poinl de la courbe intersection des deux ellipsoïdes 
est déterminé par Tintersection de deux cercles; cette méthode n'exige qu'un seul 
compas ordinaire, celui qui sert à tracer des cercles. 

Celte solution , qui est on ne peut plus ingénieuse et très-simple , et facile dans 
Texéculion graphique, est due^ comme on le sait, à M. Chapuis, ancien ingé- 
nieur des constructions navales , qui Ta trouvée alors qu'il était élève à l'École 
polytechnique (*). 

C'est par l'emploi de cette méthode que j'ai déterminé les projections de la 
courbe intersection des deux surfaces ellipsoïdes de révolution, sur Vépure de 
l'atlas ci-joint. 

La troisième méthode consiste à transformer cylindriquement , d'abord le premier 
ellipsoïde de révolution (celui dont l'axe est vertical ) en une sphère ayant même 
centre et ayani pour rayon celui du cercle méridien de cet ellipsoïde, et de trans- 
former ensuite, par le même mode cylindrique, le second ellipsoïde de révolution 
en un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

Gela fait : 

On détermine les plans des sections circulaires de l'ellipsoïde transformé; et 
coupant la sphère et cet ellipsoïde transformé par une suite de plans parallèles 
entre eux et à l'un des deux plans diamétraux donnant des sections circulaires 
sur l'ellipsoïde, on peut facilement, par l'intersection de deux cercles, déter- 
miner chacun des points de la courbe intersection de la sphère et de l'ellipsoïde, 
surfaces transformées. 

Cela fait on regardera cette courbe comme la directrice d'un cylindre dont les 
génératrices droites seront parallèles à l'axe de rotation du premier ellipsoïde, 
et ce cylindre coupera cette surface suivant une courbe qui sera précisément 
celle cherchée, c'est-à-dire la courbe intersection des deux ellipsoïdes de révolu- 
lion donnés (**). 

11 est, je crois, nécessaire pour être bien compris, d'entrer à ce sujet dans 
quelques détails. 

Désignons par 2 l'ellipsoïde de révolution dont l'axe de rotation est vertical, par 
Rie rayon de son cercle équaieur C ,et par A son demi-axe vertical. Désignons par 
2, le second ellipsoïde de révolution dont l'axe est oblique. Menons par le centre 
de l'ellipsoïde 2 un plan horizontal P, ce plan coupera la surface 2 suivant 
l'équateur G, et la surface 2, suivant une ellipse 6. 

C) Voyez dans la Correspondance de l'Ecole polytechnique , publiée par Hachelte,le n 3* du ^ vof. . 
p. 236. 

(**) Voyez oe que j*ai dit , au sujet des transformations cylindriques , dans le Cours de géométrie 
descriptive^* partie, chapitre VI, page 444 et suivantes; et 2* partie • chapitre XIL 
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Cela posé : 

Prenons un poiot « eur Ja surface I, et abaissons de ce poiAt une perpendîcn- 
laire sur le plan P et le coupant en lun point p. Il e$t démontré (^) que si l'on 

prend sur la verticale pm un point n, td que Ton ait 

fw R 

pm ^ 

le point n sera sur une sphère S ,ayaat Téqualeur C pour grand cercle. 

Cela posé : 

Prenons un point quelconque fn sur le second ellipsoïde 2,^ etiJbaissons de ce 
point une porpendiculaij^e sur le plan P et le coupant en lunipoint p.. 

Si Ton prend sur la verticale pjn^ un -point n., Wl que Ton ait 

""A 



le point n, sera sur un ellipsoïde 2/ à trois axes inégaux passant par Fellipse 6. 

Les deux surfaces 2 et 2. seront, par ce moyen , transformées ensemble ^ Y ixne 
en la sphère S et l'autre en l'ellipsoïde 2/. 

En sorte que la courbe X intersection des deux ellipsoïdes de révolution et 
donnés 2 et 2,, sera transformée cylindriqueraent en la courbe X' intersection de 
la sphère S et de l'ellipsoïde à trois axes inégaux 1,\ 

Si donc l'on construit la courbe X', il suffira de faire passer par cette courbe un 
cylindre A ayant ses génératrices droites parallèles à Taxe de rotation de Tellip- 
soïde 2, et de chercher l'intersection de ce cylindre A et de Tellipsoïde 2 pour 
avoir la courbe X. 

Cela dit : 

Comme il faut pouvoir déterminer les sections circulaires de l'ellipsoïde trajos- 
formé 2/, il faut que nous puissions déterminer les (rois axes de cette surface, 
puisque les deux plans diamétraux donnant les sections circulaires passent par 
Taxe moyen. 

Or, si nous menons par l'axe de rotation de l'ellipsoïde 2., un plan Q parallèle 
au plan vertical de projection , nous obtiendrons la courbe méridienne d de la 
surface !.. 






{*) Voyez ce que nous avons dit , .au svû^ des transformalioiis cylindriques , dans le Cmsrt d$ Gifomé- 
trte descriptive, f« partie , p. m, et »• pariie,,pu 3iS.^flui.vantef. 
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Ce plan Q coupet^a l'eUipse S» suivant un de 868 ax6& D, lequel sera* uae eond» 
de Tellipse S. 

Nous prendrons cette oorde pour axe de transformation cylindrique, et pre* 
nanl dès lors un point x sur Kellipee méridienne iy et abaissant de ce point une 

perpendiculaire sur la' oorde D et la coupant en un point d, on prendira sur dx 
un point g, tel que l'on ait 

dx ^ 

le point y sera^sur une ellipse èi ayant même corde D que l'ellipse S. Usera facile 
de construire le diamèti^e conjugué de la corde D-, soit pour Fellipse d, soit pour 
Fellipse d'. 

Or, connaissant un système de diamètre conjugué d'une ellipse, on peut faci- 
lement construire la direction de ses axes et leur longueur (*). Les axes de 
Tellipse $' seront deux axes de relllpsoïde 2/, le troisième s'obtiendra en menant 
par le centre dé Tellipse 3' une perpendiculaire au plan Q et cherchant son inter- 
section avec là surface 2,'. 

Toutes ces constructions sont exécutables graphiquement et sans difficultés 
aucunes ; nous n'avons pas besoin d'entrer dans de plus longs détails à ce sujet , 
tous ceux qui savent ce qui a été enseigné dans notre Cours de géométrie descriptive y 
suppléeront avec facilité à tous les petits détails de construction. 

Ce mode de solution s'applique sans peine au cas où la seconde surface 2, n'est 
pas de révolution, pourvu qu'elle ne soit pas un paraboloîde hyperbolique, qui 
est la seule surface du second ordre qui ne jouisse pas de la propriété d^avoir 
des sections circulaires. 

Ainsi l'on pourra trouver la courbe d'intersection d'un ellipsoïde de révolu- 
tion avec un ellipsoïde non de révolution, ou avec un paraboloîde elliptique, ou 
avec l'un ou l'autre des deux hyperboloïdes à 3 axes inégaux. 

Si nous examinons plus attentivement cette méthode de solution, nous voyons 
de suite, qu'elle peut nous permettre de construire la courbe intersection d'un 
ellipsoïde à 3 axes inégaux , avec l'une quelconque des surfaces du second ordre, 
le paraboloîde hyperbolique excepté; et en effet, il suffira d'effectuer deux trans- 
formations cylindriques à la suite l'une de l'autre. 

Ainsi étant donnés un ellipsoïde à trois axes inégaux 1 et ayant l'un doses axes 
vertical, et une surface du second ordre 1, possédant des sections circulaires, 



(*} Voyez ce que noug avons dit, à ce sujet, dans le Comrt de GéoméMôéUBicripHve, ^ partie, p. 4M. 
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on fera passer par le centre de rellipsoîde 2 un plan P horizontal lequel coupera 
celte surface 2 suivant une ellipse a. 

On déformera cette ellipse ol (et dans le plan P) en un cercle G par des droites 
[)erpendiculaires à Taxe a de celte courbe a qui se trouve situé dans le plan P. 

Et par des droites perpendiculaires au plan vertical X, qui passe aussi par Taxe 
a, on déformera (par rapport au plan X pris pour base de la transformation cylin- 
drique) Tellipsoïde 2 en un ellipsoïde de révolution 2' et la surface du second 
ordre 2, en une autre surface du second ordre et du même genre 2/. 

Puis l'on transformera Tellipsoïde 2' en une sphère S et la surface 2/ en une 
autre surface du second ordre et du même genre 2/' et cela en prenant le plan P 
pour base de la nouvelle transformation cylindrique et au moyen de droites 
perpendiculaires à ce plan P. 

On cherchera la courbe X'' intersection de la sphère S et de la surface 2/', puis 
on mènera par X" un cylindre A' perpendiculaire au plan P et Ton déterminera 
son intersection X' avec Tellipsoîde de révolution 2', enfin Ton mènera par la 
courbe X' un nouveau cylindre A perpendiculaire au plan X et l'on cherchera sou 
intersection X avec Tellipsoïde donné et à 3 axes inégaux 2; et Ton aura en celle 
courbe X, l'intersection des deux surfaces données 2 et 2,. 



S n. 

Construction de la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Lorsque l'on a à déterminer, la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur 
une surface, soit qu'elle soit éclairée par un rayon de lumière, .soil qu'elle soit 
éclairée par un point lumineux, il faut toujours chercher la construction la plus 
simple, ens'appuyant sur les propriétés géométriques reconnues exister pour la 
surface toute particulière qui est donnée. 

Si donc on donne une surface du second ordre, évidemment l'on devra serap- 
peler de suite que la courbe de contact d'une telle surface avec un cylindre ou 
un cône est toujours une courbe plane. 

La marche la plus prompte à suivre , consistera donc à déterminer le plan de 
cette courbe et à chercher son intersection avec la surface proposée. 

Et comme de plus, on sait que la courbe de contact est non-seulement plane , 
mais qu'elle est une section conique, il suffira de trouver les axes et le centre, 
ou le centre et un système de diamètres conjugués de chacune des projections de 
cette courbe, pour construire directement chacune de ces projections et connaître 
dès lors la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée. 
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C'est cette méthode que nous avons suivie dans la construciion de l'épure au 
trait. 

§ m- 

Construction de C ombre portée par Ctm des ellipsoïdes sur C autre. 

D'après les données de notre épure au trait , c'est l'ellipsoïde de révolution 
dont l'axe est vertical qui porte ombre sur Tellipsoide de révolution dont Taxe est 
incliné. 

Cette ombre portée ne sera autre que la courbe intersection du second ellip- 
soïde avec le cylindre lumineux tangent au premier ellipsoïde. 

On prendra donc un nouveau plan horizontal de projection perpendiculaire à 
l'axe oblique du second ellipsoïde, et Ton construira sur ce plan la section faite 
par lui dans le cylindre lumineux. 

Et l'on construira la couribe d'intersection du second ellipsoïde et du cylindre 
lumineux par la méthode connue, en employant des cylindres auxiliaires de ré- 
volution et ayant leurs génératrices droites parallèles au rayon de lumière (*). 

§ IV. 
Ombre portée par Cun et l'autre ellipsoïde sur les plans de projection. 

On aura à chercher l'intersection de deux cylindres par les plans de projection. 
Ces cylindres auront l'un et l'autre leurs génératrices droites parallèles au rayon 
de lumière, et auront pour directrice y l'un l'ellipse ligne de séparation (fombre et de 
lumière sur le premier ellipsoïde, l'autre l'ellipse ligne de séparation d^ ombre et de 
lumière sur le second ellipsoïde. 

Il sera facile de construire le centre et un système de diamètres conjugués de 
chacune des quatre ellipses-ombres portées^ dont deux seront sur le plan hori- 
zontal, et dont deux seront sur le plan vertical de projection. 

On pourra construire ensuite directement les quatre ellipses, au moyen du sys- 
tème de diamètres conjugués que l'on aura déterminé pour chacune d'elles (^^). 



- (*) Voyez ce que noos avoDS dk, à ce eujet, dans le Cours de géométrie descriptive (2* partie}, 
p. 447 , et dans les Con^^émemts de Géowiétrie descriptive ^ p. 349. 

(^ Voyez, à ce sujet, ce que nous avons dit dans le Cours de géométrie descriptive {%• partie ) , 
p. 498. 
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N* 11. 

Dans un dessin où l'on veut représenter ia forme d'un corps, souvent les prop* 
jections de ce corps ne suffisent pas pour en donner une idée complète. Il faudrait 
presque toujours faire à traversée corps un grand nombre de sections parallèles 
entre elles, divisées en plusieurs groupes de directions diverses et convenable^ 
ment choisies, pour pouvoir en représenter les diverses courbures. Toutefois^ 
ceux qui ne sont pas habitués aux procédés de la géométrie descriptive f qui n'eo 
peuvent pas lire facilement les résultats graphiques» ne pourront pas avoir une 
idée exacte de la forme d'un corps, si on ne met sous leurs yeux que lespro* 
jections d'un certain nombre de sections parallèles faites dans ce corps. Alors on 
est obligé de déterminer sur le corps la forme des ombres, en supposant que ce 
corps est éclairé par le soleil. C'est donc comme une espèce de tableau que Ton fait 
au moyen du lavis , en cherchant à faire avancer certaines parties et à faire ytdr 
certaines autres ; Ton parvient ainsi à représenter à [œil l'objet comme s'il était 
en relief. L'œil peut alors en reconnaître les différentes formes. 



(f) Ea48f8-., alors que j*étaÎBUautMiantdranHlerie«ta£hi à TétaUinajfMr de l'École d'applicatiOD. 40 
Metz , le général commandant cette école me chargea de rédiger des notes sur le dessin , sous forme d'in* 
«fmerforr, pour 1^ élèves Bous-Heuteaants de rartillèrie et du génie. 

J'ai extrait de ce travail les notes que je publie ici. 

Je 2'ai pas cru devoir publier^ parce que ce n'était pa» le lieu , mes réfle«on^ sur le dessin du payiaege, 
le dessin de genre à la plume , et le dessin des cartes de tous genres que les officiers sont appelés à exé» 
diter, lorsqu'ils sont chargés d'uiïe recoti naissance tnilitaîre , d'un lever à vue , etc. 

Mais il me sera permis de Atre que le général Aarge^ après avoir lu mea^neies, fitdlipoier uwsailB 
où les élèves pouvaient , le soir, se réunir pour dessiner le paysage et s'adonner aux dessins de gienre à la 
plume. Ce travail était facultatif et dirigé par un des dessinateurs de Técole, qui avait du talent dans 
ces divers genfes de dessin. 

Le dessin du paysage et le dessin à la plume sont indispensables à tous les officiers chargés de faire des 
reconnaissances militaires. 

Je dois ajouter qo'svant^denmielire Hum travail an général Berge , j0 comnaniqoei aManoAee au Ittin» 
mandant Clerc , qui, avec la brigade» topographiqne eots sesimired y-a fliNt^ 1er lever daprasqueleuM nos 
planes de guerre/ 

Le commandant Clerc était un juge compétent^ et nul plus que lui ne pouvait donner d'excetteUlM ' 
idées et de bons avis, car il était dessinateur militaire consommé. Tout ce que j'ai dit sur le lavis par 
Umehes m'a en quelque sorte été dicté par cet officier, qui était aussi brave à l'armée que savant en 
topographie. 



L'on iQp«9oilqBe :1a déteraninalîon rigovrauM dosioiDibreB sur les Mrps est iiK 
dispentable pour qiwiroiiijniisseJtten raouinatlre te fiormeda ««rtams corps ^ ta 
M point les eMfeadre ai^e d'aotres qui pouoraientiawîr quelque analogie avec 
ODK. Car ia foisne des ombras dépend évidenmem de la forme papticuUère à 
chaque corps, et la moindre altération dans rexactilucle des ombres, doit infliser 
siir l'idée que l'eQ aura ds Ja foraae dtt<îûrps représenté à ifceil au moyen d*an 
doaiîii^ {te)Sitppose.,idL sivee .^érôlé, que les rayons du soleil sont parallèles entre 
en, car la grande distanoe ide la terre a^u soleil doit néeessairement rendue la 
dîioi^nce qui existe entre les rapyonsdu soleil , presque nulle. 

JNoas ^i^pp^weroBS donc que tous iea rayons du soleil qui éclairent un cèjet pria 
ûolément i$»r la «urifaee de la (ei^re s^nt paralletoa antre eux* 

liiOraque oous iroudrans éolairer wù ewpB et .déterminer les ombres que les 
rnjpons de lumîèire forment anr lui^ aojus imènerons .tanskgeaitieUement à ce corps 
QD oylindce dont \s& génôratmoes di^oites iseront parallèles aux:rayona lumineux , 
et la courbe de contact du cylindre et de la surface qui termine le corps sera oo 
que Von .^^ppdAe la iifin04e ^^éparatiçn tComère iCi de iwrnève. 

^Nouaeupposons ioi^quela loraîèpe'se propage en ligne droite, et qu'elle n'éclaire 
ni à droite, ni à gauche, mais directement, l'objet sur lequel elle vient frapper. 
Ainsi y un ^faisceau de lumière arrivant sur tin plan éclairera la partie anté* 
rienre de ce plan, et ne pouvant le traverser, laissera la partie postérieure 
de ce plan , entièrement dans l'ombre ; et si l'on suppose que ce plan ait des 
dimensions finies, qu'il ait une forme rectangulaire par exem\>le, il y aura un 
certain nombre de rayons lumineux qui raseront le contour de ce plan et iront 
au delà éclairer les objets qui peuvent se trouver en arrière et plus éloignés ; mais 
tout l'espaoe compris entre ces rayons rasants sera privé de lumière , puisque 
tons les rayons compris dans l'intérieur du prisme lumineux seront arrêtés par 
le plan rectangulaire. On aura donc, en avant du plan, un faisceau ide rayons 
lumineux parallèles entre eux» et dont la forme extérieure sera donnée parles 
layons rasants , ot derrière le plan , on anra le prolongement de ce faisceau , «et qui 
«eiw entièrement privé de lumière ; on l'appelle Je cylindre donére. S« Ton 
oberche l'int^raection de teus 1^ rayons rasants aveo ua pdao ou une surface 
queieenque» on obtietp^i^a une certaine coui^ dont ri^mtédeur sera privé de 
Kuni^ » iA c'est ce qne l'iui appelle l'em^a pwté^ A« *plaii dreota*gulaire sur 1« 
plan ou la surface qui arrête les raypos iMmineiiK rasants^ 

$i inoos eQQsidérow une^^re., la ligne de sépan^i^n d'ombre et de Inmière 
imainiii^nd cerelede }aiapbôi^.,4AntJe|ilAn'aempeif)iepdîcobi^^ h.diaentîon 
4oa irayoni lumjnnni: . 

9ii nu eontiraîr^j smus aQosidâfPMiw ^Wn»qîd^4to «é^iobiyon^ kiiliigM de nlk 
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para lion d'ombre et de lumière sera une ellipse dont le plan wn un plan dia- 
métral de la surface , et conjugué]du diamètre parallèle aux rayons lumineux. 

On voit donc que la détermination rigoureuse de la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière est indispensable , puisque cette ligne peut varier de forme suivant 
la nature des surfaces. 

Mais , comme la direction du rayon lumineux peut être telle , par rapport à un 
ellipsoïde à trois axes inégaux , que la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
sur cette surface se trouve être précisément un cercle, on voit de suite que la 
construction exacte et géométrique de la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
sur une surface ne peut pas, en général, faire reconnaître à première vue (à l'œil 
de l'observateur) la forme géométrique et véritable d'une surface. Car, d'ailleurs, 
n'est-il pas évident que Ton peut construire une infinité de surfaces ayant un cercle 
pour courbe de contact avec un cylindre, et qui toutes diffèrent essentiellement 
entre elles et aussi de la sphère et de l'ellipsoïde à trois axes inégaux , ou de 
révolution. 

Il faut donc appeler à son aide l'art du dessin , qui consiste à ménager les cUdrs, 
les reflets i les ombres ^ les demi-ieinies et les clairs-obscurs ^ de telle sorte que l'on 
parvient à faire ressortir en relief les objets que Ton a peints sur une feuille de 
papier et ainsi sur une surface plane ; et de telle sorte que l'œil est trompé lui* 
même, et qu'il voit un corps à trois dimensions là où il n'y a qu'une surface 
plane diversement teintée en chacun de ses points. 

Ainsi , Tapplic^tion que l'on fait de la géométrie descriptive à la détermination 
des formes rigoureuses des ombres ( ligne de séparation d^ ombre et de lumière sur 
un corps et ombre portée de ce corps sur un autre corps ) , quoique étant essen- 
tielle pour pouvoir peindre la véritable forme d'un corps, est cependant insuffi- 
sante; et on le reconnaît de suite, pour peu que l'on ait observé avec quelque 
attention les effets et le jeu de la lumière sur les différents corps de la nature. 

Il faut encore examiner avec le plus grand soin comment la présence d'un corps 
placé près d'un autre peut influer sur l'intensité des ombres de ce corps. C'est 
ainsi que, quoique un corps soit éclairé de la même manière, il ressort en noir 
sur un fond blanc, et en blanc sur un fond noir, pour les parties éclairées ; et 
pour les parties ombrées, l'intensité des ombres apparaît d'autant plus grande 
par l'opposition d'un fond blanc, et semble au contraire être atténuée {s' éteindre)^ 
lorsque le corps se détache sur un fond noir. 

Lorsque Ton approche un corps éclairé d'un autre corps sur lequel on veut 
déterminer les ombres , on voit bientôt et sensiblement diminuer l'intensité des 
ombres du second corps , et se produire un nouvel effet de lumière auquel on a 
donné le nom de reflet^ parce qu'il est occasionné par la réflexion de la lumière 
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qui arrivant sur le premier corps se réfléchit sur le secbnd corps; les rajtoas; 
lamineux^enseréflédiissant, forment un nouveau faisèenu lumineux d'une d&mth? 
tion difl*érente de celle du faisceau direct et venant toml^ sur la partie ombrée du;» 
second corps, ne l'éclairent par entièrement , mais atténuent rintensitédeVom*- 
bre, et cela parce que la lumière de ces rayons réfléchis est f^d/e. On peut<«(9ifa^*e 
une idée de ce &it,en considérant les ombres formées par la lumière d^J sUeilet) 
celles qui sont formées par la lumière que nous renvoie la lune, lumière qui est, 
réfléchie. .« 

Lorsque la lumière arrive sur un plan qui est perpendiculaire à sa clirection ;> 
le plan est alors le plus éclairé possible. Â mesure que ce plan s'incline, par rap**; 
port à la direction du rayon lumineux, il se teinte de plus en plus , et Von peut,j 
par l'intensité plus ou moins forte de cette teinte, reconnaître rinclinaison du 
plan. Ainsi , lorsqu'un rayon de lumière arrive sur une surface coui4>e, on peut 
considérer chaque point de celte surface comme étant une petite facette plane ; 
comme étant l'élément du plan tangent en ce point à la surface considérée ; alors 
ce point ou facette sera teinté en raison de l'inclinaison du plan tangent qui en est 
le prolongement par rapport à la direction du faisceau lumineux* Les, points ou. 
facettes qui appartiennent à la ligne de séparation d'ombre et de lumière sont évi* 
demment contenus dans les difiérents plans tangents à la surface qui sont paral- 
lèles au faisceau lumineux, et ces points oxxfaceUes sont totalement dans l'ombre.^ 
En passant de ces points à ceux qui, situés sur la surface^ sont plus ou moiaiç 
directement frappés par la lumière, le plan tangent s'incline successivement par 
rapport au rayon de lumière , jusqu'à ce qu'il arrive enfin à être* perpendiculaire, 
à ce rayon. 

L'on voit donc que tous les points de la surface qui reçoivent le feisceau de 
lumière ne sont pas tous également éclairés , et que les teintes qui se trouvât sur 
chacun d'eux diminuent d'intensité depuis la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière jusqu'au point où le plan tangent est perpendiculaire à la direction du 
rayon lumineux. Ce point de contact est le plus éclairé entre ceux de la surface. 

L'on voit donc que la dégradation de ces- teintes, auxquelles on a donné le nom 
de demi'teintes y dépend de l'inclinaison successive des plans tangents, et cette 
inclinaison varie suivant une loi qui dépend de la nature géométrique et ainsi 
de la forme de la surface. C'est donc de ces demi-teintes que dépend la représen- 
tation exacte d'un objet. Ainsi , pour une sphère, ces demi-teintes se dégraderont 
d'une manière différente que sur un cylindre, un cône, ou sur toute autre 
surface. 

Il faut encore remarquer que lorsque la lumière tombe sur un plan , la teinte 
est bien la même sur toutes les parties du plan ; mais cette teinte ne nous parait 



pM''HBifQrÉiQ)(|]atraffly>Mit comme iétai^^ da >platt qui 

smtiles filméU&gnM;i8t'ieraqu!attifmilvaife voue negwdecla psotî» d'iM plan 
qfvii (Mt daas lloBifHie., iet»paiiils des: plus rapproebéfi 4e Tœ»! «paraissent las phM 
ïÈôinJ ' • ' ■ 

ft CmI) kvsq^&4^0f| ifeàt ub Isyîs, avoir égaed^Autadnt. que faire se peut, auK 
déiM frin^eipes ^dës c 1^ paH'ioctiBaîson du plan toogent au poini de la siirfaoe, 
et S'^^silr l'éfoigriepMiflJ de eepointpar rapport à llœid (en eerte que si deux ipoints 
d'une surface sont également rapprochés de Toeil, l'un sera plusteintéque i'autre^ 
sî «êon flan tatigent eet{)lus4potîné à la .di^^on dn^ayon de lumière, et si deux 
p(>iffiis^dV)»e surtface«optlnégpleniieDt étoiles de l'œil, le pUis^igné sera leplns 
teinté,, «quoique leprs* plants -tangents soienl égalanent inclinés à la^direcUon dsi 
T«yoft 4e tumMiie ). 

"T^ut ce q^e'ROUS'venooS'de dire est exact , ^si TonMippoee l'œil de l'observateur 
sîlué k Viti&n} sur fa «dîreotion du rayan de •lumière. Mais i>rdinaireni0nt l'oa 
au^ppese quel'Qsil de -f observateur, iquoique akué à rin^ni , n'est pas aur la direc- 
lien tteii|^luni|iàpe;*s4n#i , lorsque Ton veut lew^r à l'effet ia projeotien ventioaieiOtt 
hor non télé d Vin oopps , en suppose que l'œil est plaoé à rinOoi sur i»e perpea* 
diculaipe au plan wptîcal ou horizontal de projeetien, et Ton suppose que le 
rdy en ide' lumière a , <ms 1^ une direction arbitraire par rapport afux deux plana de 
ppojedton , ou'Q* quMlfait un- angle de A&^ avee le plan vertical, st l'on ne veut 
later 4 reffel que la ppo^eelion verticale^ ou un angle de Ay avec le plan hori^ 
zoBtafl , si l'on ne veut considérer que la projection horizontale du corps ^ ott 
3^ on suppose que ses projections font diaoune un angle de iS*" avec la ligne de 
terre , et c'est ordinairement cette dernière direction que Ton emploie dans les 
l»vib'd'arcfaitecliiM. (Dès 1ers on serait obtigé decQneidôversur Ja surface du corps 
les courts» d^'ét^iè feinte réelle ^ oourbes dont nous parlerons plus loin. 

En terminant ee parftgraphe «i^ous devons faire remarqua qu'à mesure que les 
èbjete sTédoignent de 4'oBil , (e^irs formes et leurs osracières perdent de leur net»- 
leté, et à tel pe^int que, toroqu'ils aont teès^-éloignés , ils son>t presque ^aeée à 
la v«e) les omfcres «s^adoi^oieseoi » deviennent ^{s«s ; les- parties éelaii^ées se lain- 
tenê , et de ^M^ sorleique, lorsque i'cdbjei est à une oertaine dislaoeede i'rnil^ oo 
ne petft phia diatintguor des paurties éekiirées dqs pauriies ombréet. 

€ès^irèreBls'|^Us p9utent s'^apUquer Aeilemeiil , car nous n'apercevcme kn 
otrjels «|i|ie par kliuniète qu'iis péfldqbisaant à oplve oeil; à niQsune donc iquo les 
e'bjeis i'^éleignent^de. noire cûl,. la liMitérs Téflécbie ne noua parvient iiu'jfvèi 
avoir traversé une couche d'air d'autant plus épaisse. 
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Il existe trois manières de faire un lavU : Ta premrère qye Ton appelle ïavîè par 
teintes adotêcies , la seconde est dite lavis par teintes pldtes svpefj)Osêes , et m troi- 
sième enfin est le lavis par touches* 

Première méthode de lavi^. La première, manière est celle des trois qlii âiatte le 
plus l'œil, mais elle est longue et difOcile à bien exéeuler, et Ton ne peut d'ailleurs 
remployer que lorsque Ton ne doit pas mettre sur le dessin des teintes dé cou- 
leur (dites teintes de convention) pour distinguer la nature des divers matériaux 
qui entrent dans l'ensemble et les détails de Tobjet représenté. 

A ee sujet nous allons entrer dans quelques détails. Les teintes de couleur, 
par leur opposition avec le bfanc du papier, forment dé|à une parde des cfêml- 
teintes qui seraient mises avec grand soin à l'encre de CHihe , si Ton fié devait 
point mettre des teintes de couleur sur le dessin, ai donc* ce travail' des' demi- 
teintes était exécuté à l'encre de Chine, et qtie l'on vint ensuite à placer des téiiites 
de couleur, tout ce travail des demi-teihies serait en pure perte. Les ombres ont 
besoin d'être très-fortes dans le lavis à l'encre de Chine, lorsque Ton doit 
ensuite placer des teintes de couleur, parce que ces dernières teintes absorbent 
en partie l'intensité du premier travail à Tencre de Chine, travail qui' forme ce 
que Ton appelle \e dessous. 

Lors donc que l'on doit placer des teintes de Couleur, le pren^ief travail à 
l'enore de Chine (ou le dessous) ne doit point être amené à l*ejfety c'est-à-dire ne 
doit présenter aucune demi-teinte et ne doit offrir que les ombres très-intétlses , 
de telle sorte qu'en mettant les teintes de couleur elles viennent former les demi-' 
teintes, et qu'absorbant l'intensité des ombres exécutés à Tencre dé Chine elles 
viennent amener tout naturellement le dessin & être k V'effet. 

Si doBC| nous le répétons, on £ait un dessin par teintes* adoucies, de manière 
à ce que les demi^^teintes et les ombres soient lellementbien combinées que la 
représentation de l'obj/et soii exacte , aussitôt que Ton aura mis les teintes de cou- 
leur le dessia pâlira, de. ton et ôl effet; l'objet ne sera plus représente exactement; 
les parties qui devaient tourner ne tourneront plus; le grand travail du dessous 
sera perdu, puisque l'on ne sera pas arrivé au but qi^e Ton s'éiçut proposé : celui 
d'une représeataiioo exacte de l'objet. , , . 

Il faut donc combiner le travail des teintes au lavis à l'encre de Chine avec le 
travail des teintes de couleur (teintes conventionnelles), et l'on doit dès (ors se 
rappeler que le papier fera les arêtes brillantes^ que les teintes de couleur feront 
les demi'teinles y et que lèû ombres placées à^f elïdce de CKfiféf dtfFttrtyt'ètré irës- 
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fortes , pour qu'après avoir été en partie absorbées par les teintes convention- 
nelles, leur intensité soit suffisante pour que la représentation de Tobjet soit 
exacte et que le dessin ait ce que l'on appelle de la vigueur. 

Il y a de très-grands partisans du lavis par teintes adoucies» lorsque Ton ne 
doit pas superposer des teintes conventionnelles, des teintes de couleur, et sur- 
tout lorsqu^il s'agit de représenter des corps ronds. 

Mais la méthode dite par teintes plates superposées a prévalu dans tontes les 
écoles d'architecture; nous dirons plus loin pourquoi. 

Deuxième méthode de lavis^ Il n'est aucune surface que l'on ne puisse repré- 
senter exactement par la méthode des teintes plates superposées , cependant on 
' doit reconnaître qu'elle est difficile dans son application , si Ton veut atteindre à 
la rigueur géométrique ; et en effet : les courbes que doivent affecter la série des 
teintes plates doivent être calculées géométriquement pour chaque espèce de sur- 
face, car sur un corps l'on peut considérer les ombres et les demi-teintes comme 
formées par une série de bandes d'égale intensité, chacune de ces bandes étant 
formée par les éléments de la surface qui termine ce corps et qui aurait pour 
plans tangents, en ces divers éléments, des plaus également inclinés par rapport 
à la direction du rayon de lumière (l'on fait abstraction de l'éloignement, par 

j 

rapporli à l'œil, de ces éléments, ou facettes de la surface, parce que la différence de 
distance entre leurs positions extrêmes n'est pas assez grande, lorsqu'il s'agit 
d'un cqrps pris isolément, pour influer sensiblement sur l'intensité des teintes). 

D'après ce qui vient d'être dit, il faudrait donc rechercher géométriquement, 
d'après la nature de la surface considérée, la forme que doit affecter chaque 
bande d'égale intensité, et cette recherche graphique peut être très-longue. 

D'ailleurs, les bandes, telles que nous venons de les considérer, sont des 
bandes d'égale intensité réelle , ce sont celles que l'on devrait construire en sup- 
posant l'œil placé & l'infini sur la direction du rayon de lumière, et comme en 
général l'œil de l'observateur n'est pas ainsi placé, il faudrait construire les 
bandes d'égale teinte idéale, c^est'-à-dire les courbes qui joignent les points de 
Ta surface, qui n'étant point, rigoureusement, également teintés, apparaissent 
cependant à l'œil comme tels (^), et la construction géométrique de ces courbés 
'd'égale teinte idéale devient très-longue et très-compliquée. 
" Dans les applications du' lavis' on doit donc renoncer aux constructions géomé- 
triques de toutes les courbes autres que les lignes de séparation d'ombre et de 
lumière, et autres que celles des ombres portées. On n'a, dès lors, d'autre 



-^ Si\ ^oy^ ^ V^^ nous avoQS dit, à ce sujet , dans les VévelafP$mmUê de Géométrie deêcriptivê , 
chap. m, p. 493. 
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moyen poor arriver i la représentation exacte de la forme des objets , que celui 
d'examiner avec soin la manière dont la lumière agit sur un corps en relief de 
la même forme que celui que Ton veut représenter sur son dessin , en cherchant 
à voir sur cet objet en relief, quelle est à peu près la forme des bandes égale- 
ment éclairées, vu la position de Tœil et la direction du rayon lumineux. 

Ce n'est donc qu'après un long exercice et une longue observation des objets 
de la nature , que l'on peut parvenir à placer d*une manière convenable les teintes 
d'égale intensité idéale. 

Cette habitude et ces observations sont également indispensables pour le lavis 
i teintes adoucies. 

Si dans les dessins d'architecture le lavis à teintes plates superposées doit être 
préféré, c'est qu'il est très-expéditif et qu'il n'offre pas de difficultés sérieuses, 
puisque l'on n'a presque toujours , comme corps ronds , que des colonnes. 

Le lavis par teintes plates superposées a plus de vigueur, plus de net.teté, et 
semble représenter mieux la dureté du marbre et de la pierre que le lavis par 
teintes adoucies, qui a toujours quelque chose de mou. 

Il faut autant que possible approprier, dans un lavis, la touche du pinceau à 
la dureté et à la nature de la matière dont sont formés les objets que Ton veut 
représenter, ainsi la manière de lavis qui rendra les différences qui existent entre 
le bois, la pierre et le fer, devra être préférée, et le lavis par teintes plates super- 
posées se prête assez bien à rendre la nuance de ces différences. 

Lorsque Ton emploie la méthode de lavis dite par teintes plates superposées 9 
la quantité dont les teintes plates doivent déborder les unes sur les autres dépend 
de la forme de la surface. Il faudra donc, à moins que l'on ne détermine géomé- 
triquement les courbes d'égale teinte idéale, une grande habitude pour placer 
convenablement, et en retraite les unes sur les autres, les teintes d'égale intensité 
pour une surface quelconque. 

Mais en architecture, comme nous l'avons dit ci-dessus, on n'a, en général, à 
examiner comme corps ronds que des colonnes , que Ton peut toujours considérer 
comme étant des surfaces cylindriques. Or^ dans le cas d'une surface cylindrique, 
la reiraiie des bandes d'égale teinte peut très-facilement être déterminée. Et en 
effet ^ 

Concevons un cylindre vertical ayant pour base une courbe C ; on partagera 
cette courbe C en parties égales par des cordes égales , et par chacun des points 
de division on élèvera une génératrice droite du cylindre ; chacune de ces généra- 
trices sera la limite d'une bande d'égale teinte, non-seulement réelle^ mais en- 
core idéale, en supposant l'œil placé à l'infini sur une horizontale. 
Si donc l'on projette ces bandes sur un plan vertical , on voit que leurs retraites 

18 
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iront en diminuant depuis la jniMeu.d/a la prxïJMUoni^MytitialedufQylindreijin^'à 
la génjérdtrice extrême. 

Et c'est précisément. la Lûi.de&décroissamentS/des JkirgdUFS des faaoées'en^pri^ 
jeclion verticale qui indiquera la formje de laiCOurbeX* 

Ainsi, si le cylindre jest.elUptiquq^ le grand axa. de. lleUipae G étant parallèle au 
plan vertical , la d^radation «des. retraites. des bandesine sana pas la même que si 
le petit axe de cette ellipse .C était [parallèle au ipiao vertical; elle serait eneora 
différente, si la courbe G était un cercle. 

De plus, en ayant ^^vdeuJi^ifmsan des teintes (*).,, les. bandes de «lèiiie nu- 
méro , en supposant la base G du cylindre divisée en un même n<Mnbre de parties 
égales, que cette courbe G soit un eercLe^, une ellipse ou toute autte oourbe^ 
n'aurontpas la même intensité. On 'Voit donc.de suite que reffet produit à r«sîl 
par le lavis ne sera, pas le mèm^, si l'on. a un cylindre ctrisuAitre., ou élUpiiquef 
ou etc. 

Troisième méthode de lavis. Il existe., comme, nous I'âvors dit» une aroîsiàaie 
méthode de lavis, que nous avons désignée par le nom de Imh jmr Umehes. G^est 
celle qui doit èXre préférée .pour rendre des. effets de lumière «sur nn^eorps, 
quelles que soient sa nature et «a. forme, etsurlant^pour i^d^ssins^à VapmeUe. 

Expliquons en quoi consiste cette méthode. 

En chaque point d'une*surface éclairée , il y a une intensité de teinte qui varie 
de ce point aux points environnants. Si Tœil est assez^ exercé pour saisir la diffé- 
rence de la nuance entre les intensités, des teintes de deux points voisins , alors 
on pourra placer sur le papier blanc et aux points qui , dans le dessin , oorres- 
pondent aux points de la surface en relief, de. petites touches d'encre de Ghine, 
dontrintensité sera dans le même rapport que celle des teintes remarquées cales 
mêmes points, sur Tol^jet-relief. Et en marchant «ainsi de proche en proche, dé- 
composant dès lors la surface du corps en petites facette^, onplacerasur le papier, 
et à côté les unes des autres, de petites touches de pinceau dontriaiensiié ira en 
sç dégradant de la même manière que les teintes. sur |a>surface du reUef. Ce 
premier travail ne donnera pas toute Tintensité d'onU)re que Ton remarque etàv 
l'objet, parce que la teinte qui existe en un point de l'objet , se. trouvant entourée 
'de parties ombrées, est plus forte réellement que la touche à Tencre de Ghine qve 
l'on place sur 1q papier et qui doit lui correspondre ; cette. touche.qjue.nausipla- 
çons surUe papier, étant entourée de blanc, paraîtrait beaucouPipUsXorleq^i&fo 
teinte deTobjet , si on'lui donnait réellement la même intensité iquejcetla.dernîifie 
possède. 
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■aïs ayant p»r ui» prentertratail^couverttout lé papier, Ton revient par une 
suite de travaux analogues au premier, et Ton parvient peu à peu et progressive- 
ment à monter letmàn desstn' et à lui dbnner fintensité remarquée sur Tobjet en 
relief. 

Cette roétliode a un trà^grMd avantage, en ce qfu'elle est très-expéditive une 
fois que Toa a acquis un peu d'habitude et d^babileté. 

Et de plus, elle permet , au moyen du seul coup d'œil et sans avoir besoin de 
recourir aux construotions géométriques , de rendre d*une manière très-fidèlë les 
moindres détails et les moindres^ inflexions d^un corps et d'une surface. Mais , 
outre que les elTetapeuwnt être rendus d'autre manière excessivement juste , on 
voit, suivant l'expression des peintres, circuler Cair dans le dessin; ce qu'il est 
impossible d'obtenir soit par le lavis à teintes adoucies, soit par le lavis à teintes 
plates superposées. Par la première méthode de lavis , il semble que les corps sont 
tous polis; et par la seconde méthoda de la^ia> ilaeniUe qsetlea corp» ont été 
taillés par zmes au moyen d'ua ciseau* 

Il est donc à désirer que toutes- les fois que l'on a une machine composée d'un 
grand nombre de pièces de natures diverses et situées dbns des pihns diflërents, 
on emploie de préférence la méthode du la«ris par touches, en réservant la méthode 
du lavis par teintes plates superposées pour le dessin de Tarchitecture, alors qu'il 
n'y a que des objets isolés à représenter ou des objets situés à peu près dans le 
même plan* 

Cependant si l'on voulait 6ire la perspective d'une construction architecturale» 
comme' le desaia nentneraîti, dans ce cm, dans ceux que l'on désigne par le 
nom de deê$in$'fiéêôreêqa»j alors- il faudrait employer Ib- méthode des touches, 
paKe que Von pourrait iacîiëinent rendît, par cette méthode, les nuances les 
plus légères que l'on remarqueidimsib nature; 

La^inétJiode par touches est saivs contredit la meilleure pour imiter avec exac- 
titude la nature; ses avantages sont ineonf^tabibs, car n-est^e pas transporter 
dans l'art du lavis , la méthode suivie dans la peinture à rhuile?" Aussi les avan- 
tage» de la méthfMlBJpavtettehesi se fon^k' remarquer dans Tes dessins de paysage 
dite à If ofaumMa.* 

DisonacommentUoaideirprooéderreraque'ronveut exécuter un ffoy^agé par la 
méthode desiouehMî 

On examine quel estla ton^ et l'inlensité de le- e o ulei ir en mr point du paysage 
que l'on veut représenter, et L'on place sur le papier une touche de'couleur ayant 
le mèmeton et la même intensité. On passe ensuite au point voisin et Ton opère 
de la même manière, et ainsi de proche en proche, et Ton parvient à eoiivrir 
tout le papier de petites touches juxtaposées, en sorle' que* Fon a fait comme 
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une mosaïque. Par ce premier travail la copie du paysage se trouve avoir déjà 
une vérité de ton et de couleur que Ton ne pourrait pas atteindre par une autre 
mélhode. On reprend ensuite tout le premier travail, en exécutant par-dessus 
un second travail du même genre, seulement l'on place les secondes touches dans 
les petits intervalles qui existent entre les premiers , et en revenant successive- 
ment par trois et quatre travaux du même genre , on arrive à obtenir un grand 
fini. 

On obtient par ce procédé des points de vue dans lesquels Ton ne remarque 
pas des couleurs factices et de pure convention , mais une couleur générale vraie 
et des tons de détails conformes à ce qui est dans la nature {^). 

S m. 

Lorsque Ton aura une ombre portée par un corps sur un autre corps éclairé , 
cette ombre portée étant environnée de parties éclairées , paraîtra plus noire ou 
plus intense que les ombres déterminées par la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière sur Tun ou l'autre corps. 

Et cela a lieu parce que l'opposition des parties dans l'ombre et des parties 
éclairées, nous fait apparaître comme plus intense la teinte qui couvre les parties 
dans l'ombre. 

Lorsqu'une ombre portée arrive vers la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière , sa teinte doit se fondre avec celle de cette dernière ligne , et de manière 
à ce que les points de la surface du corps qui se trouvent avant et après la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière, aient à peu près la même teinte, et ainsi 
de manière à ce que l'on passe de l'ombre portée à la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière sans ressaut , sans transition brusque. 

Ainsi l'ombre portée va en décroissant d'intensité depuis le point où l'objet 
qui porte ombre touche le corps, jusqu'à la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière tracée sur ce même corps. 

Ainsi, par exemple , si l'on avait une règle s'appuyant sur un cylindre y le point 
où la règle touche le cylindre sera le commencement de l'ombre portée de la règle 
sur le cylindre. En cet endroit l'ombre portée sera très-noîr^, soit à cause de l'op- 
position de cette partie ombrée avec les parties environnantes situées sur le 

(*) Cesi en se servant de cette méthode» que le commandant Qerc , qui fut pendant longtemps chef 
do la brigade topographique et qui depuis fut , à la fin de sa carrière, professeur de topographie à I*Èoole 
d*application de Metz, avait exécuté un grand nombre de vues des Alpes et de ritalje ; l*École d'applica- 
tion de Metz possède quelques-uns de ses précieux dessins, entre autres deux études de marronniera, 
Tune au lavis , Tautre à raquarelle. 
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cylindre et qui seront frappées par la lumière j soit parce qu'il n'arrive en cette 
partie de l'ombre portée qu'un très-petit nombre de rayons réfléchis , soit par 
l'air environnant , soit par les parties environnantes du cylindre. Et que dès lors 
ces rayons réfléchis ne peuvent que très-faibleinent altérer en ce point l'ombre 
portée et diminuer son intensité. 

Mais à mesure que l'on s'éloigne de ce point de contact de la règle et du cylindre, 
l'ombre portée diminue d'intensité, et enfin finit par se fondre et se mélanger avec 
les teintes qui forment la séparation d'ombre et de lumière sur le cylindre. 

Cette diminution progressive de l'ombre portée tient à deux causes : 

La première c'est que plus l'ombre portée s'avance vers la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière, plus les parties du cylindre qui l'avoisinent deviennent 
teintées (les demi-teintes augmentant en intensité à mesure que l'on s'approche 
de la ligne de séparation d'ombre et de lumière), par conséquent l'opposition du 
noir au blaxic diminuant , l'intensité de Tombre portée semble diminuer ; en cela 
il y a une illusion d'optique. La seconde cause , et qui est due à un effet réel, 
c'est que la règle , en s' éloignant du cylindre après le point de contact , reçoit un 
certain nombre de rayons réfléchis par la surface éclairée du cylindre; elle les 
réfléchit une seconde fois sur la partie du cylindre en laquelle se trouve située 
l'ombre portée, et ces rayons doublement réfléchis viennent diminuer, atténuer 
rintensité de Tombre portée. 

Lorsqu'un corps est éclairé par le soleil, la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière et en général les ombres paraissent très-noires, parce que les parties 
éclairées étant très-vives, elles blessent notre œil et nous empêchent de lire dans 
les ombres. Mais cette intensité des ombres n est due dans ce cas qu'à une illusion 
d'optique qui ne provient que de la fatigue que l'œil a éprouvé en se reposant sur 
des parties vivement éclairées, et en voulant regarder à la fois et les parties éclai- 
rées et les parties ombrées. 

.Mais si l'œil ne se repose que sur les parties ombrées, bientôt l'ébiouissement 
dont il avait été saisi se dissipe, et il finit par lire dans toutes les ombres et par 
voir même leur intensité diminuer graduellement, jusqu'au point où il ne voit 
plus que des ombres grises, là où il avait vu tout d'abord des ombres noires. 

Nous venons de dire que lorsque l'on regarde un objet éclairé directement par 
les rayons du soleil, les ombres paraissaient tout d'abord très-fortes, très- 
intenses, noires, à cause de la vive opposition qui existait entre les parties ombrées 
et les parties éclairées; mais si l'on met une gaze entre les rayons du soleil et 
l'objet , la grande vivacité des parties éclairées diminue , et alors les parties om-> 
brées paraissent moins noires. 

Cela provient de ce que la gaze tamise pour ainsi dire les rayons de lumière 
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et eD*diminue« en éteini la fonce , les parties éclanréiBS qni reçoitenc cm T9tj^M 
umdeéè sont doàe moins brillantes, dès lors l'opposition entre les parties éelairées' 
et les parties ombrées étant moins fortes, les ombres nous paraissent giimè et ncm 
plus noires^ et dans ce caiS on peut lite plus facilement les formes variées dir 
corps, dans les parties de ce corps qui se trouvent dans Pombre. 

Les parties ombrées doivent toujours dans la nature être aus^ fortes > que les 
rayons de lumière soient pâles on vifi , parce que l'ombre n'est que la privation 
de lumière. Ce n'est donc que par leur opposition avec des parties plus ou* moinsi^ 
éclairées , que Ton voit les différences de force et d'intensité que Ton remarque 
dans les ombres^ 

Il est aussi à dire que plus une ombre est petite et étroite, plus elle paraMi 
noire , et que plus une ombre est grande , longue et large, plus elle nous parait^ 
s'éteindre, plus son intensité semble décroltrCi 

Gela tieni à ce quO' dans le premier cas Tœil ne peut regarder cstte petite^ 
ontlM*e , sans voir en même temps toutes les parties éclairéeS' qui Tenliaurenf ^ 
et qui le blessent par leur vivacité , leur éclat ; tandis que lorsqu'une ombre est 
grande, l'œil peut se reposer sur elle sans voir les parties éclairées environnantes, 
et dès lors n'observant plus la différence qui se trouve entre les cUAts et les brun$j 
la fatigue qu'il avait éprouvée d'abord par l'éclat de la lumière, se dissipe peu à 
peu^ et il peut examiner attentivement les différentes parties qui sont couvertes^ 
par l'ombre, et qui lui sont rendues sensibles en leurs formes variées par les 
ra^ns réfléchies, sur elles par l'atmosphère qu les corps environnants et qu'elles^ 
réfléchissent de nou^veau et vers notre œil. 

C'est ainsi que lorsque l'on i^ient à regarder le soleil, l'œil est si vîvemeM 
blessé, que si Too regarde peu après les^ objets qui nous environnent, noM ne 
pouvons rien apercevoir et nous ne voyons que du noir. 

C'est par la même raison , que lorsque passant d'un appartement trèshéclair^y 
dans un appartement obscur, nous n'apercevons rien dans les premiers instanti» 
liais peu à peu, la fatigue de l'œil étant dissipée, nous finissons par distinguer 
les objets qui noils entourent. 

5 IV. 

Les avantages dta lavis pur teintes plates superposées et du lavis par toucher, 
ne sont pas seulement eeut que nous avons avons signalés ci-dèssus. 

Il en est un bien important, surtout pour les dessins militaires, c'est la solU&té. 
Et en eflbt, dans le lisivis par teintes adoucies , presque toutes les demi*-teintes^ et 
principalement celles qui avoisinent les clairs, sont très^peu solides, elles n0' 
tiennent presqve pas au papier ; et cebf iv'est pas étonnant, puisqu'elles ne sont 
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.filites qu'^yeo un j[)UiC9aJU prAs^^e mc «t ^ affleurant répidôrme du papier, au 
lieu que pour les teintes plates et les touches , .oa iravaille à pinceau. plein, et roo 
iocruste Teacr^ «de /obiae dans le papier. Mais Tun des grands défauts du lavis 
jpar teintQs adoucies., clest de vouloir rendre la uatujre et de ne la rendre que 
ConventionnelleineQty car la Javis par teintes adoucies, suppose la représentation 
d'un objet trés-poli, puisque tous les noirs et toutes les teintes couvrent ^aie- 
mentle papier, .^t cependant ce genrp de lavis ne rend point l'effet de la lumière 
éclairant réellement. un corpspoli. 

Je-m'explique : sur uti corps poli , la lumière est réfléchie avec une telle viva- 
cité, que les arêtes brillantes sont assez vives pour blesser notre œil et ne point 
-mras permeftbre ^d'aperceiroir la dégradation des demiHeintes par lesquelles on 
«vive.à ees arêtes brillantes, fin^orte que dans un lavis qui représenterait un 
"Corps tris^dli , on devrait passer brusquement des arêtes brillantes à une teinte 
ïBaiez fondée et ainsi subitement du blanc au noir. 

Wons avons dit précédemment queie lavis par teintes adoudes, senrtblaît tou- 
jours reprèsenter des -corpspolis , parce que les teintes d*encre de chine cou- 
vraient entièrement le papier. Expliquons ceci : 

On remarque que dans tous les corps de la qature puî ne sont pas polis, la 
surface est couverte de petites aspérités, qui étant chacune un corps rond a son 
point brillant comme tout sphéroïde ; mais comme cette aspérité est très-petite 
alors la lumière qu'elle nous renvoie est faible et cependant sans diminuer no^ 
tablement l'intensité de Tombre qui existe sur la partie du corps où se trouvent 
ces aspérités, elle permet d'apercevoir une certaine quantité de petits points 
moins éclairés que la partie générale du corps, puisque ces points sont dans 
l'ombre. 

C'est à ce fait que l'on doit le vaporeux que l'on remarque dans les ombres 
étendues sur les corps de la nature. 

Mais dans les corps polis ces aspérités n'existent plus, ou du moins sont 
exoeftsivem^nt petites, en 3or te qu^ las. rayons qu'elles réfléchissent à notre œil 
«sont très-faU)les , de telle sorte que tous les points du corps poli situés dans 
Tombre sont également teintée pour notre œil. 

La privation-totale des rayons réQéoiiis ;par les parties d'un corps poli situées 
-éàm l'ombre, donne à eelte ombre l'apparence d'un trou, et cela est évident ^ 
cipaisque pour que nous puissions apercevoir qn corps qui est dans l'ombre , il 
eftut^pi'il nous arrive de ee corps uoe<ceftaiae quantité de rayons réfléchis, qui 
^puisse nous faire juger de l'existenfe deoe corps et apprécier sa forme; mais s'il 
i&'arriveà notre oui aucun'» von. réfléchi ^ nous ne pouvons nrienaperoevoir; et 
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comme la partie do corps poli que nous voulons Toir est dans Tombre, nous ju«* 
geons que cette partie est un trou. 

Ainsi Ton voit que dans le lavis à teintes adoucies appliqué à la représentation 
d'un corps très-poli , toutes les ombres doivent faire trau, et l'on doit passer pres^ 
que brusquement du noir au blanc; le blanc du papier étant réservé pour les 
arèteset points brillants. 

On peut faire le même reproche à la méthode par teintes plates; mais, comme 
nous l'avons dit, son emploi doit être réservé aux dessins d'architecture et en 
général à tout dessin où les différentes parties à représenter sont à peu près dans 
un même plan; ce défaut disparaît alors. 

Mais le lavis par touches est le seul qui puisse rendre avec vérité les eflbts pro- 
duits par le jeu de la lumière sur les corps, parce que toutes les touches de pin- 
ceau étant placées à côté les unes des autres, laissent entre elles de petits inter- 
vallesy des parties moins foncées en teinte que chacune des touches et en même 
nombre que ces touches, petits intervalles qui représentent les petites aspérités 
qu'on aperçoit sur les corps. Ces parties moins teintées dans le dessin nous ren- 
voient de la lumière réfléchie, de la même manière que les aspérités du corps. 

Au moyen de travaux successifs bien ménagés nous pouvons diminuer le nom- 
bre de ces petits intervalles et les rendre moins clairs là où il est nécessaire, et 
parvenir ainsi à la représentation exacte d'un corps plus ou moins poli. 

C'est à ces petits intervalles que l'on doit le vaporeux que l'on remarque dans 
les lavis faits par la méthode des touches ; en sorte que les ombres n'y font pas 
irous] l'air, suivant une expression reçue, circule dans le dessin; déplus, cette 
méthode permet de pouvoir monter un dessin de ton , de manière à ce qu'il de- 
vienne vigoureuxy sans devenir noir. 

§ V. 

Des ombres portées par un corps éclairé par plusieurs lumières. 

Lorsqu'un corps est éclairé par trois points lumineux, par exemple, placés 
sur une même droite horizontale et à des distances finies les uns des autres, et 
de manière à ce que la distance de chacun d'eux au corps soit telle que chacune 
des trois ombres portées par ce corps sur un plan horizontal ait une certaine 
étendue, l'on remarque que l'ombre la plus longue est produite par le point lu- 
mineux le plus éloigné du corps (il va sans dire que le corps est plus rapproché 
du plan horizontal que l'horizontal passant par les points lumineux. Si le corps 
était, par exemple, une sphère, la droite qui unirait son centre avec l'un des 
points lumineux ferait, avec la verticale abaissée du point lumineux sur le plan 
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sur lequel la sphère porte ombre, un angle d'autant plus grand que le point lu- 
mineux serait plus éloigné de la sphère). 

A mesure que le point lumineux se rapproche du corps, l'ombre portée dimi- 
nue d'étendue, mais parait augmenter d'intensité; et cela a lieu parce que cette 
ombre se rapproche du corps et que la partie éclairée sur le corps diminue d'é- 
tendue , et que dès lors il y a moins de rayons réfléchis par le corps sur l'air 
environnant qui soient à leur tour réfléchis de nouveau par l'air sur la partie du 
plan où est située l'ombre portée; mais c'est surtout à cause de ce fait physique, 
savoir, que les ombres décroissent d'intensité dans le rapport direct du carré de 
la distance du point lumineux, supposé situé à distance finie , au plan sur lequel 
le corps porte ombre ( le corps restant, dans tous les cas , à la même distance du 
point lumineux). 

Lorsqu'un corps (une sphère, par exemple) est éclairé par trois lumières, on 
obtient sur le plan horizontal trois ombres portées distinctes, et qui, suivant la 
position des lumières par rapport aux corps, peuvent être superposées en partie 
les unes sur les autres • On remarque alors trois intensités différentes sur l'en- 
semble de l'ombre. 

Pour une partie, celle sur laquelle il n'y a pas superposition d'ombre, la teinte 
est très-faible; pour la seconde partie, celle où deux ombres se superposent, la 
teinte est assez forte ; et , enfin , pour la troisième, celle où les trois ombres se 
superposent, la teinte est très-foncée, presque noire. 

De plus, on remarque que, pour les parties où existent les teintes faibles et 
assez fortes , chaque partie paraît plus claire au milieu que vers les bords. 

Gela tient à ce que l'on a sur le corps trois zones d'étendue diflérente, éclairées 
chacune par un des points lumineux ; en sorte qu'il y a des points du corps qui 
reçoivent la lumière des trois points lumineux, d'autres points ne reçoivent la 
lumière que de deux points lumineux, plusieurs points ne sont éclairés que par 
un seul des trois points lumineux, et, enfin, il y a une certaine partie du corps 
dont les points sont totalement privés de lumière. 

En sorte que l'on a trois lignes de séparation d'ombre et de lumière sur le corps, 
et trois cônes lumineux venant couper le plan sur lequel le corps porte ombre. 

En vertu de l'existence de ces trois cônes lumineux, il arrive que l'ensemble 
de l'ombre portée se trouve divisé en trois parties distinctes ; l'une de ces par- 
ties, la plus faible en teinte, est éclairée par deux des trois points lumineux, l'au- 
tre de ses parties, dont la teinte est assez forte, est éclairée par un seul des trois 
points lumineux, et, enfin, la troisième partie, celle qui est noire, est totalement 
privée de lumière. 

Mais si, dans les deux premières parties de l'ensemble de l'ombre portée, le 

19 
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milieu paraît moins teinté que les bords , cela provient d'une illusion d'optiqve 
dont nous avons parlé ci-devant, savoir^ que passant d'une partie wnJarée k une 
partie claire^ l'opposition du blanc au noir plus ou moins foncé, fait paraître le 
bord de la partie ombrée comme étant plus intense de to»u 

% VI. 

He^ reflets. 



Nous savons, sur un corps, éclairé {lar un rayammÊ un pomf luminem:, déter* 
miner par des méthodes grsqf^iques simples et rigoureuses : i* les lignes de sé- 
paration d'ombre et de lumière; 3"* les ombres portées par ce wtps mr Ininnème 
ou sur d'autres corps environnants ; 3^ les points et les arêtes brillantes. H nt>us 
reste à considérer les effets produits sur un corps par la réflexion des rajeas de 
lumière sur les corps environnants; ou autrement il nous reste à déterminer les 
reflets produits dans les ombrea d'un corp», par l'apfrocbe é'tm ou de plusieurs 
corps éclairés. 

Concevons un corps Â éclairé par un point ou un rayon lummeMx el un aoire 
corps B voisin du corps A et aussi éclairé par le mette petiil ou le? même raym lu- 
mineux. 

Les rayons lumineux qui viendront frapper la surCace du corp$ h, seront ré- 
fléchis par ce corps et viendront frapper le corps A. Ges^ rayons refléchis venant 
frapper la surface du corp^ A en des points situéa daBs> l'ombre , ou dans les 
demi-teintes, y produiront un effet désigné par lenom de r^et. 

Déterminons Véiendue darefleU 

Il est évident que tous les rayons réfléchis par la surface du corps B formerait 
un faisceau de droites ayant pour enveloppe une surface gauche 2 qui viendra 
couper la surface du corps A stiivant une courbe d qui sera sur ce corps A. la 
limite du reflet. 

L'étendue du reflet étant déterminée?, on peut se demsmder de déterminer les 
points où le reflet sera plus intense , par conséquent se demander o& seront les 
points les moins sombres ou en d'autres termes les plus clairs^ dana l'étendue du 
reflet. 

Ici, il faudra distinguer deux cas i V celui où Ton entendra parler definten* 
site réelle du reflet et 2'' celui où l'on entendra parler de l intensité apparente du 
reflet, le corps A étant vu d'un point situé en une positk>a particulière de l'es- 
pace. 

Dans le premier cas , il faudra chercher sur le corps B les courbes lieu des 
points pour lesquels chaque rayon réfléchi aura la même intensité de lumière. 



k 
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On cbiteraftinem éùoc tur le corps fi une suite de courbes 4*éga1es imensUés 
réelle y» 7, j\».^^ rinheiKilé variant entre ces courbes, €% amsi Recourbé à 
courbe enîianA uae loi dkrnnie. 

Cela &it> on «hercheia |ianm Icnm les rayon» réflécfaispar les eovrbes y, y% y'^... 
ceux qui viendront frapper la surface du corps A sous un même an^fle a et tofs 
cm point? étant réiiiuB par une couii)e { , on aura, sor le corps A , une courbe 
d'égale intensité réelle dm reflet. 

On aura donc ainsi, sur la surface du corps À, une suite de courbes {, ^, l",»*» 
d'é^gale intensité réeUe de refleL 

Mais comme Je corps A est apârçu par le spectateur en supposaot qwe son œil 
soit placé en un certain point iixe de posUioa dans Tespace^ les ooarbes |, ^y 
("^•«* ne seront plus vues par Tadl placé en o, oanme étant chacune d'égale 
intensité. 

Il faudra donc résoudre le second problème et chearoher pour cfaaenne de ees 
courbes ^, ï!, ^^... les points pour lesquels les droites menées de chacun d'eux 
à l'œil du spectateur y font avec la surface A un même angle 6; alors tous ces 
points étant unis par une courbe X, on aura^ en cette courbe X, une courbe d'é- 
gale intensité apparente de reflet sur le corps A. 

On pourra delà même manière se procurer une suite de courbes X, X', X'V«« ot 
l'on aura divisé le reflet en bandes, chacune étant d'égale intensité, et l'intensité 
variant de bande à bande {*). 

Prenons pour exemple la projection verticale de la niche, sur laquelle, après 
avoir déterminé les omires , nous nous proposerons de déterminer le reflet. 

La niche est terminée inférieurement par un plan demi-circulaire , ce plan ré- 
fléchit les rayons lumineux sur le cylii\dre concave qui termine verticalement la 
niche t et Ums ces rayons réfléohia seront parallèles entre eux. Il est évident que 
les rayons réfléchis par l'arèite extrôiM du plan qui forme le soi , cette arête étant 
le diamètre du demi-cercle plan, il est évident, dis*je, que ces rayons forment un 
plan oblique qui coupera le cylindre creux suivant «ne ellipse Ë qui sera^ la limite 
du reflet. Le reflet «'exercera ici eur la partie éclairée de la niche , car aucun 
rayon réfléchi n'ira frapper la partie qui est dans Tombre; le reflet sera donc ter- 
miné d'une part à l'ombre perlée sur le cylindre crevx, par rareté verticale et 
saillante de la niche et par um? portioa de Tellipse £. Le reflet s'arrSte donc à 
l'ombre portée et ne pénètre pas dans l'ombre. 





(*) Les constructions graphiques à exécuter seront précisément celles que nous avons indiquées dans 
les DéveloppemeKiê de géométrie descriptive, chap. iil, p. 4 93, lorsque nous avons cherché à déterminer 
sur un corps les lignes d'égale teinte , soit réelle , soit apparente. 
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Il est encore évident que si Ton mène an plan X vertical et parallèle au rayon de 
lumière, il coupera le cylindre creux suivant une génératrice droite et verticale 6 
et que tous les rayons refléchis situés dans ce plan X feront avec la surface cylin- 
drique le même angle en chacun des points où cette droite G se trouvera frappée 
par un rayon réfléchi. 

Dès lors, il est évident que toutes les lignes d'égale intensité réelle de reflet 
seront des droites verticales , des génératrices du cylindre creux. 

Cela dit : 

Comme nous supposons Toeil du spectateur placé à Tinfini sur une perpendi- 
culaire au plan vertical de projection , il s'ensuivra que toutes les lignes d'^le 
intensité apparente de reflet seront encore des génératrices droites du cylindre. 

Mais si l'on faisait une perspective ombrée de la niche , si dès lors on supposait 
l'œil du spectateur situé à distance finie ^ alors les lignes d'égale intensité appa- 
rente de reflet seraient évidemment des courbes. 



N^ 12. 

ÉNONCÉS DE DIVERS PROBLÈMES d'oMBRE. 

En 1818 , alors que j'étais attaché à l'état-major de l'École d'application de 
Metz, comme lieutenant d'artillerie et professeur-adjoint pour les sciences mathé- 
matiques, je fus chargé de réviser les anciens programmes du problème d'ombre 
que les élèves sous-lieutenants de l'artillerie et du génie devaient résoudre , 
comme premier travail , à leur entrée à l'École (^). 

C'est un extrait de ce travail que je donne ici comme spécimen. Les professeurs 
de géométrie descriptive pourront facilement augmenter le nombre des problèmes, 
en choisissant leurs exemples dans les applications journalières que leurs élèves 
rencontreront plus tard dans leurs travaux d'ingénieur. 



{*) Voir ci-devant la note au bas de la page 4S4 ( mémoire n"" 40). 
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§1. 

4 

ÉNONCÉS DB CINQUANTE PBOBLÉMES D^OMBRB (*)• 

1 . Yi$ cylindrique à filet carré. 

2. Vis cylindrique à filet triangulaire. 

3. Vis conique tronquée à filet triangulaire. Le filel étant terminé par une sur- 

face conique parallèle à celle qui compose le corps de la vis. 

4. Vis conique à filet triangulaire. Le filet étant terminé par une surface conique 

dont le sommet est celui du cône qui sert de corps à la vis. 
5* Êcrou d'une vis cylindrique à filet carré. 

6. Êcrou d'une vis cylindrique à filet triangulaire* 

7. ChaussC'trappe composée de cônes. 

8. Chausse-trappe composée de tétraèdres. 

9. Chausse-trappe composée de pyramides quadrangulaires. 

10. Pile triangulaire de boulets et composée de 4 boulets. 

11. Pile quadrangulaire composée de 5 boulets. 

12. iVtcA^ droite. 

13. Niche rampante. 

14. ElUpsdide non de révolution. 

15. Intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont les axes ne se coupent 

pas. 

16. Conoide à base elliptique. La droite directrice sera perpendiculaire au plan 

vertical. 

17. Hyperboldide à une nappe et à base elliptique. 

18. Vis tracée sur une surface engendrée par une portion de cercle concave 

vers l'axe de révolution. 

19. Vis tracée sur un hyperboloide à une nappe et de révolution. 

20. Deux hyperbolaides , à une nappe et de révolution , égaux et tangents Tun à 

l'autre. 

21 . Intersection de deux cônes dont la base est une courbe du deuxième degré. 

22. Intersection d'un cône et d'un ellipsoïde de révolution. 

23. Intersection d'un cylindre et d'un ellipsaide de révolution. 



(*) On a choisi ^neipalement des problèmes d'ombre relatifs à des sur&ices gauches pour familiariser 
les élèves avec les propriétés dont jouissent ces sortes de surfaces. 
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24. ¥u\U militaire conique, avec son pieu. On donnera la perspective militaire 

et la perspective réelle , et sur Tune et l'autre perspective on tracera les 
ombres. 

25. C«6eévidé« Perspective militaire et perspective réelle, et pour Tune et l'autre 

on donnera les ombres. 

26. Tétraèdre évidé. Perspective militaire et perspective réelle^ avec les ombres. 

27. Gorp^ annulaire , Taxe oblique par rapport aux deux plans de projection. 

28. Anneaux ou chaînons engendrés par un cercle. 

29. Anneaux ou chaînons engendrés par un rectangle. 

30. Tétraèdre et hgperbolcftde k une nappe , Fun et l'autre en creux. L'axe de 

l'hyperboloîde passe par le sommet du tétraèdre, et les deux bases de 
rhyperboloide et du tétraèdre sont parallèles. 

31. Bombe et ses anses et anneaux de support. 

32. Colonne torse , engendrée par une sphère dont le centre se meut sur un« 

hélice cylindrique et circulaire. 

33. Piédouche éclairé par un point lumineux , et perspective. 

34. Chapiteau dorique éclairé par un point lumineux j et perspective. 

35. Limon d'escalier^ isolé, à base circulaire. (On ne dessinera qu'iwe révo* 

lution et demie. ) 

36. J?a/ti«tre rampant (dorique romain) décomposé en tranchas hori Molales , 

qui , tournant chacun autour de son dîamétrei devieoAeat |iarallèles à 
la rampe. 

37. Balustre rampant (dorique romain ) décomposé en tranches horizontales, 

dk>nt on augmeote les ordonnées , des oûardoAMeft correspondantes de 
la rampe. 

38. Anneau cylindrique, engendré ptr un rectangle. (L'axe est oblique par 

rapport aux deux plans de projection. ) 

39. Piédouche rampant, décomposé en tranches horizontales qui, chacune 

tournant autour de son diamètre» deviennent parallèles à la rampe. 

40. 'Médmuikê rampant. (En augmentant les ordonnées, des coordonnées cor- 

respondantes de la rampe. ) 

41 . Qmpt dans une hyperboloide à une nappe et de révolution. (Le plan sécant 

passe par Taxe.) 

42. Canoîde à base elMptique. Ls droite directrice sera parallèle au plan vertical. 

En plan le conoîde sera supposé creux» 

43. Coupe dans un conoîde à base circulaire. Le plan passe par le centre du 

cercle base et par la droite directrice. 
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14. Coupe Aèn% un coMkle k base circulaire. Le plan passe par le centre du 
cercle base, et il est perpendiculaire à la droite directrice. 

45. Intersection de deux puits spbérîques^ 

46. Intersection de deux pmts coniques» 

47. Intersection de deux puitê paraboloides (deréfolutioB). 

48. Roue horizontale à Rodei. ( L'oa prendra Téchelle la ploa grande possiMv. ) 

49. Ensemble de trois ptct^^ militaires coniques, avec la forme qu'affectent les 

terres qu'on recette. Les centres des trois puits sont aux sommets d'un 
triangle équilatérah 

50. Intersection d'une sphère et d'un cdMe oblique à base elliptique. La sphère 

a son centre au sommet du cône. 



§ II. 

PROGRAMMES DE QUATORZE PROBLÈMES D'OMBRE. 

i. Vis cyUndrique à filet carré. 

V Dessin. On déterminera tes lignes de séparation d'ombre et de lumière sur 
la projection verticale ef sur la projection horizontale. 

On cherchera Tombre portée sur Tun et l'autre plan de projection» 

On prendra la direction du rayon de lumière telle que Ton puisse avoir une 
ombre portée sur le plan vertical. On déterminera les. points brillants. 

On placera sur le cylindre un seul filet , ou deux , ou trois ^ ou quatre filets à 
volonté. 

T Mémoire. On décrira dans tous ses détails la construction graphique em« 
ployée ; celles à faire pour déterminer les arêtes brillantes et les points brillants : 
les premières sur le cylindre , et Tes deuxièmes sur la surface gauche du filet.. 

On discutera avec soin le favisr, c'est-à-dire que Ton donnera les raisons qui ont 
dirigé dans la position des parties fortement teintées, et les principes d'après les- 
quels sont placés les ombres, les demi-teintes , les clairs et les reflets. 

On examinera comment, au moyen de teintes plus on moins fortes » et de clairs 
bien ménagés , on peut parvenir â représenter la nature et à produire le relief. 

% Yis cylindrique à filet triangnkAte. 

V" Dessin. On déterminera sur les projections horixentale et verticale le» 
lignes de s^[>aration d'ombre et dehittière^ apvès avoir cherché la courbe 4ui , 
en projection verticale, limite la surface du filet. 
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On déterminera les ombres portées sur l'un et l'autre plan. Le rayon de lumière 
sera pris de manière que l'ombre portée puisse exister sur le plan vertical . 
On déterminera les arêtes et points brillants. 

2"* Mémoire. On décrira les constructions employées pour déterminer les lignes 
de séparation d'ombre et de lumière ^ et les points brillants. 

On discutera la nature de la courbe qui limite la surface du filet dans la projec- 
tion verticale. 

On discutera avec soin les principes d'après lesquels on a fait le lavis; exami- 
nant les raisons qui ont engagé à placer les ombres fortes , les demi-teintes, les 
clairs-obscurs, les reflets et points brillants , ainsi qu'on l'a fait. 

On discutera cette question : Gomment la lumière se comporte-t-elle par rap- 
port aux corps très-polis et par rapport à ceux qui ne le sont que très-peu? 

3. Vt^ conique (tronquée) à filet triangulaire. 

Le corps de la vis est composé d'un cône droit à base circulaire. Chaque filet de 
la vis est engendré par un triangle , variable de grandeur, mais restant toujours 
semblable à lui-même, qui se meut en passant successivement dans tous les plans 
méridiens ; son sommet parcourt une spirale tracée sur un cône concentrique à 
celui qui termine le corps de la vis , et sa base coïncide successivement avec les 
diverses génératrices droites du cône , corps de la vis. 

L'on ne considérera qu'un tronc de cône. On placera deux , ou trois, ou quatre 
filets. 

l"" Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes 
de séparation d'ombre et de lumière, soit sur le cône, soit sur le filet de la vis. 
On cherchera les arêtes brillantes et les points brillants. L'on déterminera 
l'ombre portée sur le plan horizontal et sur le plan vertical de projection. L'on 
prendra la direction du^ rayon de lumière telle que cette dernière ombre puisse 
exister. 

2"* Mémoire. On décrira toutes les constructions employées et l'on donnera les 
raisons qui ont déterminé dans le choix de la méthode graphique employée. 

On examinera la nature de la courbe projection horizontale de la spirale 
tracée sur le cône (dans le cas où le sommet du cône se projette sur le centre du 
cerple qui lui sert de base ) . 

On discutera avec soin le lavis, donnant les motifs qui ont engagé à forcer en 
teinte telle ou telle partie. 

. On examinera si une ombre portée doit être aussi noire près du corps qui la 
donne, qu'à son extrémité. 
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4. Vis conique à filet triangulaire. 

Le corps de la vis est un cône droit à base circulaire; son axe est vertical. Le 
filet de la vis est engendré par un triangle isocèle et invariable de surface dont 
la base est constante, et dont le sommet reste constamment sur une surface co- 
nique parallèle à la première (les sommets des deux cônes n'étant pas dès lors en 
un même point); pendant que ce triangle passe successivement par tous les plans 
méridiens 9 un des points de sa base parcourt une spirale tracée sur le cône. 

1** Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes 
de séparation d'ombre et de lumière. On déterminera l'ombre portée par la vis 
sur elle-même et sur les deux plans de projections. 

On prendra la direction du rayon de lumière telle que Tonibre portée sur le 
plan vertical existe. 

On déterminera les arêtes brillantes et les points brillants. 

On déterminera la courbe qui sert de limite au filet en projection verticale. 

S"" Mémoire. L'on décrira les principes de géométrie descriptive d'après les- 
quels on a exécuté les constructions graphiques. 

On discutera la nature de la courbe qui limite le fîlet en projection verticale. 

On discutera avec soin le lavis , examinant d'après quels principes Ton doit 
combiner les teintes fortes et les clairs , ainsi que les demi-teintes pour pro- 
duire le relief. 

On examinera pourquoi les ombres portées sur un corps en partie éclairé , en 
partie privé de lumière» doivent se fondre avec la partie ombrée de ce corps. 

5. Êcrou (fune vis cylindrique à filet carré, 

1* Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur 
les projections verticale et horizontale. 

Ces lignes de séparation consisteront dans l'ombre portée par Técrou sur lui- 
même et dans la séparation d'ombre et de lumière sur le filet en creux. 

On pourra considérer un écrou appartenant à une vis carrée à deux , ou trois , 
ou quatre filets. 

2"" Mémoire. On décrira en détail les constructions graphiques nécessaires 
pour la détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, et les 
lignes qui terminent les ombres portées du corps sur lui-même. 

On discutera avec soin le lavis, examinant comment les teintes doivent dé- 
croitre pour produire le relief. 

On n'oubliera pas d'examiner d'où peuvent provenir les reflets. 

20 
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6. Êcrou (Tune vis cylindrique à filet triangulaire. 

V Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lomière sur 
ia surface gauche du filet , et lombre portée par Fécrou sur lui-même* 
On déterminera les points brillants. 

2"* Mémoire. On décrira les procédés graphiques employés po«r la oomtruc- 
tion des lignes de séparolioo d'ombre ei de liuni^e^ pour celle des ombreu 
pariées^ ei pour la détermioaiion des points brillants* 

On discutera avec soin le laviâ, donnant la relaiion qui doit exister entre la 
force des teintes pour produire le creux; on indiquera les points oèiA^oit y arvorr 
de^ reflets et Ton indiquera d'où ces reikts proirîconeiit. 

7. Chausse-'irappe composée de cônes. 

Les quatre sommets des cônes composant la chausse-lrappe 0ont sîtvés aux 
sommets d'une pyramide triangulaire régulière (dont toutes les faces sont des 
triangles équilatéraux )• Le centre de la sphère circonscrite à cette pyramide 
sera celui d'une sphère d'un petit rayonna laquelle seront tangents les cônes 
composant les quatre pointes de la chausse-trappe. Trois des sommets de Ir 
chausse-trappe s'appuieront sur le plan horizontal. 

4* Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale de la chausse- 
trappe. On déterminera en projection horizontale et verticale les courbes dMnter- 
section des cônes entre eux. 

On cherchera ensuite les lignes de séparation d*ombre et de lumière sur chacun 
des quatre cônes » les ombres portées par le corps sur lui-mimCi sur le plan 
horizontal et sur le plan vertical. 

On déterminera les arêtes brillantes. 

2"* Mémoire. On décrira : 1"* les procédés graphiques employés pour déterminer 
les projections horizontale ^t verticale du corps, 2* les eonstruolîooe graphiques 
pour la détermination des ombres portées et des lignes de séparation d'ombre et 
de lumière 9 et Z"" enfin la construction des arêtes brilLmMs. 

On discutera avec soin le lavis, indiquant pourq^uoi les ombres portées, quand 
elles sont grandes ei étendues^ s'aiTaiblisseni à mesure qu'elles» s'éhMgnent en 
corjps qui les produit y et surtoul comment , pour le lavii&« on peut f e« dégradant 
les ombres vers la base , et au contraire , y renforçaiH les demi*Miartes i produiri^ 
le relief d'un cône droit* 
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8. Chamae-trappe compoUe de tétraédrei. 

Les quatre sommets des branches de la chausse-trappe sont situés aux sommets 
d'une pyramide triangulaire régulière. Le centre de la sphère qui liii est circon- 
scrite se trouve le centre d'une petite sphère à laquelle les tétraèdres qui com- 
posent les branches de la chaussc*lrappe sont tangentes. 

On peut disposer ces tétraèdres de plusieurs manières diiïérentes, les uns 
par rapport aux autres. 

1* Dessin. On déterminera les projections horizontate et verticale du corps. 

On déterminera lés ombres portées sur le plan horizontal et sur le plan ver- 
tical , et les ombres portées par le corps sur lui-même. 

V Mémoire. On décrira les eoitslraetkmff graphiques nécessaires pour déter- 
miner les projections horizontale et verticale du corps , examinant comment les 
tétraèdres penrent être disposés les uns par rapport aux autres, de manière i 
donner une figure régulière à leur jonction , et Ton indiquera toutes les combinai- 
ten^queTon peut fafre pour obtenir un résuftat satisfaisant. 

On examinera qtreffe Ibi cfe dégradation doivent suivre les teintes pour que le 
1m» prodk] hb le telîef. 

9. Oiaussc'irappe composée de pyramides quadrangulaires. 

Même programme que pour fa chausse- trappe (n* 8 ) composée de pyramides 
trkrngtrlaires. 

Btttts hs tmis problème» 7. ,* 9 et 9 , FF conviendra de donner une dimension 
nmet grande atr rayon de h petite sphère intérieure à laquelle Tes quatre bran- 
ches de la chausse- trappe se trouvent tangentes, afin que les intersections dès 
Hiees ftes etfnes ou des pyramides ^ entre elles , soient visibfes d'une manière nette, 
et que toutes les arêtes soient bien Ksibles sur Fépure. 

iO. FH^ég^iiwirBbouleU. 

Qts- irikeer» trejs boiilefs;s9r te phn Horizontail ; les trois centres formeront 
te» tommeti^ d-^te* triéDf^fe'é^mhilâral. Le quatrième boubt sera placé sur les 

Deux de» booftBifiidb h bane friimgvilittre seront paraHefëspan plan vertfcaf. 

t* JM w ft t v 0» déliMriRinera les projection^ horizontde et'vertfcalb des lignes 
de séparation d'ombre et de lumière sur chaque boullet; on déterminera ensuite 
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les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les autres , et 
enfin, de tout le système sur le plan horizontal. On déterminera aussi les points 
brillants. 
Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube. 

S"* Mémoire. On décrira les constructions graphiques employées pour la 
détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, et celles pour les 
contours des ombres portées, et celles aussi pour la détermination des points 
brillants. 

On discutera le lavis , expliquant comme Ton doit combiner les teintes , demi- 
teintes et ombres , pour produire le relief. 

1 i • Pile de cinq botUets, 

On placera quatre boulets sur le plan horizontal, de manière que les centres 
soient les sommets des quatre angles d'un carré. On pourra placer parallèle- 
ment au plan vertical ou l'un des côtés, ou la diagonale du carré. Le cinquième 
boulet sera posé sur les quatre premiers formant la base de la pile. 

1"* Demn. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière 
sur chaque boulet , les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les 
autres, et de tout le système sur le plan horizontal. On déterminera la posi- 
tion des points brillants. 

Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube. 

2"" Mémoire. On décrira les constructions employées pour la détermination 
des lignes de séparation d'ombre et de lumière^ pour celle des contours des 
ombres portées et pour les points brillants. On démontrera l'exactitude des mé- 
thodes graphiques employées. 

On discutera le lavis, expliquant comment l'on doit combiner les clairs ^ demi- 
teintes et teintes fortes pour produire le relief. 

12. Niche droite. 

La niche pourra être sphérique ou formée par un qujart d'ellipsoïde dontle grand 
axe sera horizontal ainsi que le plus petit , si l'ellipsoïde n'est pas de révolution ; 
on pourra , si l'on veut , prendre un ellipsoïde de révolution , l'axe de révolution 
étant vertical et le grand axe de Tellipse méridienne étant horizontal. 

1^ Dessin. On déterminera l'ombre portée par la niche sur elle-même ; la 
position des points et arêtes brillantes. 
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Le rayon de lumière sera quelconque. 

T Mémoire. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la 
construction de l'ombre portée et des points brillants. On examinera ce que 
serait Tombre portée, dans le cas où le rayon de lumière serait la diagonale d'un 
cube. On expliquera comment on peut déterminer d'une manière précise les 
points de raccordement des trois lignes qui composent le contour de l'ombre 
portée. 

L'on discutera le lavis , expliquant la combinaison à feire des clairs , demi- 
teintes et teintes fortes pour produire le relief. L'on reconnaîtra la position et la 
limite des reflets. 

13. Niche rampante. 

La niche rampante se déduira de la niche droite sphérique ou ellipsoïdale , 
en coupant tout le système par une suite de plans horizontaux que l'on fera 
tourner ( autour de leurs intersections , avec le plan qui partage la niche droite 
en deux parties symétriques) jusqu'à ce qu'ils deviennent parallèles au plan de 
la rampe.^ 

La surface composée par ces nouvelles courbes sera celle de la niche rampante. 

1* Dessin. On déterminera l'ombre portée de la niche sur elle-même. Les 
arêtes brillantes et points brillants. 
Le rayon lumineux sera la diagonale d'un cube. 

2* Mémoire. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la con- 
struction des contours de l'ombre portée-, et pour la détermination des points et 
arêtes brillantes. 

On reconnaîtra la nature de la surface de la niche rampante. 

On discutera le lavis, expliquant la combinaison que l'on doit faire des clairs, 
demi-teintes et teintes fortes pour produire le relief. On recherchera la position 
et la limite des reflets. 

14. Ellipsoïde non de révolution. 

On placera l'ellipsoide comme on voudra par rapport aux plans des pro- 
jections. 

V Dessin. On déterminera la ligne de séparation d'ombre et de lumière et le 
point brillant , soit dans la projection horizontale , soit dans la projection verti- 
cale, et l'ombre portée sur le plan horizontal. 
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Le rayon de lumière sera la diagonale 4i'yA C(|Um« 

^ igfinm!^ On. exçUqu^a le& vtèiM^ gfaptii^gM «QpUoée& fM» la Qon- 

itrmçliicia du pjoJRt IwilldAt. M 4p U %9e. ^ sépara^MV 4'wÂbre «i dÂlumi^M» «t 
4u cQfUQJvr (le l!<mkç pMrd^Q^ 

On <ti$i:i4e<A te lavi^t «llfJÂVMWt. I9 cpmbipakisw» 4)«A ctoim, d«jmi-4einto$ et 
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LIVRE n. 



APHtanON DB LA QËOMfillUK DËSCRUmVB À LA ^Bft^l^Elïrrtyk. 



Avant que Mônge ne publiât son Traité de géométrie deserifrtive» i\ ^xkUmi 
divers traités de perspective dont plusieurs sont très-anciens. Là mélbode ém^ 
ployée était celle dite : des points de concours. 

Les anciens géomètres, au moyen de celte méthode, exécutaient la perspective 
des lignes droites ou courbes ^ et des points intersection de ces lignes; mais ils 
ne savaient pag déterminer la perspective d'une surface^ car ils ne oonnaissaiMt 
pas la propriété remarquable dont jouit le plan tangent en un point d'une mÉt* 
face j savoir : de contenir leS tangentes aux diverses courbes qiâ> iraoées sur h 
surface, se croisent au point considéré comme point de contacta 

De plus^ lorsque plus tard cette propriété du plan tangent fut démontrée peur 
la première fois , et cela par Vanalyse , les méthodes grapiiiques que connais- 
saient , atorS , les géomètres , n'étaient pus assez perfectîoanées pour leur p^-^^ 
mettre de construire le contour apparent d*une surface, et par suite h perspective 
de cette snrftiro. On peut donc dire, avec raison , que la perspective doit son 
développement le plus essentiel à la géométrie descriptive ; et Ton doit ajouter, 
que Ton croit être dans le vrai, en disant que la géométrie descriptive elle-même 
n'a été féconde, qu'en vertu de la propriété dont jouit le plan tangent en un point 
d'une surface, et parce qu'elle a su déterminer, construire et écrire f/raphiquemeàt 
ce plan tangent (*). 

Ce second livre ne se compose que de deux mémoires, l'un de Mong'^, qui éMit 
inciMtet que je donne tettueUement^ câir il est desouvrciges que Ton doit respecter, 
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(^JMoftdk^ lorsqtt'rta ëtritson ouvrage wct In géométrie descriptive , ouvrage qiril n'a point inlilulé ; 
Treit^ y maf« seulement Programme ie §éométtie descriptive , composé de 4 6S pages qu'on ne peut se 
\.\s>Qv do lire, car à châ^e page on trouve des gnrnti^s à féconder, Mongb r/a pus songé u démontrer que : 
le lÉtoi»' |ru< fmeëitfV êm 4êism t m fentes en mit peint m eiù se êfbisdient ûeûôn courtes C et C tracée^ 
sur une surface » contenait les tangenles à toutes tes courbes qui^ tracées sur hi même surface, pas- 
saient par ce point m. Monob a admis , en uivmtrVr 4»fMH*pnéié dont jouit le plan tiuigeni en un point 
d*ime surface , propriété qui n*était encore démontiée que |)ar i*anatyse » et il s'en est servi pour ses 
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et d'ailleurs on doit être heureux de pouvoir connaître d'une manière précise 
non-seulement les idées , mais encore la manière de les présenter, du fondateur 
d*une science. 

La méthode exposée par Monge était inconnue des anciens géomètres, et on 
comprendra sans peine que cela doit être, puisque cette méthode permet de 
construire grapfuquement le contour apparent d'une surface. 

On n'a pas, je crois , bien con^pris tout ce qu'il y avait d'ingénieux dans cette 
méthode, et surtout on n'a pas compris combien celte méthode était générale, et 
surtout qu'elle était d'une exécution aussi facile que celle des points de concours, 
pour mettre en perspective des lignes et des points ; et je suis porté à exprimer 
l'opinion que je viens d'émettre, en regardant l'épure de la perspective du pié- 
douche qui fait partie de la collection des épures gravées de l'École polytechnique, 
cette épure est disposée de telle manière que la méthode donnée par Monge n'y 
apparaît pas d'une manière nette, j'oserai dire qu'on ne peut guère Ty retrouver. 

(]e que je dis ici sera évident, je crois; lorsque l'on aura lu ce que j'ai écrit à ce 
sujet dans le second mémoire qui termine ce second livre. 

Hachette a publié quelques pages dans la Correspondance de l'Ecole (^) poly- 
technique, sur la méthode des points de concours, pour montrer, il le dit lui- 
même, comment la perspective est une application de la géométrie descriptive. 

Ce que ce savant^ ami de Monge , a écrit sur ce sujet est loin d'être complet ; j'ai 
donc cru qu'il ne serait pas sans utilité de reprendre le même sujet et de le traiter 
à ma manière; c'est ce que j'ai fait dans le second mémoire, qui a pour titre: 
De la perspective considérée comme une des applications de la géométrie descriptive. 



cherches graphiques ultérieures. Mais une science ne peut en effet être considérée comme scieneey qu'au- 
tant que ses bases sont établies d'une manière rigoureuse , et en vertu de principes , ou axiomes , qui 
découlent de Tessence de cette science elle-même , et sans avoir besoin de s'appuyer sur des bases qui lui 
sont étrangères. La science d^s projections, ou , en d'autres termes , la géométrie descriptive ne doit non 
emprunter à Vanalysôf ni à la géométrie des anciens quand il s'agit de ses bases fondamentales ; elle 
doit dès lors tout demander muprincipe des projections. Frappé de cette idée, que je crois exacte et vraie, 
j'ai cherché à démontrer la propriété dont jouit le plan tangent , et cela directement , en ne m'appuyant 
que sur la génération des surfaces, telle qu'elle doit être entendue en géométrie descriptive. C'est alors 
que j'ai donné la démonstration publiée dans les Développements de géométrie descriptive , chap. VU , 
page 396. Je crois ne point me tromper, en disant que cette démonstration est rigoureuse et tout à fait 
dans l'esprit de la géoiaetrie deseriptive. 

M. Falléej auteur d'un Traité de géométrie descriptive estimé , a reculé devant la difficulté ; il a admis 
pour les surfaces le polyèdre infinitésimal , comme on admet le polygone infinitésimal pour les courbes. 
Pourquoi deux axiomes, quand un seul , celui du polygone infinitésimal, peut suffire.? 

(*) Voyez la Correspondance de V École polytechnique ^ rédigée par HAfiBBTTB, iome I, p. 34S 
(année 4807), 
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W 1. 

(niMOlBB llfâDIT.) {*) 
DE LA PERSPECTIVE EN GÉNÉRAL. 

1* La perspective est Tart de représenter, sur une surface donnée, des objets 
donnés tels qu'ils paraissent étant vus suivant des conditions données, c'est-à- 
dire que comme la lumière peut venir des objets à votre œil de trois manières 
différentes, ou directement, ou après avoir été réfléchie par des miroirs, ou enfin 
réfractée par les surfaces des différents milieux au travers desquels elle peut avoir 
été obligée de passer ; la perspective doit renfermer trois parties , dont chacune 
donne la méthode de représenter les objets suivant l'une de ces conditions. La 
première peut s'appeler perspective directe; la seconde, perspective par réflexion; 
et la troisième, perspective par réfraction. Nous tâcherons de satisfaire à la géné- 
ralité de cette définition. Commençons par le premier cas {**). 

Perspective directe. 

2* On sait que, dans un milieu libre ou uniformément dense, la lumière se pro- 
page toujours en ligne droite; que nous ne nous apercevons de la présence et de 

(*) Ce mémoire est de G. Monqe , il provient de la bibliothèque de l'École de Mézières. Dans la collec- 
tion des manuscrits de TÉcole d'application de Metz , il est coté : carton n" 4, pièce n9 40. 
Ce mémoire» que nous publions ici ieœtuellement pour la première fois, fut écrit à Mézières en 4785. 

T. 0. 
(**) Extrait de la Penpeetive de Rohault [Œuvres posthumes, 4682 ) : 

La perspective est un art qui nous apprend à représenter les objets visibles comme ils nous paroissent ; 
c'est-à-dire un art qui nous apprend à tracer certains linéaments qui paraissent à nos yenx comme les 
objets mêmes nous paroissent. 

Ces objets peuvent être veos en trois différentes manières , savoir : ou par une veiie directe , ou par 
réflexion , ou par réfraction ; par une velie directe , comme sont veus communément tous les objets que 
Ton regarde ; par réflexion, comme le sont ceux que l'on voit par le moyen d'un miroir ; et par réfraction, 
comme le sont ceux que l'on voit au travers de quelque corps transparent, comme au travers de l'eau , 
ou du verre. 

Bt de là naissent trois parties de la perspective prise en général, sçavoir : la perspective, la catoptrique, 
et la dioptrique. 

La première, qui retient le nom de perspective , nous apprend à représenter les objets qui sont veus 
d'une veiie directe , et rend raison de leurs apparences. 

La catoptrique nous enseigne de quelle manière les objets peuvent être veus par réflexion, et nous en 
explique les causes. 

' Bt la dioptrique nous montre comment le sont ceux qui sont veus par réfraction. C'est de la première 
dont j'entreprends icy de traiter. T. 0. 

21 
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la figure de& objets que par des faisceaux de lumière envoyés ou réfléchis par cha- 
cun des points de leur surface visible , et qui , en entrant dans Tœil , subissent des 
lois qui les mettent en élat d'agir distinctement sur Torgane de la vision , et de 
donner à Tâme Tidée de la couleur, de la grandeur, de la distance, etc., des objets 
d'où ils sont partis ; que chacun de ces faisceaux est un cône de lumière dont le 
sommet est au point d'émission et dont la base est appuyée sur la prunelle de 
Tœii ; qu'enfin, lorsque les objets ne sont pas bien proches, les rayons qui com- 
posent un faisceau peuvent être regardés comme sensiblement parallèles entre 
eux, et même (eu égard à la petitesse de la prunelle de Toeil) comme confondus 
avec leur axe et ne faisant plus qu'une ligne droite avec lui : dans ce sens, il part 
de chaque point visible d'un objet un rayon de lumière qui arrive en ligne droite 
à Tœil , et l'assemblage de tous ces rayons forme une pyramide de lumière , dont 
le sommet est au centre de la prunelle et dont la base est appuyée sur les objets 
exposés à la vue. 

d"" Cela posé : soit (fig. i) ABCD le plan ou la projeetion horizontale d'un parais 
lélipipède quelconque qui puisse être vu sans obstacle par un œil placé dans un 
point donné projeté, par exemple, au point E. Soient AE, BB, CE, etc., les 
projections des rayons qui, partis chacun des angles du parallélipipède , abou- 
tissent au centre de la prunelle et forment la pyramide de lumière dont nous ve- 
nons de parler ; j'imagine ensuite que cette pyramide soit obligée, pour arriver 
à l'œil , de traverser une surface quelconque diaphane que, pour plus de simpli- 
cité, je supposerai d'abord plane, verticale et représentée au plan par FG; et 
concevons que chaque rayon qui la compose, en se tamisant au travers de cette 
surface, teigne le point par lequel il passe de la couleur du point de Fobjet d'où 
il est parti. 

Il est clair que l'assemblage de tous ces petits points colorés formera un tabJeau 
que l'û&il placé au point E ne distinguera pas de l'objet même, et qui sera par 
conséquent sa perspective vue du point E. 

A"* La perspective d'un objet donné peut donc être considérée comme la coupe 
ou la section d'uoe pyramide donnée par une surface quelconque aussi donnée de 
nature et de position ; et cette surface est celle du tableau sur lequel se doit des- 
siner la perspective. 

Sf" llauitenoore de là que la perspective du cerps ABCD sera reaferraée dans 
les limites fg, et que les diflërents points/, a, b, g seront la projection des points 
du tableau , sous lesquels sont vus du poinX £ les points correspondant de Tobjel. 

61^ Soii menée «ur F& ta perpendiculaire EH qui , mesurant la distance de l'œil 
au tableau, s'appellera rayon principal; et concevons que le point H soit la pro- 
jection d'une verticale tracée sur le tableau , qui , étani |iai*co«sé4iuiMUceaBue<d6 
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position y soU un terme de comparaison auquel nous rapportions les différents 
points/, ùyb, g, etc., et serve à distinguer, parmi les dimensions horizontales 
de la perspective , celles qui sont à droite et celles qui sont à gauche; il est clair 
que chacun des points de la perspective se trouvera sur le tableau éloigné de la 
verticale que nous venons d'imaginer, d'une quantité égale à la distance de sa 
projection au point H. Par exemple, le point B mis en perspective «era à droite de 
la verticale et éloigné d'elle d'une quantité égale à /H ; il en est de même de tous 
les autres points. Cependant cela ne suffit pas pour les déterminer, il faudrait 
connaître la position de chacun d'eux à une autre ligne connue de position ; c'est- 
à-dire que nous avons toutes les dimensions horizontales de l'objet, en les rap- 
portant à une verticale dont on connaît la situation ; cherchons donc toutes les 
dimensions verticales et rapportons-les à une horizontale connue, et il sera facile, 
par la comparaison des unes avec les autres, de les mettre en perspective: pour 
cela, faisons une élévation ou une projection verticale de tout ce que nous avons 
prcgeté au plan. 

7"" Parmi l'infinité d'élévations qu'on pourrait faire, choisissons , pour la plus 
grande isommodilé et pour des raisons que nous verrons dans la suite , celle dans 
laquelle le tableau est représenté par une seule ligne de terre et par conséquent 
perpendiculaire à FG. 

Soît donc IKLM l'élévation du parallélipipéde, NO celle du tableau, et P celle 
de l'œil. De tous les points visibles de l'objet, menons au point P des droites IP, 
KP, «le, qui 'représenieiii en élévation les n>èmes rayons de lumière que les 
droites A£, B£, etc. représentent au plaa« -Gela -posé, faisons encore le même 
raisonnement queoious venons de faire, et eonsidérons que les points I, K, /, 
m, etc. d'intersection de ees'droites avec ia ligne NO sont, en élévation, les points 
du tableau sows lesquels l'œil placé en P voit les pointe correspondants de l'objet, 
et que la perspective du'OorpsIKLM se trouve raifennée entre les limites Un; si 
donc notis menons^ de même q«'au;plan, le rayon principal PQ perpendiculaire 
il M On» et. si nous conoeivons sir le tableau une horszonlale passant par le point 
Q-, celte ligne connue 4is fioaition eera an nouveau terme de comparaison auquel 
nous rapporterons les différents points t, ic, /, m, etc., *et servira à distinguer, 
parmi le» dimensions aertâcaka, celles qui scmt supérieures d'avec les inférieures, 
de «Mniére que la distance de chaqoe peint 4e la perspeolive à la ligne horinntale 
que nous venons d-inuigiMr jsera égaie i l'intervalle compris entre le point Q et 
la îpro|eetion* de »oe point à T'éiéwation vpar exenrple,'ie pefnt^K mis en'perspec- 
tiwie0ra.au«dessom de l^karicontale eC^loigné d'elle de te^qnantité HQ. 

S"" Geei bicn^tttemkk, nonaissaiit les distamees de^ous les «points -de 4a per- 
spective à deux, droites données sur le tableau , l'ime ^^rlteale et 4^tre<liervK€m- 
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laie, il sera bien facile de les rapporter ; el voici comment. Soit nofg le tableau 
vu en face , TV et RS les lignes verticale et horizontale, Tune représentée au plan 
par le point H , et Tautre dans Félévation par le point Q ; et supposons qu'il faille 
mettre le point B en perspective , nous savons qu'il doit être à droite de la vertî* 
cale de la quantité /H ; portons donc /H de W en X, et menons par le point X 
une parallèle à TV qui renfermera nécessairement le point que nous demandons. 
Mais comme le point B est la projection horizontale de deux centres représentés 
en élévation par les points K, M , supposons qu'il ne s'agisse encore que du point 
K qui doit être (article V) au-dessous de l'horizontale de la quantité KQ; por- 
tons donc KQ au-dessous de RS et de X en Z, et le point Z sera la perspective 
demandée du point B. 

On mettra de celte manière tant de points que l'on voudra de l'objet en per- 
spective el par conséquent tout l'objet. 

9"" On pourrait, sans mener de parallèles , porter avec un compas l'intervalle 
/H de W en X , et avec un autre intervalle QK de W en M, et de suite : des points 
X et M comme centres, et avec les ouvertures de compas, décrire deux arcs qui , 
par leur intersection, donneront plus commodément le point demandé Z. 

10° Le point \V d* intersection de Thorizontale du tableau avec la verticale 
s'appelle le point de vue de la perspective et est celui vis-à-vis duquel doit être 
l'œil du spectateur, à la distance du rayon principal, pour que le tableau fasse 
l'effet que l'on désire. 

Il"" Il n'est personne qui ne se soit aperçu que des lignes parallèles exposées à 
la vue, et prolongées à une certaine distance, paraissent concourir en un même 
point et former un angle par les extrémités, parce que, lorsque les objets sont 
hors de la portée ordinaire de la vue, nous jugeons de leurs dimensions (toutes 
choses d'ailleurs égales ) par l'angle sous lequel arrivent à Tœil les rayons de 
lumière qui partent de leurs extrémités. Leur intervalle, en effet, qui est tou- 
jours le même dans tous les points {fig. 2), doit, à mesure qu'il s'éloigne 
(ie l'œil , être vu sous un angle moindre, jusqu'à ce qu'enfin , si on suppose les 
lignes poussées à Tinfini, cet intervalle, qui est une quantité finie, devienne infi- 
niment petit ou nul , par rapport à leur longueur. 

12" L'œil voit donc les lignes parallèles concourir en un seul point; mais, 
pour juger de ce concours , il imagine une autre ligne parallèle aux premières, 
qu'il fait passer par le centre de la prunelle et à laquelle il compare les autres 
qui lui paraissent se jeter sur celle-là. Qu'on se place, par exemple, dans une 
avenue d'arbres et presque sur une des rangées , les autres paraissent se porter 
sur celle auprès de laquelle on sera ; de là nous allons tirer des conséquences 
avantageuses pour la perspective. 
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43^ En effet : soit, pour exemple, AFDCJG (fig. 3) le plan de l'angle d'un en- 
tablement d'archilecture composé de lignes parallèles horizontales. Soit QR le 
tableau , L le point de l'œil , et LK le rayon principal : suivant ce que nous venons 
de dire , c'est dans une ligne LM parallèle à CD , BE , AE , etc. que l'œil voit leur 
point de concours. LM peut donc être considéré comme la projection d'un rayon 
de lumière envoyé à Tœtl du point de concours des parallèles cl doit donner, avec 
son intersection avec le tableau, le concours des parallèles mises en perspective ; 
mais comme ces lignes sont horizontales, LM le sera aussi , et le point N , où elle 
rencontre le tableau, sera nécessairement dans l'horizontale du tableau ; si done 
on porte sur la perspective l'intervalle KN de K en n , le point n sera la perspee- 
tive du concours des parallèles dont il s'agit. 

iÂ'' En conséquence, si on met les points A, B, G en perspective par la mé- 
thode indiquée ( art. 7, 8 et 9) , on aura les points a^byC^ par lesquels on mènera 
des lignes au point it, qu'on terminera suivant les conditions. Si les points D, E, 
F, par exemple, sont au plan les projections des extrémités des parallèles, on 
mènera les lignes DL, EL, etc., indiquant la position horizontale de ces extrémi- 
tés; c'est-à-dire que celle de la ligne DC se trouvera en perspective à gauche de la 
verticale , de la quantité Ka; par conséquent si , sur le tableau, on prend sur a» 
un point éloigné de la verticale de la quantité Kc/, ce qu'on fera en menant à même 
distance la parallèle TS, on aura le point demandé. On fera la même opération 
pour les autres points E , F. On conçoit que ce que nous venons de dire pour un 
des côtés de Teniablement peut aisément s'appliquer à l'autre. 

iS"" Si les parallèles, au lieu d'être horizontales , étaient inclinées, le point de 
concours ne se trouverait plus sur l'horizontale, mais au-dessus ou au-dessous, 
suivant leur position. Soit (fg. A) DEGJ le plan de l'entablement d'un fronton 
dont le sommet soit ABC ; que KN représente le tableau , et LK le rayon princi- 
pal ; il est clair que , comme au plan , les deux côtés du fronton et le reste de l'en- 
tablement sont dans les prolongements les uns des autres, si on mène LN parallèle 
à DG, le point N sera la projection des trois différents points de concoure qui 
appartiennent aux trois espèces de lignes qui composent Tobjet, c'cst-ù-dire que 
ces trois points se trouveront dans une même verticale, éloignée de celle du tableau 
de la quantité KN. Soit maintenant dfgi l'élévation du fronton, nK le tableau , et 
tK le rayon principal ; soient menées par le point /, les lignes /m. In parallèles, 
Tune au côté ad du fronton, et l'autre au côté ai] les ipterseclions m et n de ces 
deux lignes, avec le tableau prolongé s'il est nécessaire, nous indiqueront de cou- 
bien les deux points de concours qui conviennent aux deux côtés du fronton 
doivent se trouver au-dessus ou au-dessous de l'horizonlale, comine on le voit sur 
le tableau MNOP. 
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MÉHÔlI^É ^DR LÀ PERSPECTIVE CONSIDÉRÉE COMME UI<E DES APPLICATIONS 

DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

J'ai divisé ce méfnôire eA trois parties. 

Dabs la première, je Wôtftfe commetit, en eflet, les mélhofles graphiques de 
la géottiétrie desôrtplïVè s'applîcjufenl â h perspective , en Taisant voir que ce n'est 
qu'on cas paï^tiCnlicr d*Bn problème plOs général , savoir : Couper par un plan un 
système de droites divergeant (Cun point unique^ et que, dans ce cas particulier, on 
sup]pose que le plan sécant , (fax en perspective prend le nom de tableau y se trouve 
parallèle au plan verticd de projection. 

Dans la Seconde partie, j'applique les méthodes graphiques, exposées dans la 
p^reimèlre partie comme une conséquence des principes fondamentaux de la géo- 
métrie descriptive, à la perspective proprement dite. 

D^ns ta troisième partie , je fais voir commenl les principes de la perspective, 
Mlisidérés sous un point de vue plus général , peuvent être employés utilement à 
Ift techerchë et à la découverte de certaine^ vérités géoînétriques, et cela en se 
guidant sur TexeiUplë de plusieurs géotn êtres anciens qui oiit fait de la perspec- 
«itiB Un fréquient emploi dans leûf^ recherches géométriques. 

PREMIÈRE PARTIE. 

§1- 

<• Soît'dôflttée'lâ ligne tfé tteWë It {fg. a) lit pair conséquent les (leux plans 
teftieal et hôrîzbiual de projectîoh. 

V SoH donné un pdint o (bayant *Jjoufr 'pfojéTctiôns o" et o*) situé en avant dti 
plan «vertical de pi^ojectioYi , mdfà ètatat, 'ÔU bu-llérssus, oU âu-déssous du plan bo- 
rikontal de profëfttiou. 

8* Soit'dottnéfe u*fê avoîtte D (laydlit^Ott* projections tt* fetD*^). 

•4* ♦Sdh'doflnféUh'pfeln ^ pataWèle au jilat YéVtical \ïe projection, mais situe 
entre ^ pi»» et fe )^dim o; 

Gela pôité : 

Ott«demaMidfe*ey»H8ftftrtreïà'droîtfe to, ftftëfSeCltoïi du plan t et du plan!* 
déterminé par la droite D et le point o. 
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Qr, pour résoudre ce problèiqe de géométrie deçcH^iv^^ 4)ous savons qu'il 
suffît de mener par le point o une droite D' parallèle à la droite D , et de chercher 
les points d et d! en lesquels les droites D et D' sont respectivement coupées par 
le plan T. 

Dès lors, D,*" passera par les points (f et d'% et D,* ne sera autre que la droite 
H* trace boriatoqtale du j^lao T, puisque ce plan T esÊ verèioal (ou ea d^au- 
tres termes , puisque le plan T est perpendiculaire au plai^ hçffÎBOBtal de prCK 
JACtioii). 

§ n. 

Si kl droite D, au lieu d'avoir une position quelconque par rapport au plan T, 
lui était perpendiculaire, la construction de la projection D • serait phis prompte; 
et en effet, la fig. (b) nous Aiit voir de suite qu'il suffit de construire le point (f, 
car la droite D/ passe par le point o^j qui est d^nné, qui est dés lors un point 
fixé d'avance par les conditions du problème. 

§ I"- 

Si Fa droite D était horizontale, la %. (c) nous montre que, pour obtenir la 
solution y il faudrait ejSectuer toutes les constructions exigées dans le cas où la 
droite D a uqe position arbitraire dans l'espace p^r rapport au plan T. Toutefois 
il faut remarquer que , dans ce cas , la droite D"' est horizoqtale. 

§ IV- 

Si la droite D, tout en étant horizontale, ne fait pas avec le plan T un angk 
quelconque , inflis «n aagle fmrticuUet , et ainsi , par «xieoiptet M îM^gleégal à un 

angie demi^droit, il est évident {fig. d) que dans ce cas on aura : o^d^sspd'^pu^. 
Ainsi , le triangle opd' de l'espace sera rectangle et isocèle. Pour déterminer la 
droite D.% il suffira done d^ oosysjUruire le point 4" et ÀA porter, sur la parallèle à 

LT menée par le point o*, une distance oV égale àô^ ou égale à la distance du 
point cf" à la trace H^ du plan T ; et an unissant t^ dei^x points (f et if % on aura 
la ligne D.^ 

ReiMPqiiMB qne la dmUe D étam aui^séie boriaontaja et fair# un angla de 
iS'' afvec J^ plan T^ pout airoir d4w dir^UôDS;; em oUe pe«it faille cet angle de 4j&* 
en étant dirigée vers la droite, ou en étant dirigée vers fef^u€be par nappori m 
point ; si elle est dirigée y^s k^ gai»che du poin^ o , çojmiqe Vvii}ji|«9 la fig. (d) , 
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on devra porter oVs^T^ à gauche du point o*, et le contraire aura lieu dans 
l'autre cas. . 

V Soit donnée la ligne de terre LT, et par conséquent les deux plans vertical 
et horizontal de projection (fig. e). 

2"" Soit donné un point o (ayant o" et o'' pour projections), ce point o étant en 
avant du plan vertical de projection, mais pouvant être situé au-dessus ou au- 
dessous du plan horizontal de projection. 

3"" Soit donné un plan T, vertical et parallèle au plan vertical de projection^ et 
situé entre ce plan et le point o. 

•i"* Soit donné un point m (ayant m* et m^ pour projections), mais situé entrt 
le pian T et le plan vertical de projection. 

Cela posé : 

On demande de trouver le point de rencontre du plan T et de la droite unissant 
les points m et o. 

Ce problème peut se résoudre de diverses manières , que nous allons successi- 
vement exposer et examiner en vue des applications de la géométrie descriptive à 
la perspective. 

Si l"* par le point m on mène trois droites horizontales, l'une G perpendiculaire 
au plan T, et les deux autres D et B faisant avec le plan T des angles de 45"* (la 
droite B étant inclinée à gauche, et la droite D étant inclinée à droite).' 

Si 2* par le point o on mène trois droites G', B', D' parallèles aux droites G, 
B et D, Ton aura six droites qui couperont le plan T ; et Ton aura dès lors six points 
qui, unis deux à deux, donneront trois droites G,, B,, D. se coupant au point 
m. demandé. 

Or, puisque les droites B , D , B' et D' sont horizontales et inclinées à 45* sur le 
piaa T, il est évident {fig. e) , d'après ce qui a été dit cinlessus , que Ton aura : 



et 



• On voit donc de suite que, pour construire le point m,% il suffira (fig*f) de 
mener par les points 0* et m" deux droites parallèles à la ligne de terre LT, sa- 
voir, Y et X, et de porter : 

4 ' A droite et à gauche du point m^ sur l'horizontale X, 



mV=jm*^=:la distance de la projection horiionlale du point m à la trace 
i^^=( horizontale H* du plan T ; 

2* à droite et à gauche du point o" sur l'horizontale Y ^ 



o'd^=|oY^=:la distance de la projection horizontale du point o à la trace 
o'6''=| horizontale H" du plan T ; 

ensuite d'unir les points b"" et b'"^ (f et cT, m*" et o*, par des droites B/, D,% G.% 
qui devront se croiser en un même point m^ qui sera le point demandé. 

Si Ton remarque attentivement la fig. (/), et qu'on la comparée laûg. (6), on doit 
voir de suite que l'on ne s'est point donné le point o\ et que Ton opère d'après 
ce principe fondamental en géométrie descriptive , savoir : Qu'un point est connu 
de position dans t espace , lorsque ton connaît l'une de ses projections et sa distance au 
plan sur lequel la projection est donnée. 

Or, dans la fig. (/) i la projection verticale o" du point o est donnée graphiquement, 

et la distance du point o au plan T nous est donnée en o*<i^ ou o'6". 

§ VL 

Nul doute que si l'on voulait trouver de la manière la plus simple le point 
fil, , en lequel la droite A qui unit le point o au point mxoupe le plan T, il ne fallût 
employer la construction indiquée par la fig. (g). 

Mais cette construction ne peut être employée qu'autant que le point o^ existe, 
qu'autant dès lors que la grandeur du papier permet de fixer ce point o\ 

Or, dans les applications de la géométrie descriptive à la perspective, la droite 
H* est toujours à l'extrémité inférieure de la feuille de papier, et l'on se trouve 
dès lors contraint de donner â part la distance du point o au plan T ; c'est ce qui 
oblige forcément à employer la construction indiquée par la fig. (/). D'ailleurs nous 
allons exposer ci-après les conditions imposées en perspective, et Ton reconnaîtra 
la nécessité de la construction donnée fig. (/). 

Toutefois les questions préliminaires que nous venons de résoudre nous seront 
d'un grand secours pour démontrer que les méthodes graphiques de la perspective, 
ne sont autres que celles que l'on emploie en géométrie descriptive lorsqu'il s'agît 
de résoudre un problème au moyen des projections orthogonales. 

i VIL 

Imaginons une série de droites parallèles entre elles D, B\ D"«.., mais obliques 
au plan T, lequel sera toujours parallèle au pbn vertical de projection (fig. h). 



Par chacune de ces droites D| B', D"... et le point o,. faisons passer u plaor «t 
cherchons rintersection de chacun d'eux avec te plan T. 

Désignons par D,, D/, D/'.... Tintersection du plan T et de chacun des plans 
respectifs (o, D), (o, D') , ((/, D").,,. Pour résoudre le pi^bbléme proposé, îl fau- 
dra 1* mener par le point o une droite K parallèle au faisceau des droites paraî- 
lèles données D, D", D"... ; 2* construire le point k en lequel la droite K perce Id 
plan T ; et 3° construire les points d, d\ d'\.. de rencontre de chacune des droites 
donnée&Dy D', D"... avec le plad T. 

Gela fait : 

Bn unissant le point k^ avec chacun des points (f , (t*^ (T'* . .., on aura les droites 
D,% D/% D/'"..,, qui seront les projections verticales des droites demandées t^,, 
]>/, D/'..., leurs projections hori^oniales n'étant autres que la droite H% trace 
borkontale du plan T, puisque ce plan T est verticaî. 

Ainsi Ton voit, qu'ayant construit le point A:% point de concours dé fouteS l6S 
dreties^D;'', !>/% D,''^.., il suffira, pour les déterminer, de construire pour cha- 
cune d'elles un seul poiM ; et artns» : 

le point (f pour la droite D.* ; 



— d" — 


- D/'i 


- d"* — 


- D/"i 


-^' «te. — 


— etc. 



Imaginons que le faisceau des droites parallèles données soit parallèle au plan 
T (n'ayant d'ailleurs rien changé aux Conditions établies ci-dessus), (fig. t). 

La droite K sera parallèle au plan T. Le point de concours k"" sera dès lors situé 
à rinfini ; dès lors aussi les droites D/, D/% D/""... seront parallèles entre elles et 
aux droites D% D'*, D"*... ; car il est évident que les droites D,D', t)"... et t»,, 
D/, D/'... àeront pafallèfes entre elles. 

Cefei posé ; 

H suffira de construire un point de chacune des droites D/, D/*', D/^... 
pour que l'on puisse tracer ces droites. Or ce qu'il y a de pfus simple est 
de construire les traces horizontales 6 , b\ b"... des droites D, D', D"..., ainsi que 
la trace horizontale k de la droite K ; et les droites Afr, kb\ kb"... seront les traces 
hQri9mAales>4es pUtn (ov I^) ^ (o, I>'>f (», ^'Yr ob aura Aoao eu les^ pénifts *) î 
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' 8i l*on «uppose que 4es éroites données D, I/, fK'... sont Terlicales (Jig.^i)% 
alors les droites cherchées D. , D/, D/'.... seront aussi verticales, et, pour dêtw- 
miner les droites D,% D/'^D,"*"...., il suflSra de construire un point de diacune ife 
ces dernières droites pour qu'elles soient complètement déterminées , car leur 
point de concours sera situé à l'infini. 

.Or j il est évidwt que la wUaicn sera la même que celle donnée § YIII , mais la 
ùçt ^ tif rwti on i^a plui; simple , parce que le point k et le point d" se canfondeiit 4um 
le ^s parliculidr qwi iv>us «ocupe* 

§ X. 

Si Ton suppose que les droites parallèles et données D, iy, D'^.. sont parallèles 
à la ligne de terre LT, les droites D, , D/, D/',... seront aussi parallèles à la 
même ligne de terre LT. Il sufiSra donc de déterminer un point de chacune des 
droites D/, D/% D,'^,... pour qu'elles soient.coxnplétement connues de position. 
Mais on ne peut détermi ner un point de chacune d'elles et d'une manière simple, 
qu'au moyen d'un changement de plan vertifal de projection, et qui s'effectuesa 
de la manière suivante : 

On prendra {fig. l) un nouveau plan vertical de projection L' T\ perpendiculaire 
9u plan T ; dès lors, la nouvelle ligne de terre L' T' sera perpendiculaire à l'ancienne 
LT : on déterminera les traces D""', D"", D""",... des droites données sur le nou- 
veau plan de projection, ainsi que la projection o*" du point o; 

Cela fait : 

On unira le point o*'' avec chacun des points jy\ D'"', D""',... par des droites qui 
seront sur le nouveau plan vertical V T', les traces des plans (o, D), (o, D"), 
(o , D"),... puisque ces plans sont parallèles à l'ancienne ligne de terre LT« 

Gela posé : 

La droite H% étant prolongée au-dessus de la.ligne de terre L'T', nous donnera 
V'*, trace verticale du plan T sur le nouveau plan de projection. 

Dès lors la droite V* coupera les droites o^'D^', o^'D'^', o^'D'"*'-. en les points 
D*', D."", D/'''... qui seront, sur le nouveau plan de projection, les traces des 
droites cherchées D, , D/, D/'. Il sera , par suite, facile de construire les droites B*, 
O/*', D."%... qui seront parallèles entre elles et à l'ancienne ligne de terre LT {^). 



mmm 



(*) Il est facile de recon nsttre dans ce qui vient d*être exposés IX ^tX, le principe fondamentaTde 
la méihode de perspective dokimée ptr Mw^ dans le ménoire inédit de 4785. 
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i XL 

Si le faisceau donné est composé de droites qui, parallèles entre elles, se ipou* 
vent perpendiculaires au plan T, alors (fig. m) les droites D,*, D/*, D/\.. ont pour 
point de concours le point o*". 

§xn. 

Si le faisceau est composé de droites parallèles entre elles, horizontales et in- 
clinées à 45* sur le plan T, la fig. (n) nous montre que le point de concours de ces 

droites est situé sur la droite X , menée par le point o* parallèlement à la ligne de 

I II 

terre LT, et qu'il est situé en &*" à une distance o'ft*' du point o* égale à la distance 
du point au plan T. 

Les droites inclinées à 45% en sens inverse, auraient le point &'* pour point de 
concours, 

§ xm. 

De ce qui précède on peut conclure , en se résumant, que les droites D,% D.'*, 
D/'',... projections verticales des droites D,, D/, D,",... intersections du plan T et 
des divers plans passant tous par le point o et respectivement par les droites D , 
D', D",.** formant un faisceau de droites parallèles entre elles , ont un point de 
concours situé : l*hors de la droite X, si le faisceau est incliné par rapport au 
plan horizontal et au plan T ; 2* sur la droite X, si le faisceau est horizontal ; et 
3"* à l'infini, si le faisceau est parallèle au plan T, et que dans ce dernier cas les 
droites D/, D/% D/'%.. coupent la droite X, si le faisceau est incliné au plan hori- 
zontal sous un angle égal à celui que le faisceau fait avec le plan horizontal ; en 
sorte qu'elles coupent la droite X sous Tangle droit, si le faisceau est vertical , et 
qu'elles sont parallèles à cette droite X, si le faisceau est parallèle à la ligne de 
terre ; 4* si le faisceau est perpendiculaire au plan T, le point de concours est le 
point 0*"; et 5'' si le faisceau étant horizontal se trouve incliné de 45* sur le plan 
T, le point de concours sera le point k* ou le point k"" (*) , et ce point est situé sur 
la droite X à une distance du point o^ égale à la distance du point o au plan T. 

§ XIV- 

Étant donné un point m sur le plan horizontal et un plan T parallèle au plan 
vertical de projection , et un point o par ses deux projections af" et o% construire 



(*) Suivant que le faisceau est incliné ou à droite , ou à gauche , par rapport au plan T. 
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le point m., intersection du plan T et de la droite 6 qui unit les deux points tii Aô. 
Pour résoudre ceproblèmey On petit employer trois méthodes distincte» : 

La première » dite : méthode directe; 
La deuxième , dite : méthode des points de cmcaurs; 
Et la troisième, dite : méthode des coordonnées. 

Nous allons exposer successivement ces trois méthodes et les constructions gra- 
phiques que chacune d'elles exige pour déterminer le point m,\ 



§ XV. 
Méthode directe. 

Soit donné un point m situé sur le plan horizontal (fig. o); on construira les 
projections G\ G*" de la droite G qui unit les points o et m. 

Le point m,^ sera donné immédiatement, puisque le plan T est vertical, et Ton 
en conclura le point m.*. 

Pour employer l^i méthode directe ^ il faut évidemment connaître les d^x pro- 
jections o*" et c^ du point o, ou pouvoir, en vertu des données^ construire (aupréa^ 
table ) ces deux projections. 

§ xvr. 

Méthode des points de concourt. 

Première construction. Soit donné un point m sur le plan horizontal {fig. p) par 
le point et le point m , nous ferons passer deux plans P et Q, et sans construire 
la droite G , intersection de ces deux plans P et Q , nous allons construire le point 
m, en lequel le plan T coupe cette droite G. 

Pour cela , nous tracerons sur le plan horizontal deux droites H' et H^ se coupant 
au point m , et nous construirons les droites A, et B,, suivant lesquelles le plan T 
coupe respectivement les deux plans P et Q , ces deux plans P et Q se trouvent 
déterminés l'un et l'autre par le point o , et respectivement par leur trace hori« 
zontale H* et H*. Pour détermmer les droites A, et 6, , qui sont les traces des plans 
P et Q sur le plan T (ou m it autres termes les intersections du plan T avec cha* 
cun des plans P et Q), nous mènerons par le point o deux droites A' et B', res- 
pectivement parallèles aux traces H' et H*. Nous construirons les points a, 6, 
a\ b'j en lesquelles chacune des quatre droites horizontales A ou H', B ou H*, A' 
et B' perce le plan T. 



En unissant les points b et b\ on aura la,^c^^^.; 

Et les lignes droites A.'' ^t, JÇf,* ç^ç c^wiïWftnt fiff ^n ppint in,% qflji ijei^ k p^int 
demandé. 

Par c?tle ç(iéthode,Qj;i con^^^'wt hj^uXn^,'' 4eiï\?H)4é, saqs îi.vAir Ijwoin 4e <lé- 
terminer d*abord le pf>ipt ,f)^*. 

Montrons maintenant pourquoi cette méthode a reçu le nom de méthode des 
points de concours. 

Si y au lieu d'avoir un seul point m,' ^n «avait une série de points m, m\ m" y... 
situés sur le plan horizontal, on ferait passer, par chacun d'eux, deux droites 
parallèles respectivement aux droites A ou H', et B ou H^ ; on aura donc , sur le 
plan horizontal, deux faisceaux de droites narallèles, que je désignerai p^r (A) 

et(B). 

L'on devra d'abord fhire passer par le point o et par chacune des droites du 
feisceau (A) un plan, et l'on aura ainsi une série de plans P, P', P",... qui se 
couperont suivant la même droite A', et dont les traces sur le plan T formeront 
un floiisiéau (A,) de droites concourant en le point a\ ^ 

L'on devra ens(uite faire passer par le point o et par chacune des droites d^ 
faisceau (B) un plan, et l'on aura ainsi une série de* plans Q, Q', Q'^••. qui se 
couperont suivant la même droite B', et ^opt les traces sur le plan T formeront 
un faisceau (B,) de droites concourant en le point b\ 

Dès lors les droites A/..» iîoocQwrjçpçii.î^u poÎAfe çi'> fd les droites B.^. . concoure 
ront au point é'". , 

Et lès droite;5 ^.^ ,♦ fit ft'.^ «ç QqtyierQi^f 4«W ^ ^.M* «Jt jçqçpqfitÂxewftt W les 

points m,% w/% W%-. qui gerojjt^^s pQÎAts damw^dé?-. 

On voit donc que le» points a^ et b"" étant dél^rmin^ poi^r 1^ droites V et Ç/ 
le seront pour toutes les autres droitep dij .foi;?çea.u (A/) et dji fai$Geau (B.''), ^ 
qu'il suffira dès «iQrç <le dét^m^ï^ Iqs d^vçfs poiqt^ a^.. et 6^.. appartenapt aux 
^iverses.droites A,"-.,, dw faiscqau (f .*') et.au j diîverses droUes& B,^,*du faj,9C69U (B^)^ 

C'est à caftsè d^, remçjcjî Ap^ jpAiût§ a? «t.<p" qup cieJUç :n)éth4(}e a r^u le m» 
dfi n^élfioft^Bi d^s points ((e concours.. 

Peuxième cqmtrwfiq^. AvU ^eu dp weftÇf par kjpoÂnt w (Jeuiç droites hori^Pr 
tajçs çjç direction arWlrfi|ire, 9» PA*t ^ç fljejier {fig. rfl) qu'une seule droite A. éfi 
directipi) arhij|.r^j^e 9 l'^uAr^ drjoUe D a^^t i}Ilie dir^çtipa déterminée de la manière 
sjjivantfi. _, 

D^ ppijit « jccwiçie,c«fl^*ie,pt ^ec,wi poHr .rayon, op déflrira im cercle C «our- 
pant la trace H* en un point cf , et la droite D sera celle qui wit im points m f t)4. 



Dès lors , du point a'*" (point de concours de la droite A/) comme centre et avec 

un rayon égal à d'a^, on tracera un arc de cercle coupant la droite X ( menée 
par le point o"" parallèlement à' Ib ligne dlS'telrre Vt) en un point d'*' qui sera le 
point de concours de la droite D/. Le point m." sera l'intersection des droites 
A/ et D/. 

On voit donc que par cette méthode, qui n^est qu'un cas particulier de la m'è- 
ttiode générale dite des points de concoure, on n'a qu'à tracer , au moyen de la 
règle et de l'équerre , une droite A'^ parallèle à la droite A , et que le reste de Ta 
construclion s'effectue au moyen du compas et de la règle seulement. 

Cette méthode spéciale , que nous venons d'exposer, est dite : méthode jjmt td 

corde de Carc^ parce que la droite D est la corde prolongée mdde l'arc C. 

Troisième construction. L'on peut , au lieu de mener par le point m deux droites 
de direction arbitraire B et A et dont il faut construire les points de concours^ 
mener trois droites de direction spéciale et telle que l'on connaisse^ d^avance et en 
vertu des données , leurs points de concours. 

Et en effet : 

Nous savons i"" que si par le point m nous menons {Jig. r) une droite horizon- 
tale A perpendiculaire au tableau T^ la droite A/ passera par le point d" ; â"* que 
si par le point m nous menons deux droites horizontales et inclinées à 45"* sur le 
plan T (l'inclinaison de l'une étant à gauche, et l'inclinaison de Tautre étant à 
droite)^ les points de concours de ces deux droites B et D seront faciles à con- 
struire avec le compas seulement, puisque l'on n'aura qu'à porter sur la drèite X, 

hi distance oV*' == o^'d"' ^=z oV =3 la distance du point o' au glan T.. 

En sorte que les points 6" et cT étant déterminés, les droites D,% A.", B/ le se- 
ront, et il suffira de la règle pour les tracer. 

Or, remarquons que l'on peut se dispenser de tracer les droites B et D; car ce 
qu'il faut déterminer, ce sont les points 6" et cf , pour pouvoir tracer les droites B/ 

-^ ^ ^___^___ a^^^^ a^M* Aa^M^» 

et D/ ; et il est évident que l'on a ma z=zab =a''6*' et mAr= ad :c= a''d^ 

On voit donc qu'il suffit ^ le point m étant donné par ses deux projections m^>et. 

m", de porter de a" en b'' et en (f une ouverture de compas ^ifale- à la distmce dm 

point m aa-plan T. 

Par cette construction , il suffit du compas et de la règle pouf construire lé point 

m,'', et la construction est indiquée dans toute sa sitapf ièite d4nè la fig. (/). * ' 
On doit encore remarquer que cette côn^ûClfttri', ^u? èM ^rès^siihple €i ti^* 

expéditive , donne tifn «K)yen de véi^ifî6atitfét , pui^^ë fèil canittruh trbifi ëMtbé 

qui dôfvèni se couper en uir m6me point m,* (qui est le puim demandé). 



; • 
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s XVII, 

Méthode des coordoiméet. 

Soit donné un point m sur le plan horizontal de projection et un plan T paral- 
lèle au plan vertical LT, et un point o par ses projections o* et o% on demande de 
construire la projection m/ du point m. en lequel le plan T coupe la droite G qui 
unit les deux points o et m. 

Construisons un second plan vertical de projection L'T' perpendiculaire au pre* 
mier plan vertical de projection LT {fig. s). 

Projetons sur ce nouveau plan les points o et m. 

Imaginons deux droites passant par le point m , Tune verticale, Tautre paral- 
lèle à LT( ou; en d'autres termes, Tune perpendiculaire au plan horizontal de 
projection 9 et l'autre perpendiculaire au second plan vertical de projection L'T'). 

Si, par chacune de ces droites et le point o, nous faisons passer un plan , nous 
auront deux plans qui couperont le plan T , le premier suivant une perpendicu- 
laire à H*, et le second suivant une parallèle à H* ; et ces deux droites se couperont 
en le point m. demandé ; et les projections , sur le plan vertical LT, de ces deux 
droites se couperont en le point m/. 

D'après ce qui précède , la construction à effectuer est donc la suivante : 

l"" Mener la droite mo'', laquelle coupera la droite H* en un point m,\ et mener 
par ce point m/ une perpendiculaire à LT (laquelle perpendiculaire devra passer 
par le point m,*). 

2* Mener la droite o'^nf', laquelle coupera Y'* (qui n'est autre que la trace H* 

prolongée) en un point m,*' ; porter rmT^de e en î sur L'T', et mener par le point I 
une parallèle à LT (laquelle parallèle devra passer par le point m.''). 

Le point m.* sera donc très-facilement déterminé. 

Et si l'on examine de prés celte construction , on verra pourquoi elle a reçu le 
nom de méthode des coordonnées. Et en effet, il suflSt, pour déterminer le point 
m.* ( que Ton cherche ) , de regarder LT et L^T' comme les axes des coordonnées , 
le point e étant l'origine. 

Et il est évident que es et ei sont les coordonnées du point m.*". Or, es est égal 

à : rm^^ et ei est égal à : rm^''\ 

Il suflSt donc de tracer les droites G* (ou m?) et G*' (ou o""!»") pour déterminer 
1^ points m/ et m.*', et la construction s'achève avec le compas O* 

n II n'est pas difficile, maintenant , de reconnaître dans ce qui précède la méthode do fsrspsciivê 
«Voeée par Monge dans son mémoire inédit de 47S5. 
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§ XVIII. 

Application analytique de la méthode des coordonnées, lorsque te point m est situé 

sur le plan horizontal de projection. 

Soit donnée sur le plan horizontal une courbe C, lieu des points m; les équa- 
tiens de cette courbe seront : f{x^ y) = et 2 = 0, en prenant les droites H* 
pour axe des x^ et L^' pour axe des y, et V* pour axe des z, le point [r étant 
Torigine des coordonnées (fig. s). 

Considérons le point o comme le sommet d'un cône 2 ayant la courbe C pour 
base , et proposons^nous de trouver l'équation de la courbe G, , lieu des points m^ 
{ou en if autres termes y on demande V équation de la section faite dans le cône 1 
par le plan T )• 

Gomme la courbe C. se projettera sur le plan vertical LT suivant une courbe 
identique G,* (qui sera le lieu des points nti''), il suffira de donner Téquation de 
cette courbe G/ pour que le problème soit résolu. 

Désignons les trois coordonnées du point o par a, 6, y; ainsi l'on aura : 

6=sq?, a==r^, y = o^'p'. Il faut calculer rm,""' et rm/". 

Or les deux triangles semblables m^'m^'^'r et m'' Vp' nous donnent : 



m/V : rm"' : ; ol^p^ : p'm*' 

ou : 

m;'r:y::y:(î + y) 

d'où: 



Gela posé : 

Les deux triangles semblables mtim/ et mgo'' nous donnent : 



au : 

d'où ; 

—TC- _ y(« — a?) 

d'où enfin : 

-TT x{^+y)+y{a-x) 

"^'""^ (i+y) 

Désignant m/V par y, et m> par x, , on aura les quatre équations 

S3 



«Équations de la courbe C- 
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« = (!) 

A»-, y) = («) 



a;(6+y)+y(«— g) a'g+y * ,,, 

'"'^ iT]^ = 'cqHr ^^ 

Et en éliminant x^ y, z entre ces quatre équations , 4Ui ^ura. l'é^juatioA 
tp (^i > y. > «> 6, y ) = , qui sera celle de la courbe G,*. 

Nota. On voit de suite qu'il suffit d'éliouner m et. y entoe lesi trois. ^q^adons 
(2, 3^ 4), puisque la première équation est js=0^iel quftlaiteûîsiKiCmiiesoni 
fonctions que de j? et de y». 

Effectuons Télimination. 

D:^ réquatioQ (3) on. tirai 

» == — ^ (5) 

Substituant la valeur y donnée par Féquation (5) dans Téquation (I), un ob- 
tient 9 après les réductions : 



en sorte que l'équation : 



7— y. 



/K^^f^).!,^)!- 



sera Téquation de la courbe G/ ; cac il est évident qu'il suffira de substituer dans 
l'équation (2), à la place de a; et de y , les valeurs données par les éqfmVioM {%) 
#t (5) j pour avoir rà^ualdmi de la Murbe €r^ 

% XIX. 

Si le point m était situé à une distance h du plan' horizontal de projection» on 
mènerait par ce point m un plan horizonlal R, qui aurait pour trace verticale sur 
le plan LT, une droite V parallèleàLT et distante de cette droite de la quantité 
fc, et on devrait considérer ce plan R comme un nouveau plan horrrontal de 
projection, la droite V étant Ja. niMiveRe liffje ^ ierre; dès lors il est évident 
que : 

i* Si Ton exnpiûid. la. JiièthodA des j^inu d£, cmwow^ i^f» ^^^ ^^ d6VM 



porter à droite et à gauche du point m' sur Y* les ouvertures de compM 

^-•■■■4 ■MHHB>« ^i^aa^^ j 

ni'a=^m''V^^=^vf(Ci el à droite et à gsftiche^au point o" sur la droite X, lea ou- 

terlures po^z=zd'b'''=zo''dl!''j en soclaque les droites mV et b'^b*'' el iJ^d!" se coupe- 
ront au point m^ demandé ; 

S"" Si Ton emploie la méthode directe ^ la considération du plan R est rmitife, 
car la fig. (ii) nous montre que le point mi* sedédUft du point m.* de la même ma- 
nière que lorsque le point m était siiué le plan horizontal de projection .(^gr. 0)5 

3* Si Ton emploie la méthode des coordonnées ^ la fig. {x) nous montre que les 
constructions sont identiquement hes iw&mes que' celles employées dans la fig. (5), 
alors que le point m était situé sur le plan horizontal de projection ; seulement 
le point m"" y au.lieii^'éiire placé sur la Irgnedetenra LT,.» trocEve cUstftiil de cette 
droite d'une quantité égale à /i, hauteur du point m au-dessus du plan horizontal 
de projection. 

§ XX. 

Application analytique de la méthode éUta des coordonnées , lorsque le point m 

est hors du pCan horizontal de projection. 



Les coordonnées du point m,* seront : x^:=es=i rm,*et : y,=^ei = ei' = rm,''* 
(fig.x). 
Or supposons que Ton ait ump-^érie de points m, m% m'',... déterminant une 

oourbe C dans l'espace. 

Les équations de cette courbe seront : 

/■(«.»)=• (1) 

s." 
k 

L'équation (1) sera celle de la projettfon de la courhe G sur le plan horizontal 
do projection y et Téquation (2) sera celte de la projection de cette même courbe 
C sur le second plan vertical de projection L'T'. 

Cela posé : 

Désignant par a, S^yies coordonnées du point 0, on aura : 

«=!p7, 6=JfS y=zp'o^ 

Kl les dew^ l^ii^^es» semblables m^nii.* et m^gd^ doooar4MU> : . 

m^u : mik :; go** : mrg 
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00 

d'où: 



d'où'encore : 



d'où enfin : 



m^r—x : y :: {«— «) : (8+y) 



tn,r — « = — '- 



__ g(e+y)+y(«-a;) 
6+y 

— r- t.x4-tt.y 

«+y 



^ILes deuxftriangles semblables (m'"u'm*')et {nC'g'o") donneront : 



ou: 



d'où: 



d'où encore : 



d'où enfin : 



m:'v( : m'V :: ©Y : mV 



«!> — « : y :; {f-x) : (S+ y) 



^Tû y (Y—*) 

m, r — «ss — — 

6 + y 



rW-. _ *(g+y) + »(y--*) 

.«+y 

—xr 6.«-f-y,y 
«7r = — —f-i-: 
« + y 



On aura donc les quatre équations : 



f{x,y)=0 (1) 

♦ (y,*) = (« 

>■- 6+y t»J 

. Vr ' e+y ' 

Et en éliminant x, y, i entre ees quatre équations, on aura une équation finale : 

qui sera celle de la courbe C.% lieu des points m,', et cette courbe C." sera iden- 
tique (superposable) à la courbe C,, section faite par le plan T dans le cône 2 
ayant le point o pour sommet et la courbe C pour directrice. 
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§ XXI. 

Si l'on avait une série de points m, m', m" situés hors du plan horizontal 

de projection et distants de ce plan respectiTement des quantités h, h\ h", on 

pourrait appliquer à chacun d'eux Y une des trois méthodes , ou directe , ou par les 
points de concours , ou par les coordonnées 9 et Ton déterminerait les divers points 
m, j m, f m ^ 

Ainsi étant donnée une courbe G par sa projection G*, et connaissant la hau- 
teur de chacun de ses points au-dessus du plan horizontal de projection , on 
pourra facilement déterminer les divers points de la courbe C.^ 

L'une ou l'autre des trois méthodes peut donc s'appliquer facilement lorsque 
la courbe G sera donnée : l"" par sa projection G* et les cotes de hauteur de chacun 
de ses points (plans cotés et nivelés) ,' ou lorsque la courbe G sera donnée; 2"" par 
sa projection G^ et sa projection verticale G*" sur un plan vertical quelconque 
( projections orthogonales). 

L'on doit remarquer que si la courbe G était donnée par ses projections G* et 
G*', la courbe G" étant tracée sur le plan vertical LT, plan sur lequel on doit 

construire les divers points m* de la courbe cherchée G,% il pourrait arriver 

dans beaucoup de cas que les courbes G*" et G*". %' enclievêtreraient l'une dans l'autre, 
et que dès lors il y aurait confusion dans V épure. 

C'est pourquoi on doit préférer^ lorsque l'on veut déterminer la courbe G,*" par 
la méthode d&recie ou la méthode des points de concours y de se donner la projec- 
tion verticale de la courbe G, non sur le plan LT^ mais à part, sur un autre plan 
vertical» 

Aussi voit-on de suite que la méthode des coordonnées satisfait pleinement à 
cette exigence graphique , car les courbes G\ G''' et G."* sont toujours tracées sur 
des parties distinctes et séparées de la feuille de dessin , en sorte que V épure est 
parfaitement lisible. 

§ XXII. 

Si Ton avait une surface A , et que Ton voulût construire la section faite par le 
plan T dans le cône 1 tangent à la surface A et ayant le point o poursommet , on 
voit dis suite qu^il faut au préalable construire la courbe C, contact du cône 2 et 
de la surface A. 

La construction des projections de la courbe G exige deux plans de projection , 
qui existent en effet, puisque Ton a le plan horizontal de projection et le plan 
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rertical LT. Mais la courbe C é:ant sur le plan LT, plan vertical sur lequel on 
devra construire la couibe C*, il y aura confusion sur ïépure. 

Pour éviter celte confusion il faut donc nécessairement employer un second 
plan veriical de projecxion ^ot ainsi pac exemple le pian L'T' perpf^culair^ au 
plan LT. 

Dès lors la cgurbe C ser^ déterminée par &Q$ deux projeQilioûS G* et C'y que 
Ton construira f^r points et en se servant des mélhodca expoj$ées dao^ le Cour» de 
géométrie descriptive (*). 

Et de suite Ton voit (}ue Ton pourra employer avec avantage la méthode des 
coordonnées pour déierminer la oouibe G."» tandis que Temploi de lai métliode 
directe , el surtout celle des poilus de concours , serait inadmissible^ vu la multipli- 
cité des constructions à effectuer (*^). 

G^est sans nulle doute parce que la méthode des coordomées est applicable i 
tous les cas et à tous les problèmes^ qu'il s'agisse de points, do droites:, de courbes 
ouf de surfaces , que Monge^ qui a\ait une tendance si heureu>$e>àgéAàraliser \^ 
méthodes, s'est contenté , dans son Mémoire inédit die i785^. di*expo$dr la s^vilf 
miUiode des coordonnées , vue sa géaératitâ (.***), 

Applîoatîonf dei métho4ief de lu géométrie deKrtptÎTe A la pey i yc t iv^ 

SI- 

Oans la premièi^e pairtie de cé É^ttioire, noU9 avoti^ fésfdcr l€f problème : 
Trouver le point de rencontre dune droite ou d'un plan avec un plan vertical T, parai- 
ièh 4m plan veHioêil é$ pr^eeUm. Now avons employé f pmir la ^(ofùf fort dé ce pro- 
bléoM les fuélbodes de là géométrfa dtescf^ixi^te fondées scrr les^ projections 
jttrtlM#anal€S4 HoDirons- nm^iettaivt que» totites )f!9 cofisuructions que nous 
avons exécutées sont identiquement les mêmes que celles emptojées en perspec- 
tive par les divers auteurs (et même les anciens) qui ont écrit sur ce sujet; nous 



n Voyez le Cours de géométrie descriptive, !'• partie, page <07, et %• partie, pag« 200. 

(f**).Sf Ton jèUeted yeul sur laéoti^etfon dos épores gravées de ï^tcote po(ylecîi nique, f'on verra 
(avec HQ pead'ai^eiiXiof)) qu» l'éiHins d« la peepMiti^ê êà pietfoufli» ^«1 a> M ttéetté^ pmr Gir&té, 
80U9 la direction de Aqçhetiô^, aqcico. profe9t>eHC ^i'&pla.iPlyJlQclHMf uOt. 9$^étonsltmi^iiwM:f^tk9às 
des coordonnées. 

(***) L'on doit Taire remarquer avec quelle fdcililé l'on peut passer de la solution^ par (a méfhorle des 
êoçréonnéfis, à ka aoiuUpp 0990lyt4qm d*un problèfie de ^lapcotiv*» n ^ébî IridMre îacïitfmm^ 4e la 
laAgue graphique, en la langue algébrique. 
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auron» <1às iors 4éaio»Ué que la iper^otiM i«6t MMtdw ^j/ikaiioa* de la géo» 
métrie descriptive. 

§ II. 

Étant donné : l"" un point m silué derrière un plan vertical auquel on donne le 
nom Aeiableau, et situé â une hauteur z au-dessus d'un phn horizontal auquel 
on donne le nom de plan gâométral , et 2** un point o situé en avant du tableau et 
distant du tableau d*une quantité égale à /, et du plan géométral d'une quantité 
égale à ft, on app«»ne perspective du point m la trace de la droite om sur le tableau. 
&r si Ton recouchait le tableau sur le plan géomélral^ la perspective Aes divers points 
m... donnés dans l'espace se confondrait, se brouillerait avec les projections or- 
thogonales cle ces divers points m... sur le plan géométral. C'est pour éviter cette 
confusion, que l'on suppose que le tableau est transporté parallèlement à lui- 
même et dernère la 'projecrbion «ur le plan géométral des divers points m..., de 
manière à ce qu'étant recouché sur ce plan géométral, la figure qui se trouve 
tracée^sur Ibi^Mis'embrouille pas avec la figure tracée sur le plan géométral. 

Les données d'une perspective soni donc les projections m\.. des divers points m... 
de l'espace sur le plan géométral (fig. «).'Oti donne à cette figure le nom de figure 
géoniétralej et l'on dit : les points, les droites, les lignes du géométral ou qui sont 
au géomtmi. 

La droite ary, qui est tracée ati géométfal, et en avant de tous les points du géo-^ 
métrai, est le pied du tableau sur lequel doit être tracée la perspective des divers 
pointS'fh.r..¥:fi. sorte qu'yen tYbaissarit d'un point ^ du géométral une perpendicu- 
laire f»^p sur la droite ori/, on a en m^ lu di^tarrc^ dd point in au 'tableau. 

Le géométral étant donmé, ainsi que la position de 1a droite xy par rapport au 
géométral, on a la position du têibleau par rapport liUlt divet^ porhts m... de l'es- 
pace^ ^u'ilfâ>iM mettre rn p^rspfcifve. 

On transporte la droite »y^n une droite x'y' qui loi est paraflèle et qui se trouve 
derrière tous les pomts du géonnétral ; cela fait , on se donne la position du pied 
de la perpetidfculaire abaissée du point asm letableèa ; le point o prend le nom 
de point iletue^ et le pied &e la perpendiculaire prend le nom de point principtfl 
de la perspective. 

iPour fixer le point principal P, on mène une droite H parallèle à œ'y et à une 
di^ance égale & k, hauteur è^ point de vue au^essos du gétnnéiral , et Ton plboe 
un point P sur cette droite H , qui prend le nom 'de ligne û'haritm. 

Cela fait, on porte, à partir do poini Py à di'oite et à gsuclie de ce point et sur 
la droite H , une ouverture <de«oitfp6s égaHè A Is <âisiance / du point do vue ati léh- 
bleau , et Ton fixe ainsi deux points è et^^ qtfi plrMnefut 'te fiofn do pmnts de dk^ 
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ioHce. Cela feil, on a écrit graphiquement toutes les données de la perspective, et 
il s'agit de construire la perspective des divers points m..». 

§ ni. 

Avant de construire la perspective des points m..., faisons remarquer que toutes 
les lignes que nous avons tracées et que tous les points que nous avons placés jus- 
qu'ici sont identiquement les mêmes que ceux que nous avons employés lorsque 
nous résolvions le même problème par les méthodes de la géométrie descriptive ; 
seulement, lorsque Ton fait une épure de perspective y ces lignes et ces points sont 
autrement désignés. 
Ainsi : la ligne xy^ pied du tableau , n'est autre que la droite H* (fig. v) ; 

la ligne xy' n'est autre que la ligne de terre LT ; 

la droite H , ligne d'horizon , n'est autre que la droite X ; 

le point principal P n'est autre que cl" ; 

et les points de distance à et i' ne sont autres que les points (t^ et b'^. 

§ IV. 

Pour mettre un point m en perspective, Ton emploie, habituellement^ deui 
méthodes, l'une dite : méthode des pimUs de concours ^ et l'autre dite : méthode 
des échelles. 

Nous allons exposer successivement ces deux méthodes, mais auparavant il faut 
dire ce qu'on entend par perspective d'une droite. 

Étant donnée une droite D dans l'espace , on appelle per^ecltoe de cette droite 
la trace , sur le tableau j du plan qui passe par cette droite D et le point de vue o« 

Pour déterminer la perspective de la droite D j il suffit d'avoir deux de ses points ; 
l'un est la trace de la droite D sur le tableau ^ et l'autre le point en lequel le tableau 
est percé par une droite D' qui sera menée par le point de vue o parallèlement à 
la droite D ; ce second point prend le nom de point de concours de la droite D. 
Ainsi la perspective d'une droite D est déterminée par la trace d de cette droite et 
son point de concours c. 

On donne au point c le nom de point de concours , parce que si l'on a un fais- 
ceau (D) de droites parallèles entre elles , les perspectives de ces diverses droite* 
passent toutes par le même point c. 

Le point de concours d'un faisceau de droites parallèles prend le nom de point 
de fuite , lorsque le faisceau est horizontal ; et il prend le nom de point acddeutely 
lorsque le faisceau est incliné à l'horizon. 
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Le point àe fuite d'un faisceau horizontal est toujours placé sur la ligne d'horizon. 

Le point accidentel d'un faisceau incliné est placé hors de la ligne d'horizon , au- 
dessus ou au-dessous de cette ligne , suivant la direction du faisceau. 

On a donné le nom de point défaite au point de concours des droites parallèles 
et horizontales , parce que ces droites ne se coupent qu'à Finfini sur le plan 
horizontal passant par le point de vue; elles tendent donc à se couper en un point 
qui fuit toujours devant elles et jusqu'à V horizon, qui est considéré comme une 
ligne située à l'infini par rapport au point de vue. 

Le point de faite d'un faisceau horizontal et perpendiculaire au tableau n'est 
autre que le point principal P» 

Le point de yiitte d'un faisceau horizontal et incliné de 45'' sur le tableau n'est 
autre que l'un ou l'autre des points de distance d et d', suivant que ce faisceau est 
incliné à droite ou incliné à gauche sur le tableau. 



§ V. 
Méthode des points de concours ( ou de faite). 

m 

Pour mettre un point m en perspective, on fait passer par ce point deux droites 
quelconques Â et B , et l'on construit les perspectives A^ et B** de ces deux droites , 
lesquelles se coupent en un point m*", qui est la perspective du point m. 

Pour construire les perspectives A' et B^, on est obligé de construire le point de 
concours de chacune d'elles ; or, on ignore à priori la position que ce point de con- 
cours prendra au-dessus ou au-dessous de la ligne d'horizon. C'est pourquoi , au 
lieu de mener par le point m deux droites quelconques , on mène deux droites 
horizontales , parce que l'on sait que le point de concours de leurs perspectives est 
situé, pour chacune d'elles, sur la ligne d'horizon. 

Mais, si l'on prend des droites quelconques, tout en les assujettissant à être 

horizontales, il faudra toujours construire le point de concours de chacune de leurs 

perspectives. Il serait donc préférable d'employer deux droites horizontales , de 

direction donnée et telle que l'on sache à priori où sera situé le point de concours 

de leurs perspectives; c*est ce qui arrive lorsque l'on fait passer par le point donné 

m trois droites horizontales , l'une perpendiculaire au tableau , et les deux autres 

inclinées à 45^ sur le tableau; car Ton sait que le point de concours desper^pcc- 

tives de ces droites est le point principal P pour la perspective de la première droite, 

et l'un et l'autre des points de dislance « et ^ (fig. a) pour les perspectives des 

deux droites inclinées à Ab'^ sur le tableau. 

D'après ce qui précède, pour construire la perspective d'un point m dont on 

24 



— i86 — 

connatlra la hauteur z au-dcfsus du p'an géoméiral et la projection ia^ au^ géonié" 
tralf on exécutera {fig. «) les. construc* ions suivantes. 

On abaissera du point m'^ une perpendiculaire m*p sur la droite «j/, pied du 
tableau» 

On tracera une droite x'tj" parallèle à la droite x'y et distante d'elle d!uuc 
quantité z égale à la hauteur du point m au-dessus du plan g^oméiraL 

Sur la droite x\j\ et à partir du point p en lequel la perpendiculaire m^p pro- 
longée vient couper cette droite, on portera à gauche et a droite une ouverture de 

compas égale à m^p^ et Ton fixera leadeux points S' et. a'. 

Gela fait, les droites ai, ê'd'» p'P se couperont en un ménMs point m^ qui sers 
la perspective du point m. 

Si Ton compare la (ig. {a) avec la fig* {v)y on voit de suitecfoe lesMttstniicttona 
que nous venons d'exécuter .pour détermin^^r le poini nF soat identîquemeni \m 
mêmes que celles au moyen desquelles nous avions construit le point m/; 
Et qu'ainsi : le point p' {fig. a) n'est autre que le point nC {fig. v) ; 

les points a et ë ne sont autres (|ue les points U" et cT ; 
le point m' n'est autre que le point m^"" ; 
et que la droite x"y' n'est autre que la droite V*. 
Nous pouvons donc en conclure que ce que Ton désigne par perspective d'un 
système de points m... n'est autre chose que la projection verticale de la section 
faite dans la pyramide (ayant pour base la figure formée par tous les points m. . .) 
par un plan vertical parallèle au plan vertical de projection, et vice versa. 

§ Vh 

Comme les corps dont on a à s'occuper en perspective^ lorsque Ton. applique 
fa perspective à l'architecture , sont terminés par des surfaces qui ne sont autres 
que des cylindres j des cônes ou des sphères^ et que la plupart de ces corps sont 
composés de faces planes , cylindriques ou coniques ou sphériques ,. &'entre-coupant 
suivant des lignes droites ou suivant des lignes courbes qui se croisent elles-mêmes 
en des points qui sont des points remarquables du corps considéré , il s'ensuit que, 
sachant mettre enr perspective un point, on sait tout ce qui est nécessaire. Ainsi , 
avec les principes exposés ci-dessus, nous pouvons affirmer que nous savons la 
perspective j puisque nous avons à notre disposition une mélliode, celle despmiis de^ 
concours ou de fuite y qui nous permet de mettre en perspective un ppint, et par 
suite une ligne (troite ou courbe. 
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Dans la première partie du Cours de Géométrie descriptive , nous avons donné,; 
paria méthode des pofnts de concours (t de fuite , h perspective d'un polygone 
quelconque situé sur le plan géométral, et d'un prisme dont les arèies étaient 
verticales, ainsi que d'une pyramide et d*un tronc de pyramide. Dans la deuxième 
partie du même cours, nous avons d<»nné la perspective d'un cercle situé surle 
plan horizontal ou dans un plan parallèle au plan horrzontal , ainsi que d*un cône 
complet et d'un tronc conique. Nous savons donc déjà mfMtre en perspective tous 
les corps composés de prismes verticaux et de troncs ( ylindriques et coni(|ues à 
bases horizon laies ^ ainsi que de troncs pyramidaux à bases liorieontales. Et 
comme la perspective ne doit (si l'on y réfléoUit bien) iVètre employée qu'à repré- 
senter, par son moyen, des constructions arciiileeturaJes, on rcconnattra sans 
peine que tout ce que nous avons donné dans la première et la deuxième partie 
du Cours de Géométrie descriptive y au sujet de la per^eci8V6, tétait suffisant aux 
architectes. 

Mais il ne faut pas seulement avoir démontré {si je puis employer cette exfires*- 
sion) qu*en effet il suffit ,, pour les architectes, de savoir mettre en perspective des 
prismes, des troncs de pyramides ei des pyramides , des troncs cylindriques , des 
troncs coniques et des cônes ; il faut encore démontrer que la perspective' ne doit 
être employée, par les ingénieurs, que lorsqu'il s'agit de constructions architec- 
turales, et non de machines ou autres objets de constructions et d'industrie. 

C'est ce que je vais faire en peu de mots. 

La perspective déforme les objets, puisque des droites parallèles entre elles 
nous apparaissent comme des d roi les co/tcourani^^, etqu'ainsî un parallélogramme 
nous apparaît comme étant un quadrilatère. 

Si l'on veut donc avoir une idée neite et exacte d'un corps, de sa forme, de ses 
dimensions, il ne faut pas avoir recours à la perspective pour le représenter. 

La méthode graphique à employer dons ce cas est la. mélliode des projections 
orthogonales. Deux projections du corps, Tune sur le plan horizontal, et Tautre 
sur le plan vertical , non-seulement sulUsent pour nous faire connaître parfaite- 
ment le corps donné et en toutes ses parties, mais seules elles permettent de bien 
connaître ce corps. 

C'est donc, lorsqu'il s'agit de construire en reliefs la seule méthode des pro- 
jections orthogonales que Ton doive employer pour représenter un corps '^ aussi 
les constructeurs ne se servent-ils (et c'est qu'ils ne ])euvcnt et ne doivent^pas 
faire autrement, sous peine (terreur) que des plans y coupes et élévations du corps 
qu'ils veulent exécuter. Toutefois la-perspective est une science utile aux archi-» 
tectes, et dont ils font sans cesse un emploi convenable et utile; car lorsqu'ils 
imaginent un nouvel édifice ^ il faut qu'il soit en harmonie avec les constructions 
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environnantes; et comme le spectateur ne verra pas les constructions anciennes 
et nouvelles auti'^ment que par ses yeux^ et dès lors sous la forme perspective^ il 
est bon que rarchitecte fasse une perspective ^ pour que Ton puisse tout d'abord 
juger de V effet, et aussi de la manière dont les détails architectoniques de la nou- 
velle construction s^ harmoniseront avec ceux des anciennes constructions qui doi- 
vent environner Yédifice projeté. 

§ VIII. 

Quoique nous puissions , à la rigueur , mettre en perspective toutes les lignes 
droites ou courbes d'un^cft/Sc^, en sachant mettre en perspective un point] il ne 
sera pas cependant inutile d'indiquer comment on met en perspective une courbe 
située dans un plan vertical P, lequel est : V perpendiculaire au tableau^ ou 2* in- 
cliné à 45"* «tir le tableau ^ ou S"" incliné d'un angle arbitraire sur le tableau. 

Premier cas. Soit donné un plan P vertical et perpendiculaire au tableau et une 
courbe E tracée dans ce plan P {fig. 6 ). 

La trace H' sera perpendiculaire à la droite xy, pied du tableau. 

Cette trace H' sera en même temps E^, ou la projection sur le plan géoméiral de 
la courbe E. 

Les données étant telles , la courbe E ne pourra être connue qu'autant que Ton 
connaîtra la hauteur de chacun de ses points m... au-dessus du géométral, con- 
naissant la projection m!"... {au géométral) de chacun de ces mêmes points m.... 
'Or la manière la plus simple de se donner la hauteur de chacun des points m... 
est de se donner le rabattement de la courbe E sur le tableau. Ainsi, faisant tour- 
ner le plan P autour de la droite Z , suivant laquelle il coupe le tableau^ et recou- 
chant ce plan P sur le tableau , la courbe E viendra en E, , et après le transport 
de la droite xy en x'y, on aura la courbe E/ identique et superposable à la courbe 
K y la droite Z étant venue se placer en Z'. 

Gela fait : 

Soit un point m'' projection au géométral d'un point m de la courbe E, etpro- 
posons-nous de mettre en perspective ce point m. 

Si du point Z* comme centre avec Z*m* pour rayon , nous décrivons un cercle y, 
le point m^ viendra en m,^ sur la droite xy\ et en transportant le tableau y et ainsi 
la droite xy en x'y\ on aura en m/ sur E/ le point m rabattu et transporté, et 
dès lors on aura en m,'q la hauteur du point m au-dessus du plan géométral. 

Et si Ton remarque que la corde m*m^*du cercle y est inclinée à 45* sur la 
droite «y, et que dès lors on a : zSï?5=Z*m,*, on verra de suite qu'il sutfit de 
faire les constructions suivantes : 
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Unir le point m/ avec le point de distance d ; 

Mener par le point m/ une parallèle à la droite x't/ et coupant la droite Z' au 
point m** ; 

Unir le point m*' au point principal P. 

Les droites m/à et m*'P se couperont en un point mP qui sera la perspective du 
point m. 

Deuxième cas. Supposons toujours que le plan P est vertical , mais qu'il fasse 
avec le tableau un angle de A^^'y alors sa trace H^ fera un angle de 45'' avec la droite 
xt/y pied du tableau {fig. y). 

Concevons une courbe G dans le plan P, sa projection C* sur le plan géométral 
ne sera autre que la droite H', et sa projection orthogonale sur le tableau nous 
permettra de connaître la hauteur de chacun de ses points m... au-dessus du 
géométraL 

Lorsque le tableau sera transporté parallèlement à lui-même , et qu'ainsi la 
droite xy sera transportée en x'y', on aura en C la projection verticale de la 
courbe G. 

Cela fait : 

Pour déterminer la perspective d'un point m de la courbe C il suffira d'exécuter 
les constructions suivantes : 

Étant donné m*, élever par ce point m!" une perpendiculaire à la droite x'y', 
jusqu'à sa rencontre en m*' avec la courbe C*'. 

Élever par le point Z^ en lequel se coupent les droites H' et â^ une perpendicu- 
laire Z' à la droite x'y\ 

Mener par le point m*' une parallèle à la droite a^y' et coupant la droite Z' en 
un point fli^. 

Les droites m^^P et m.d se couperont en un point m' qui sera la perspective du 
point m« 

Troisième cas. Le plan P étant toujours vertical fait avec le tableau un angle 
arbitraire h 

Dans ce cas {fig. d) la courbe G est donnée comme dans le deuxième cas (ci- 
dessus), mais il ne faut plus unir le point m, avec le point de distance 9, il faut 
déterminer le point de fuite f des droites horizontales parallèles au plan P; pour 
cela on abaisse du point principal P une perpendiculaire à la ligne ^horizon H et 
du point P comme centre, et avec Pd pour rayon on décrit un quart de cercle 
qui détermine le point p. 

Cela fait, on mène par le point p une parallèle à H' qui coupe la ligne d^horizon 
H en un point/, qui est le point de fuite demandé. 
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Dès lors les droites m./ et m"? se (doupeat^aïuii fointm% qtiv^st h perspe^iim 
du point t^. 

§IX. 



PreEoxis pour exemple wie Moûled'aréJailKU*rc-Joiig«e.et6i4)poaoii8.(]^e le pian 
gicméiral n'esLautne f\}^ Le ,pla/i <te j)uU$anQe.4^ deux doueUe^ oylindriques, 
faisant ainsi abslraclion des pieds-droits qui soutiennent, la V4».ûte (jSy.ft). 

La caurbe B arc de tète du, petit cjrJiudre aéra uo deaoi^-oercfe pairaUèle au 
tableai;, on conualtra sa projection au géoméiraly qui «era ia droûe B'^, et sa pro- 
jection verticale, qui sera ledenoi-cercle B"* ideatique.au demi-carde B. 

Dés lors la perspective du cercle B sera un cercle d'un rayon plus petit et qu'il 
est facile de détermioer. 

iLa coiurbe £] arc de tète du, grand cjliudre s^ra ua^ d^mt^Uip^e^yant soa 

grand axe en il et dont le demi-petit axe, qui sera verlical, sera égal au Bayon du 
cercle B. 

.)^ courbe G iotessectMniiks.deux<ylindre8.<k»4Mi«Ues.^ une demi-ellipse 
ayant ab pour grand axe et ayant son demi-petit axe, i«rtical, égal au r<v)ron du 
ceride B. 

Pour mettre Tellipse E en perspecli've«i«8eid<N)Mra SMurabaltenent E', ;-pour 
naître T/^Uipse G e» peripecliYeco se dooAera aa (irejeeiioniwriîoale C/qui ne 
sera autre que le demi -cercle B**. 

«Cela Snùif ou exécutera les ooDetffUftti^nft • indiquées ei^-écMUs <( premier et 
troisième cas) pour mettre en perspective une série de points de chacune de cti 
c.aurhe$i£ ^l Ci et Vao auria |K>ur résaUalfle ukasio^de fempettive {fiy. p>). 

§X. 

.}IUAode dei écbeU$$. 

,£lancdvaD8 Aui pointmdaas T'cspaee^ (jij)r.«)iplMé( derrière feiéo^/Mit,: la pro- 
jecti«Q.d6. ce poÎAi m. au g/bomilnl ikmu ih\ 

Traçons daos le,pldn,|^ométFal une dr^te T^perpeadieulaineiAii^pied â^idu 
tableau et désignons cette ligne xy par X. 

Conctwos par.la^droite Y hd pUPiperp^odiculairoQ autplan féênUiralf il cou- 
pera le tableau suivant une droiieZ. 



Leê dUtaRMs du p5inl m ée re9|>aée ati tùMeau et au plan Q, seront donc égales 



à m^ pour le tableau et à m^ç pour le plan Q. 

Transportons le tableau parallùlement à lui-même, la droite xy ou X se trans- 
portera en x'y' ou X', et la droite Z se placera en Z' perpendiculaire à X'. 

Nous pourrons nous donner sur la droite T la dislance du point m au plan 

géométral, supposons qu'elle soit égale à aW. 

Nous connaissons donc les trois coordonnées rectangulaires du point m ou ses 
distances aux trois plans rectangulaires des coordonnées, ces plans étant : XY ou 
le plan géométral^ YZ ou le plan Q, XZ ou le tableau. 

Cela dit : 

Donnons la ligne d'horizon H, le point principal P et les points de distance d et 
y, et construisons la perspective m' du point m. 

Trois droites passent par le poii^ m : F*ofdonnée x qui se projette au géométral 
en m% Tordonnée y qui se projette au géométral en tn^p et Tordonnée z qui est 

égale à aa\ et qui est verticale. 

Cherclions les perspectives de ces trois coordonnées^ x, j^, x; câs perspectiiteê^ se 
couperont aa point m' demandé. 

Et d'abord la droite X a pour perspective X', la droite Z a pour perspective. Z\ 
et la droite Y a pour perspective la droite Y', dont le pokit de fuite est le poiul 
principal P. 

Cela posé : 

P ortant sur X Touverture de compas* ap' =:a(^t sur Z' TouTerture de cooif as 
aa' ég^ile à la hauteur zdih point m aui*dessus du gi^wiàétssXf oaîpîftdrale pMot 
principal P aveo les points p' eba". 

Portant sur X' Fouverture de compas ar :=zaq et joignant le point r' au point 
de distance ^, cette droite dV coupera la droite Y' en un point q'. 

Gela fait on mènera par le point q' deux droites , Tune parallèle à X' et coupant 
la droite p'P au point m', l'autre parallèle à Z' et coupant la droite a"P au point q'\ 

On achèvera k rectangle q'mq'm^ et Ton aura en soiii sonunet mT opposé au 
sommet 4|f\ la per$pective du point donné nu 

Si par le point p' on menait une paralléloa Z',. et si pav le point a" on menait 

une parallèle à X', on aurait en (a'p'p VWmW) la (i^pspf^ctive du paralléiîpîpède 

rectangle construit sur les trois coordoflinées ji, y» s, du* point m(ee paraUélipt"»- 

pèda ayant Tune doses foMS dans le tableau et une autre faoe dans le f^lan Ql). 

/ Le» penpeciiues des trois, distance» â? , y ^ & , au tabUmk^ au pbui Q. et au |>ia* 

,mmÊmammÊimm$ ■^■^^■is «ai^MHI^ 

f^iiii^ini/(.seranlxionc^rsspsciisoneiit, nffp'\ ntfii'^^ tnfm'. 
Ces> per9pêeâ$e$i tmsêm psint égailesaMi^eooréiiiaéM dt poiM nt\ apcfssi leur 
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donnent-on le nom de distances dégradées du point m aux trois plans , Q , tableau 
et géamétral. 

En examinant avec attention la fig. (tt) on voit sans peiqe que le point p" est la 
perspective de la projection du point m sur le tableau j que le point 9'' est là per- 
spective de la projection du point m sur le plan Q, et que le point m' est la perspec- 
tive de la projection du point m sur le géométral. 

On voit aussi : 

i"" Que Ton a m*m' = q"q\ et qu'ainsi la distance dégradée du point m au géih- 
métrai est égale à la dislance dégradée de sa projection sur le plan Q , au même 
plan géométral. 

2"" Que Ton a fn*q" = rnq' et qu'ainsi la distance dégradée du point m au plan 
Q est égale à la distance dégradée de sa projection sur le plan géométral au même 
plan Q. 

3" Que Ton n'a pas, en général, myzzzm'p' et qu'ainsi la distance dégradée 
du point m au tableau n'est pas égale , en général, à la" distance dégradée de sa 
projection sur le géométral au tableau. 

Si l'on a une suite de points m... situés dans un plan Y parallèle au tableau^ les 
distances dégradées de ces divers points au tableau seront, en général, inégales 
entre elles ; mais si ces points m... sont sur une horizontale B située dans le plan 
Y, les distances dégradées de ces mêmes points m... au géométral seront égales 
entre elles^ et si ces points m... sont sur une verticale A située dans le plan Y, les 
distances dégradées de ces mêmes points m... au plan Q seront égales entre elles. 

Gomme pour effectuer la perspective d'un point m on porte sur la droite X' les 
distaqces x et y de ce point m ; et que l'on porte sur la droite Z' la distance z de 
ce même point m, on a donné à ces deux droites X' et Z' le nom à^ échelles. 



8 XL 

Les peintres se servent principalement de la méthode des échelles pour mettre 
en perspective les divers groupes de personnages et d'objets de toute sorte qui 
entrent dans la composition de la scène qu'ils veulent représenter sur la toile» 

Ayant disposé sur le plan géométral les diverses choses qui doivent être mises en 
perspective, ayant (ixé le pied xy du tableau par rapport à ces choses ^ la hauteur 
du point de vue au-dessus du géométral ou plan de la scène à représenter^ la dxstance 
de ce point devue au tableau^ de manière à ce que Vosilde Tobservateur embrasse 
d'un coup d'œil l'ensemble de la scène; et ayant, de plus, fixé la position du 
point princîpa/ et par conséquent la position que le spectateur doit avoir par rap- 
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port à la $cène , le peintre enveloppe cbaqae objet d'un parailélîpipàde rectangle 
dont les faces latérales sont telles que deux d'entre elles sont parallèles au êableaup 
et les deux autres perpendiculaires au tableau. Les deux dernières faces sont 
horizontales , Tune d*elles élant placée sur le plan géoméiral. 

Il met ensuite en perspective ce parallélipipède {fig. 9), et il dessine, sur sa 
toile j Vobjet qu'il veut représenter, de manière à ce qu'il soit renfermé dans la 
perspective {q"r"m"ri'q'r'tn!n' ) du parallélipipède rectangle. 

C'est ainsi que le peintre place sur sa toile les divers personnages qui doivent 
composer la scène. 

Quant aux objets matériels et inanimés , composés de lignes droites ou de 
lignes courbes géométriques , en un mot, terminés par des lignes dont le tracé 
est rigoureux, il achève de les mettre exactement et complètement en perspective 
par la méthode des points de concours ^ après en avoir fixé préalablement la posi- 
tion sur sa toile par la méthode des échelles. 

§ XIL 
De l'édwlle harmonique. 

Étant donnés la droite ù^ horizon H, le point principal P, le point de distance i 
et le pied x'y' du tableau ; 

Si Ton joint un point a de la droite x'y' au point P, et si Ton divise, à partir du 
point a, la droite x'y' en parties égales , par les points 1 , 2 , 5 , 4 , 5,««. en unis* 
sant le point d à ces divers points de division, on aura des droites convergentes 
qui couperont la droite aV en des points 1', 2', 3', 4', 5'... (Jig. A). 

Les divisions que détermineront sur la droite aP ces divers points ne seront 
point égales entre elles ; elles iront en décroissant de longueur depuis le point a 
jusqu au point P. 

On a donné le nom d'échelle harmonique à la droite aP ainsi divisée. 

§ XIIL 

Abaissons du point de distance d une perpendiculaire db sur la droite x'y', nous 
aurons le point b ; abaissons du point P une perpendiculaire sur la droite a?y, 
nous aurons le point q. 

Désignons. dfr=P^ par h^ âq par cT, dP par rf, et (a, 1) par « ; 

Dès lors ab=:d — d!. 
Cela posé : 

t6 
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T' 



m 



VéqjiJitippi.d^.lA d^UQ;(^,,l) sera : 






Des deux équations <l),et (2) ^ l'on tire : 



âp = 



«). 



et. 

Les valeurs (3) et (A) sont celles des coor4Qni)ées du point i'. 

Gela posé : 

Si nous prenons, à partir dupointeret'sw là droite â^y, n distances égales à 
a i il suffit de remplacer a par n» dans les valeurs de a;, et de y doiyié^s {d^ et (fj^. 

Oh aura donc : 

et, 

Sjrl'oii^MQÎgPd^pdfiflJaidîsfAiiee dopoim aiâ« poiBliqatv^iiè6pr4»ihi«ite <ift 
a poWiC^QWkMQiiM lM»2¥«l6Hrft<5.)0l<6)vOû sunraeu* 

' fia y 

et pour le point suivant situé sur aP, on^^a .; 






De sorte que (f— /) sera la longueur de la division efféotuéë'Slir la<^dtvtttt of^ 
par deux convergsotif^ |^m^tidul|MtB| dtt i(iW<ivfc» pouB^fn ptatit par^^iàttil 
points situés sur la droite «y, et distants du point a, ru%dft-ff«~c^r3'fWMF^^ 
(n + i)«. 



et . coQiiDe' K«r*-|-. n'-ep «P, nous pour rxms désigner la longueur de cett$ droite par 
% , et nous durons en dëfinUive : 

(r— n= iiiiL — , — «M) 

I 

Notis pouvoils nous Sonneries longueurs dy a et L , en centimètres et milli- 
ittètres, par exemple, et ainsi mettre des nambresy dans la formule (8), à la place 
Hes longueurs /mémre» ; et dès lors, en faisant successivement ni=:l^n=:2, 
n^i^'Sy... dans la formule (8), nous aurons les nombres N', N", N"'>— qui expri- 
meront, en centimètres et millimètres, la distance au point a des points 1', %, S'... 
de division successive de la droite àP. 

t)n pourra donc, dans tous les cas, au lieu de construire grapkiqueweni la di* 
vision harmonique de la droite àP, déterminer cette division par le calcul, et- cela 
ftu moyen de la formule (8) (*)• 

Toutes les figurée apparaissent sous leur véritable forme lorsqu'elles sont situées 
sur le tableau. 

JSdJ'on A UMOjeAuiie de^Aamfe» verticales situées AurjiniplAii.P(parallèleratt'ld6/«atr 
fiijffU^ja iMites mèttkQ Jargeur k^ -elles nous aj^paratlront .en pett^peedve nus Ja 
Xwqoe de tiand^s 4e xnÊme Jargeur k', largeur k'^i.ue Mm.pas^égale-A la lar- 
geur réelle k. 

>Si 1*011 suppose une sui^e de plans P!, P", P'"^> .parallèbs au.foMtfay et équi- 
distants entre eux, desserte qu'ils ipartagent^ en pariies égales uae droite D per- 
^pAndiculaire au tableau ; et si l'on a une suite de bandes 4e jnâme largeur ^placées 
4a w cbacun de ces plans, idi, perspective desJDAndesdu plan P' auront «ne largeur 
^V«<^cUe des bandes du .plan P" aura une largeur &',', M ainsi de suite. 

Il sera facile de déterminer le rapport qui^exista entre la largeur réelle Je ai les 
largeurs A', k", k'", . . . des bandes en^per^pectivef f» effet {J\g. B^ : siippoisona qve l!on 

pimêMUT Ja 4roite ygune longmiir ubzâk let Iqb pania^VW^'^^' é<jfùidislants 

(*) L'viuplui "de u0Ub ftimiulB suni uUle kii'MiuB Ibb |wliil8 il0'dlél«iif;e ssmt'IiOffB 'Ù^x'tCXUûu , et qu'on 
•s pourra pas dès lors effectuer avec facilité > jarile,|wwédé 'ffiHilwtm» ladMMnide^AMrgifeefiiif • 
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entre eux, de manière à ce que aq'=q'q"=sq^q"'r=:: «.... et qoe atf soit égal à la 
dislance du premier plan P' au tableau; les divergentesdfSdf'', A/",... couperont la 

droite bP en les points A', 4", b"\... et l'on aura dès lors en bà\ bb'\ bb"'j... les 
distances dégradées harmoniquement des plans P', P", f "',... au tableau. 

Joignant les points a et P et menant par les points b\ y\ b"\... des parallèles à:Ey, 
on aura en ab\ a!'b'\ a"b"\... les largeurs dégradées harmoniquement des bandes 
placées sur les plans P', P", P'", 



• • » 



Ainsi o6=*, ab'=k\ a%"^k'\... 

Ce qui vient d'être dit n'est pas sans intérêt lorsqu'il s'agit de faire uneper 
spective au simple trait. Toutes les lignes tracées sur le tableau auront une certaine 
grosseur A, et toutes les lignes tracées sur les plans P', P", P'",... devront avoir 
respectivement les grosseurs k\ k!\k"\... Parce moyen, le trait contribuera par 
lui-même à T^e^de la perspective. 

On devrait bien aussi avoir égard à la teinte du trait , ainsi les traits représen- 
tant la perspective de figures placées dans les plans P^ P'', V\... ne devront pas 
avoir la même teinte; ils devront être d'autant moins teintés ou d'autant moins 
noirs que le plan considéré sera plus éloigné du tableau , et la gradation des teintes 
sera harmonique en prenant pour échelle de dégradation , ce que nous avons dési- 
gné ci-dessus par échelle harmonique. On pourrait donc construire un diapason 
luxrmonique des teintes, analogue à celui dont il a été parlé au livre des ombres (*)• 

8 XV. 

Les deux méthodes de perspective ^ dites par les points de concours et par les 
échelles , et que nous avons exposées ci-dessus , nous permettent de mettre en 
perspective tous les corps composés de faces planes et toutes les figures planes com- 
posées de lignes droites et de lignes courbes. 

Mais lorsqu'il s^agit de mettre en perspective un corps déterminé par une sur^ 
face géométrique 2, ces deux méthodes sont impuissantes. 

Et en effet : la perspective d'une surface 1 étant la section A faite par un plan 
dans le cône A tangent à cette surface 2, il est évident que l'on ne peot ni par 
l'une, ni par l'autre des deux méthodes exposées ci-dessus, parvenir à construire 
la courbe de contact C de la surface donnée 2, et d*un cône A qui, lui étant 
tangent , aurait pour sommet l'œil du spectateur. 

Or cette courbe de contact C est indispensable pour que le edne perspectif à 
soit connu , et que l'on puisse dès lors le couper par le lableau. 



(*} Yoyw, ci-avant, au livre premier, le mémoire n* I, 



Longue la eooil>e de contact C aéra doonâa^ (m pcmra t par j^une o» TeiatM ^ea 
deux méthodes exposées ci-dessus, trouver la pe^«^)«o(tlM^A> de.'ceUe oaiuirlM^, et 
Ton aura la perspective de la surface^; il raut.doDc,'dan»s.^oii&lep caîa, fi*niiattre 
la courbe G, et la mélhode des projections ortbogoMleayttiltiseonduit aux pro- 
jections de cette courbe C, projections qui noiis sont iridisfiensaUes pour l'em» 
ploi des deux méihodes de perspective exposées- ci-dessus , et qui conéuinont 
simultanément ou séparément à la détermination de la oourèe A. > •> t 

Mais comme en déterminant la courbe G (ou en d*autres termes ses/dewx 
projections C^ et C) par l'emploi des projectiona OrtbogoBEales 9 on connail né- 
cessairement les projections des diverses génératrices droites du cône tangent d, 
il vaut mieux achever Fépure de perspective , en employant la mélhode dite en 
coQtdmnéeij et. dont nous avons parlé ci-dessus, pour déterminer. la counbe À 
située dans le plan sécant , ou , en d'autres termes» sur le tableau. 

Aussi, est-ce toujours de cette «lanière que Tonidevra opérer, lorsque Ton 
voudra déterminer la perspective d'un corps terminé pai: une/sori^ce géométrique, 
comme, par exemple, un ellipsoïde à trois axes inégaux , une vis k filet triangu* 
laire ou carré , un anneau , etc. ..... ^; . . 

Et c'est préciêément cette mélhode qui estiexposée dans le méiiodre. inédit de 
1785 par Monge, comme étant la méthode la plus générale à employer en per- 
speciîvef parce qu'elle s'applique à tous les corps. 
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Lorsque l'on dessine à vue des monuments, on doit autant que possible le faire 
de manière à^ce que les règles de la perspective soient observées , car sans cela le 
i/^Mifi serait faux et désagréable à Tœil de celui qui le regarderait. 

Il est donc nécessaire de s'exercer d'avance par des tracés rigoureux à con- 
naître les formes perspectives qu'affectent certaines/^re^; par exemple, un cercle 
situé dans un plan horizont'il peut affecter trois formes très-différentes, suivant 
la position qu'occupe le spectateur par rapport à ce cercle. 

Ainsi : 

i* Si les pieds p du spectateur (fig. C), sont hors du cercle G situé sur le plan 
horizontal, ou plus généralement 91 la verticale, passant par l'œil et les pieds du 
spectateur , coupe le plan du cercle G en un point p situé hors dé ce cercle, le 
tableau T coupe, en général^ le cône visuel ou perspectif (0, G) suivant une 
eUipse E ; 

3* Si le point p est ( fig. D) sur le cercle C et que le uAlaem T soit parallèle au 



i. 



1 



Voêti^ ,NMé WMp dît €( w»y dMS te prëttOêr 00» y Ja pis^e^il »e^4» C6#cle' C léoiit 
iflMtyAulnrf ui|e«ili|Me'Bv c'est'4w«i^poriito«oni|D6i du «(Vée «foii#f>poafaic4fre 
placé, dans c#Maiétî«B6y 'di^nuMière k t% que ta Mcfloift |S Mt àtife «ètuUm «èut- 
• i«oMiirtise<4len»^le eéli6'(t#,(0) ^ aMq^el eas la eêuk<be'B serait un éfe#<^(^). 

liafeque i*^!» n b»<4MM Âeiui^Bi^bériquè , il inlapparâtt isoùs sa ^i4MMe "tofme 

^a'aii^M qiie Kœil dô spectateur es^ plaoé dans le plan hotizontal M <ftii forméle 

^anide uïssanoe de ta ifoUe sphériqfBe , |>arae qu'alors le c6nB tangiaiif 'A , q^itdst 

f tfdjimi!8 UD lotee* droit , se tfrowe coupé par le lableau { qui f st toujduM svppesé 

verticaîl ) suivwit un^ dêm-cerck* 

IBfai^ sr fœit èa ^spectateur est au-dessus #i au-^dessons^du plà» de^BaîMMée H , 
feiiAfiM sphériqoè apparaît sous la forme^d^un déme^Mp^JcHàâ^ fMfeê^utflë'CMie 
4» 9è«olu«i<m âesi eoupé par le tableau T, sui^aMuu^a^od^iM^é'dotit te' grand 
axe est précisément situé dans ce plan T, 
ilUùiB iiom'liionietoiiS'4 cm di«er# esaiiiplèSi 
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TROISIÈME PARTIE. 
»e r— fioi d«U p<wp«otf¥« pow U nylyr<|ii d* ««rtainM proprUMf «AonMriqMt. 

§1. 

certaines propriété* g^PKP^Ï'^^R ^ 9W)tQUj fWT Iwi pWWri^ 4|t?R ^ *W«^ 

$pppow»ft^.p^r exempJlç,, (jjjs jp vçi\^Ul«4^opirf:r te théprèfljç ^niifaii j ; 

X , et sur cette droite if^.pçipt 4 y. 1» ji« W«l;»^ PP»" ^^ W^t 4.rf««W «frpl'W P,. •< D,'..<^<?l»- 
pont ^ droites A, et È, en quatre points sommets a un trapèze , et si je construis les 
^figmpqles SL^. R, 4? ce trapèze ,|(^s diagoitMlçs,iront couper la dr<^.li en, le$ ppints 

CpLA FAIT : 'fifun}s U sommèisi,' et le p<»nt,y , le tfimmft h' et te pdnt r, j aurm 
tes ipagomtef iTun nfi^veau trapèze (e/ fjjie les sonuftetf a," et b, seront en ^nc tfrdite 
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(*| Voyez ce que nous avons dit dans les CamplémenU de géow^triedueripUvef 



au sftjét Hes pro 



idft 
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Dès lors je sttppôs^mi, par 'exemple, traiâ^<koitès*A , B^v 0K^fi9^'^)'y ^^ 4^ 
la droite C divise en deux parties égales Tangle (2a) que font entre ellesl^s idhroiteB 
A ef B; ensuite je mener» une suite dé dhviles D} D^; D*'... parftllèles^ entre elleS' et 
perpeiidl^iilàirefiràpla'drorle 0. Ces 'droites .D eotiperont la d^ite Aen les pointsèt^i 
a'j a"j... et elles couperont k'dMite B^ le» points b; 6V ^'. . . , et it est évMeM quie. 
les diagonales des trapèzes aa'bb\ a'a"b'b"... se croisent en des points €^ </; c^^..., 
qulseroni^eR'ligte droke aréole point p eon^oiir&yled AroîU^s A etiB, et que ceitb 
droite (c , c', c",. . . p) ne serâ'dutre que la étoile Ci 

Et il est évident que je puis toujours espacer entre- diéti lés "^tNoitBSiDi 0', D^i... 
de manière à ce qM^les^ diagM&lesM(tes4i»apéze9 AMiient.d^iiit' de diN^tes 

parallèles , ainsi que le montre la fig. .1. 

Cela posé: 

Concevons un.point.o, dan^.llesfif^Ge.et un p)la<i ^eriiea). T^) et^^usp^oisocis qiie b 
fig. 1 soit tracée sur le plan horizontal. Nous considérerons le point o comme Vcdl 
du spectateur, et le plan T comm^un-ia^Aïaii sur leqvel on doit faire la perspecUve 
de la fig. 1 située au géométrcU. 

N'est-il pas évident, pourrait-on dire, qiië't»*th66r6aiè' éhMMé-'âe trbliféi^ 
vérifié par la figure-perspective que l'on obtiendra ? ^ 

Cependant il ne faudrait point admettre de suite fà démonstration ainsi faite, 
comme étant rigoureuse j car, pour que cette démonstration soit rigoureuse, il 
faut; quelle que soit là fig. d«n perspective ^ pouvoir passer à' 1À fig* i MgéoméiraL 

Or: étant donné sur lé. tableau T trois droites X , B, etC concourant en un 
même point, mais arbitraires d'ailleurs, iî faudrait cl^ercher fà position que Ton 
devrait donner à Vœil o et au plan horizontal , pour que Ton obtint sur ce plan 
horîzonts^I (ou ad géométral) trois droites A , Ë', t?, leHèé (^uePlk drbîte'G'diSrise 
Tangto (A, B)'en deux parties égalés'; et il faudrait ^UVoir dë'iôonrrer que cela est 
toujours possible. Or, c'est ce qui n'est pas ; il y. âhrà teife^relàtiôh dh position entré 
leè^di'oitetf A., 6, et C^, pour laquelle ëvîSemtiieht dh ne ^burVa pas trouver au 
gédméttat VrcAs droites A, B*, , telles que liNlï^ôtté ti'tliVUe'en^dbui jf^artiés égales 
l'angle des droites A et B. On voit donc que , pour démontrer lé théof-èine éUoiiteè, 
où ne peutpaâ p^lrth* de ïk fijg. i, parce (^n%t\é ïië côhdûîfait (^À'i lih^as parti-* 
cAHerdd théorétne géJléftff: 

En sorte que ce qui précède ndi^ âppite^d ^d'II'fâjurt^ tbixt eti pi^Aant dne/^tifé 
sSrip1e,siitiè^âniétfdt, ta cliotàir cëpetaaihUdibâUiërè'fteéquÛ Ai* 
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cilemeot, et dans tou&le&ças^ et «vec toutes les données possibles^ y rerepir en 
partant de sa perspective. 

Dés lors. nous sommes conduit à supposer {fig. 2) deux droites A. et B. et à les 
couper par doux droites D, et i)\ parallèles entre elles et de direction arbitraire. 
Les diagonales K, et R, du trapèze afififi,' se croiseront en un point c^ 

Cela posé: 

Nous mènerons par le point û,' une droite K/ parallèle à K,, et coupant B, au 
point ^/', nous mènerons par le point 6/ ujQe droite R/ parallèle à R, et coupant 
A. AU point a,"i les droites K!;et R/ se couperont en ui^ point c/. 

Cela po|sé : . 

Je dis : l"" les points p,^ c^ et c/ sont en ligne droite C. ; 2'' les points a/' et b" 
déterminent une droite D." parallèle aux droites 0, at D/. 

JE)t en eJfet , par cQMtrwdon : . 

4"" Xes deiu triangles p^>, ^^ip!<ilb! sont semblables ; on a donc : 

ajf, : a.6. :: a/p/ : aX. (1) 

2"* Les deux triangles afijip, et a!c!bl sont semblables ; on a donc : 

J>es proportions (1) et (2) on déduit : 

Or la proportion (3) démontre que les trois points p,, c, et c/ sont en ligne 
droite (ion voit de suite sur la fig. (2) comment Ton déduirait, de ce qui pré- 
cède, que la droite CL^'b" est parallèle aux droites D, et D/). 

Gela dit : 

< « 

Si Ton place la figure (2) au géométral et qu'on en fasse la perspective, on aura 
la figure (3) , et si Ton prend la figure (3) on pourra toujours passer à la figure 
(2), et cela sans embarras ; et en effet : 

Traçons sur le tableau T deux droites A. et B. se coupant en un point p. {Jig. 3), 
et menons une droite X qui soit la ligne d'horizon, et prenons sur cette droite 
X un point d arbitraire. 

Menons par le point d deux droites D, et D', coupant A. et B, en les points a. et 
6., a, et b\\ les droites ap\ (ou K.), a',6, (ou R.), couperont la droite X en les 
pQints k et r, et s'entre-couperont en un point c^* 
. ilenojtt^ Isi droite R'.qui unit Içs points r et b\ et coupant A, au pointa".; me- 
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bons la droite K', qui unit les points k et a\ et coupant B, au point b'\ ; les droites 
R'^et K', se couperont en un point c\. 

«€ette construction effectuée, il faut démontrer ce qui suit : 

i* Les points p,, c^j c\ sont en ligne droite ; 

2* Les points a"„ b'\ et rfsont en ligne droite. 

Pour effectuer la démonstration passons de la fig. (3) en perspective à la fig. (2) 
Wi géoméiral. 

Le plan géométral sera perpendiculaire au tableau T et parallèle à la ligne d'ho- 
rizon X; dès lors les droites qui divergent en perspective des points &, r et rf, 
donneront au géométral des i^iisccaux de droites parallèles, et nous retombons 
évidemment au géométral sur la fig. (2), et complètement, avec toute sa construc- 
tion indiquée ci-dessus; donc, etc. 

Pour rendre encore plus sensible ce qui a été dit ci-* dessus, § I (3* partie), 
prenons un autre exemple. 

Je suppose que Ton veuille démontrer la propriété des quadrilatères inscrits et 
circonscrits à une section conique (^). 

H est évident que ce qu'il y aura de plus simple , et ce qui se présente en effet 
immédiatement à l'esprit, c'est de prendre un cercle G et des rectangles inscrits 
et .circonscrits à ce cercle G ; en sorte que Ton aura une figure plane composée 
d'un certain nombre de faisceaux de droites parallèles. 

Puis, l'on dira : ce cercle C peut être considéré comme la section droite ( ou la 
base) d'un cône 1 droit (ou de révolution ) ; si dès lors on coupe tout le système 
par un plan P, on obtiendra^ suivant la direction donnée à ce plan P une section 
conique E, qui sera ou une ellipse ^fi\x une parabole ^ ou une hyperbole; et les rec^ 
langles inscrits et circoMScrits au cercle C , deviendront ^ sur le plan P, des ^/m-^ 
drilatères inscrits et circonscrits à la section conique E; dès lors l'on pourra 
énoncer les théorèmes dont jouissent les quadrilatères inscrits circonscrits à une 
section conique. 

Cependant , il ne faut pas beaucoup d'attention pour reconnaître que cette ma- 
nière de raisonner ne sera admissible qu'autant qu'elle sera rigoureuse , et dès 
lors à l'abri de toute objection ; et elle ne sera rigoureuse qu'autant que, partait 
de la figure en perspective située sur le plan P, on pourra revenir, et toujours ^ ei 
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(*) Voyei le Cawrs iê g^^métrie àescrifU^s , r |«rtie. 



conique E donnée, et quelle que soit celte seçtii9n^oi)iqii^iE»^N[irpiwnn»;]ii^j(eit 
revenir à la ûgure.du g^t^m^ixal^ (U .^9i à çeAl^ du .çi^jcfe.C et dê.tM P^c^D^les 
inscrits et circonscrits. 

Or : si l'on donne une section conique E et^n qus^drilatère inscrit à «site 
IQpurbe fit ^\Y4),n fajjt passer {)ap*cellt;o courbe £ un 4^ue droit (un cône^^Tévqlu- 
tion), il faudra évidemment chercher parmi tous les sommets des c^JM^dJt^PÎAl 
gui passent < ^su*> <^Ue coudre £, celui pour lequel le plan de section .dr/^iJLe>du 
G^ne ,. donnera un rectangle inscrit au cerclequi est cette section droite. 

Il faudra donc non-seulement eoi^nalire les propriétés des/bco/e^ des.s^iom 
coniques 9 il faudra de plus savoir les construire tout en les cpnnaissant.} Jm» 
encore il faudra /orcémenr résoudre ati préalable mu prohlème asse^ diffioik. 

Ne vaut-il pas mieux dès lors partir toujours d'une figure simple, mais autre 
que celle des rectangles inscrits et circonscrits à un cercle y et ainsi des parallélo^ 
grammes inscrits et circonscrits à une éUipèe ? car alors on pourra faire passer un 
cône droit 2 (et le premier venu ) par la section conique E donnée, et à laquelle 
seitrottveRt înicrîts et^iroonserits Icsr tafuaégila tit m ^ et lUm poonsatoUfoorsioMper 
le cône 2 par un plan Q, de manière à ce que sur ceipfanAinQfiit'anBfeilipMiB. 
UliU^\»lwifi90iFil^^ ta «otiMi iconiifie dpnnée E 

se trouvent transformés en parallélogramme^ipBmii^^ nimoMettits à J'oU^ise -B^ 

«QUMiciiMiUJke4;alieiew 9«tp«tts.qiii^i^oilt Mrm9(deh*méiào4^nkfiap0miieatve 
{law déi90iiAipw^9tf<ii)€ysq^ eQiiîquns<(an ctiMohwit iétkmr 

«lenl .^ifftîi^fiMsw.leB pfi^>riétés'àihcmc^'m€i9B)Seçikmk^tonkfiie$)^m 
assez souvent un défaut d^^rijgiMfr ig^mnitmit» dans leuns ^Bioln&ratînns. i€ei|>iî 
précè^mmi»tàpaurqU9L 

i 

«■eiétantidOnnéèiJBre ig.'(A>s«f tm'i/latt'P,4es(pPbpri*lié8 de dette ^.(A^ éteM 
«cowiines-, ëltetîherdhé à fa*te'«ttbi»"à cette 'tig'. (A) towtes les traftSfonnatkms posi- 
«Mdfc féw lttAqiieHe6>l«»>m6inesf>ri9p^iél^ !Mi«»terbht. ^vreëla ëfle coûçdit ua 
point s dans l'espace (hors du plan P) et elle fait passer par le"|^îtrt*'et'p« 

■rtfa^foe 4igne tfrWJe'ae'te'flg.iO^) Q«* flof^, V^ ^ po»'** * ^ P*"" chaque *%»« 
«wi«e'de%'flgd(ll) «*sfc«n«», par'IefpOinl *etpar chafqnejioiftf de '!»%.';( A*) «es 
i**nte8»,'et dlfewopeito*t}esystèihe*onJ^et^yrtrtmdar'paipnn'phn*Q,tlbrtt la 
iflir^wtfofaeéi'ftrbJMtiire dodftèrtriinèeftJa» les- conditions du prdBlènie à néswdte 
ef ainsi par h parUnilarit é d^ h ^t^ngfnrmitinn gna Vnn vmu nht a nir rala t iv e m e n t 
àlaflg. (A). 
9S 
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Nous avons fait un fréquent emploi de c^ procédé dans nos ouvrages sur la 
géométrie descriptive t nous allons en donner encore un exemple ici , car c'est 
vrawneat le lieu, pukque nous nous occupous d'une mauièce'spécî^loi de làf^er^ 
^pt^tm et de. son utilité coimne applicatioa à la recberabe da c^rtaio/es u(mt4M 
giiqmétriqim. 

§ IV. 

Dans les CamplémenU de Géométrie descriptive , nous avons d^ontjré. k^ thée^ 
rème suivant (*) : 

St F on a une parabole P ( lig- ^ ) ayant son sommet en pet pour axe infini la droite A , 
si ton prend plusievrs ordonnées mn , mV, m"nV*^ ^^ *i ''<"' coMrrinC'UBBCtMtf^ de 
paraboles M , M', M",*., ayant respectivement pour corde y mn, m'n', m"n",... et cha* 
cune tangente en p à la parabole 9^ toutes ces paraboles M , M', M"... auront ^ entre 
elles , une osculation du second ordre au point p. 

Si nous voulons fiaôre passer oette propriété dont jouissent l^paraboleê, éurles 
aniras seclions coniques » et ainai sur les ellipses et les hyperbêtks f^ il faudM «cm^ 
cev^ir dans l'espace un point t , et le regardercoBmve le siMnmet oommii» à 4ti^t« 
eânes ayani respeotivemeftt pour base les paraboles P-eiHt W, M",»., ev eo«per 
tout le système pur un plan <}, de maméreà oàtaôt pour sedioM, dans ,ees 
otees^ on des eUipseSy wl des hyperboles^ 

Or> si nous eon6idà*ens le plan des paraboles coaMde étam Iq pian faorizOttial 
de projection , le plan R , mesé par le sommet « pàraUèlemeM an plai» horiaenHal^ 
sera tangent à tous les cônes paraboliques. 

Cela posé : 

Il est évident qu'un plan sécant Q coupera tous ces cônes paraboliques ou seu- 
lement suivant des ellipses , ou seulement suivant des hyperboles. 

En sorte que le système plan , situé sur le plan Q , ne sera composé que d'e/- 
lipsesy ou ne sera composé que d' hyperboles ^ tout comme le système donné sur le 
plan horizontal n'est composé que de paraboles. 

Et comme tous les cônes paraboliques onl une «osimfarion Au second! ordre sui- 
tant la génératrice droHe sp {fig. 4 ) , puisque totrf es les paraboles qui leur servent 
deboMs re^ettrve» ont une osculation do ^etmA dfdre'au point p , fl s'ensuit 
tyaq H^sysoèvues^ sovt d'eff^^ar, sofc &hyper6ùle9y situés dam le plan sécanf S}\ 
auront aussi une osculation du second ordre en te poiift suiVant lequel la généra^i* 
tptee d^te ip se troute eoiipéepar le (rian (jt. 

Noos piM»i«n8 done, d* après ce qui préeède , énOn<5er les Wùlùrëmës suîtaiits : 
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n-^yvt YtACmpVtiàMtk» fiMààrU Metaiptioe , flJC , p.' (^. 



— 204 — 

1" THÉORÈME. 

Si Ton a une ellipse P. {fig. A) rapportée à ses axes, Tellipse M. tangente i'^au 
sommet p de Fellipse P,, tangente 2* en xin point à déterminer sur la tangente 0' 
au second sommet q de Tellipse P., et Si" passant par les extrémités d'une corde 
m^. de Tellipse P., aura un contact du premier ordre en p avec Tellipse P.; et 
toutes les ellipses construites comme M, auront entre elles une osculation du se- 
cond ordre au point p. 

2* TUÉORÈME. 

On aura un théorème analogue pour les hyperboles (fig. 6). 

8* THÉORÈME. 

Si l'on a une ellipse P, (fig. 7 ) et qu'on lui construise deux tangentes 6 et 0', 
Tune au point p et Tautre au point q (ces deux tangentes se coupant en un pointe/); 
gi Ton mène la corde pq et du point d une divergente arbitraire, et que l'on con- 
struise une ellipse H. qui soit : 1** tangente à 9' en un point à déterminer,2* tangente 
en p à. Tellipse P, , et 3* passant par les extrémités m.n, de la partie de la divergente 
interceptée par la corde pq et Tellipse P, , cette ellipse M, aura un contact du pre* 
mi^r ordre en p avec l'ellipse P, ; et toutes les ellipses construites comme M, 
auront entre elles un contact du second ordre au point p. 

4« THÉORÈME. 
On aura un théorème analogue pour les hyperboles. 

§ V. 

Si l'on prend le système composé (fig. 4 ) de la parabole P et des diverses para* 
boles My... et qu'on le projette obliquement sur un plan Xau moyen de cylindres 
parallèles entre eux , on obtiendra un nouveau système dans lequel la parabole 
P\ projection oblique de b parabole P , n'aura plus pour sommet le point p' pro- 
jection du sommet p de la parabole P. 

La tangente 9' en p' à la parabole P', qui sera la projection de la tangente 9 
au sommet p de la parabole P, ne sera plus perpendiculaire sur le diamètre A' de 
la parabole P' projection de Taxe A de la parabole P. 

On aura donc sur le plan X un, système {fig. 8 ) analogue à celui de la fig. A , 



mais ce système sera rapporté à des coordonnées obliques , au lieu d'être rap- 
porté» comme dans la fig. 4, à des coordonnées rectangulaires. 

On pourra dés lors , au moyen d'un système de cônes ayant même sommet dans 
Tespace et ayant pour base les paraboles {fig. 8) tracées sur le plan X, obtenir 
par des sections arbitraires , mais parallèles à la tangente 9' au point p' de la para- 
bole If'ifig. S), le théorème relatif aux ellipses (fig. 9) et aussi celui relatif aux 
hyperboles t Tellipse P/ (ou Thyperbole P/) étant rapportée à un système de dia- 
mètres conjugués, au lieu d'être rapportée à ses axes comme l'ellipse P, {fig. 5) 
(ou rbyperbole P. ) (fig. 6). 

§ VI. 

En menant un plan parallèle à la tangente 6' de la fig. 8, on obtiendra la fig. 7 
relative aux ellipses et celles relatives aux hyperboles, et cela, suivant la direc- 
tion ou Tinclinaison du plan sécant. 

Ainsi Ton voit que les paraboles notf^ donnent les fig. i et 8, que les ellipses 
nous donnent les ûg. 5 , 7 et 9, et que pour les hyperboles nous aurions aussi trois 
figures qui seraient le^ analogues de celles relatives aux ellipses. 

D'après ce qui précède, Ton doit tout naturellement se demander si Ton .ne 
peut pas obtenir, pour les paraboles, une figreanalogueà la fig. 7, laquelle existe 
pour les ellipses. 

Pour reconnaître si le théorème relatif aux ellipses et représenté par la fig. 7 
peut subsister pour les paraboles, il suffit de prendre la fig. 7 comme étant sur 
le plan horizontal la base d'un système conique ayant pour sommet un point s de 
l'espace situé hors du plan horizontal et de couper ce système de manière à avoir 
des paraboles. 

Or : tous les cônes à base elliptique («, Pi) et {s, M,)... auront une génératrice 
droite commune sp. Toutes les cônes («, M,)... auront entre eux un contact du 
second ordre tout le long de cette génératrice «p, et ils n'auront chacun» et sui- 
vant cette même génératrice sp , qu'un contact du premier ordre avec le cône 
(s, P,). Le plan {s, O') sera tangent à tous les cônes (s, P,)et («, M.).... 

Donc, pour couper le système conique suivant des paraboles, il faudra mener 
un plan sécant Z parallèle au plan (s, 6') ; or, il est bien évident que les courbes 
(le sections ne pourront avoir qu'une seule tangente commune donnée par Tinter- 
section du plan Z et du plan tangent («, 0), puisque, pour qu'il y eût deux 
fangentes communes, il faudrait que le plan Z coupât le second plan tangent 
(«,9'). 

Ainsi la propriété représentée par la fig. 7, et qui existe pour les eltipêes^ et aus&i 
pour les hyperboles, ne peut exister pour les paraboles. 
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lliOï'^ii^' Vôn met en perspective une droite B sittiée f^ur le plan gH^éétralj am 
fait passer par fàdt o une droite B' parailèle à B et perçant lé tûbltaxtl en un point. 
6^; et en unissant lé point b' a>^ec le point b en lequelia droite B perce le tabtéan 
T,' on a une di'oite indéfinie B, qui est la per^ecHve de la droite B^ 

L'a droite B' est divisée en trois parties distinctes , deux parties infinies et iine 
partie finie. 

La partie finie est comprise entre Vœil o et le point b\ 

Les deux parties infinies sont : Tune, la partie qui part de Vœil o et qui s'éloigne 
indéfiniment da tableau; et l'autre , la partie qui part du point V et qui jUr der- 
rière le tableau. 

La droite B. , considérée comme ligne droite, est divisée aussi en trois pairties : 
Vnne finie, cotnprise entre les points b etT, et les deux autres indéfinies, là pre- 
mière située à partir du point b au-dessous du pied xy du tableau , et la seconde 
partant du point b\ 

Or, à quelles parties de la droite B correspond chacune des tft>is parties qui 
composent la droite B. ? 

Si par Tcd/ o je mène une droite qui passe par le point de la dMte B qui éM 
situé à rînfini derrière le tableau, la perspective de ce point sera le pointa'. 

Si par Vœil o je mène une droite qui passe par le point b de la droite B. , la per-t 
spective de ce point b ne sera autre que ce point b lui-même ; ainsi ilt partie infinie 
de la droite B située, à partir du point b , derrière le tùbieau , a pour pet^pet^ê 

une droite finie bb\ 

Si par Vœil o Je mène une droite parallèle au tableau, et coupant la droite B en 
un pointa, q^i sera toujours situé en avant du tableau, je vois que la portion 

finie oî^de la dtoite Bi aura pour perspective la portion infinie de la droite B. 
située à psyrtir du point b au«Hle$80iis du pied xydn tableau; et que la partie infinie 
dela'droîtofi, quiyîiM à partir du point a en avant du tableau, aura pour per^j^ec* 
IM la partie infinie* de lai droite B> qui)Ui^à partir du point 6'^ au-des3usde la 
Hgaeo^A 

(ïelà'po^ i 

SI^Fèrf fMciï'Mirie'faMtim'dais.cwrbesiG el^O^ un paîat MOMmio* m 

situé sur la ligne d'horizon , et qu'on les regarde comme les bs^es de deux (Aïkm 
Â^€M^^ ^jwmA'^Éll^f^mf^Bowmmêp aoiîfmuii ^ ow déw^ ^Aw^ se oaupecoiit suivant 
une génératrice am qui sera^ Mwfaoa^ rië ?>4A| twtyfe.pAftf^ «éMMM aj^iiftira.t^ 



4qhi; ip^AW. A^t A' m)il»n( 4«M^ «Mirbes B ^t b;, qui ^|iui;ont un poiat Wtuéfà l^'p- 
fini et qui sera Tinter^MCti^i) de ja^én^atrke v^ ^tidu ghu gièQm^tx»l. 

J^es dfw courbes B etB'^wront^wtre ell€i3(^i)« xo aoîère 4'être , et Tuneipar 
rapport Àerwtrei!4ape(pc^înt.4iUié^ i'ipfiiii, mwîère d'être 4}ui nous.i^Ji^ ^v4l^ 
par la manière d'être , entre elles et au point m y des deux courbes G et G'. 

Ainsi : 1* si les deux courbes G et G' se .ooupent au point m , les deux courbes B 
et B' tendront à se couper à l'infini ; 

â* Ci le^d^ux courbes G et G' ont un contact du premier ordre en le point, m , 
J/^deu3[ courbes .B et B' auront un contact du premier ordre à l'infini ; 

3'' £ti les deux courbes G et G' ont un contact du deuxième ordre en le point m, 
les 4euQ[ courbes B et B' auront un contact du deuxième ordre à l'infini , etc. , etc. 

.On voit donc 9, par ce qui.précèd^Q, qu'au moyen de la perspective, on peut 
amener Ain^poînt $itué à l'injGini sur Je plan géométral^ en un point situé à distance 
finie sur le tabUau^ et que ce point sera toujours situé sur (a ligne d'horizon. 

D^s lors on.eoJiuçoit de quelle utilité peut être la perspective , pour connaître 
|$i manière d'être entre elles des lignes courbes situées sur un même plan et ^i 
j^assent par un niême point situé à l'infini. 

Mous allons appliquer ce qui vient d'être dit à la recherche de quelques pro- 
priétés relatives aux sections coniques. 

8 VIII. 

Plaçons la fig. 7 sur le tableau , de manière à ce que le point p soit sur la ligne 
d'Aorixon. 

On pourra donner à la fig. 7 deux positions : ou i* la tangente 9 se confondra 
avec la ligne d'horizon , ou 2* la tangente sera inclinée par rapport à la ligne 
d^horizon. 

Dans le premier cas, les sections faites par le plan géoméiral dans les divers 
cènes ayant Vœilo pour sommet commun et pour bases les diverses ellipses P, et 
M,, M/, M"j... seront des paraboles. 

Dans le deuxième cas, les sections faites par le plan géométral dans les divers 
cônes seront des hyperboles qui auront une asymptote commune, laquelle sera 
donnée par l'intersection du plan géométral et du plan (0,9) tangent à tous les 
cônes suivant la génératrice (o , p) qui leur est commune. 

Dans le premier cas y toutes les paraboles intersections du plan géométral et des 
cônes (o , M.) , (o , M/) , (o. M/') ,... auront un contact du second ordre à l'infini , 
et ce contact aura lieu pour chaque arc infini. 

Dans le deuxième cas , toutes les hyperboles sections faites par le plan géométral 
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dans les cônes (o, M,), (o, M/j, (o, M/')f*** auront un contact du second ordre à 
rinfini , et seulement entre les arcs qui ont même asymptote. 

Il sera facile de construire Tépure et d'énoncer divers théorèmes. Ainsi, pour 
les paraboles, on voit de suite que Ton peut énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. 

Étant donnée une parabole P/ {fig. 10) , une tangente 9' en un point p' de cette 
courbe et son diamètre infini A' passant par le point de contact p' ; menant une 
suite d'ordonnées mV, tn'n'%... parallèles à la tangente 9' ; prenant les points mi- 
lieux q'y q'\.. de ces ordonnées , et menant par ces points des droites B', B",... 
parallèles entre elles et au diamètre A', ces droites B', B"... couperont la tangente 
9' en les points r\ r"... Gela posé : si l'on construit une suite de paraboles N', N",... 
respectivement tangentes à la droite 9' en les points t\ r'\... et ayant respective- 
ment pour cordes les ordonnées mV, m'-n'\.*. toutes ces paraboles auront entre 
elles un contact du second ordre à l'infini , et ce contact aura lieu pour l'un et 
l'autre arc infini, et ainsi pour les arcs situés à droite» comme pour les arcs 
situés à gauche. 
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LIVRE m. 

APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIB DESCRIPTIVB A LA GNOMONIQDE. 



DE LA GNOMONIQUE. 
( MÉMOIRB INÉDIT. ) (*) 

SI. 

Le mouvement continuel du soleil autour de la terre ne se fait pas journelle- 
ment dans le même plan ; on voit à Tœil simple que y pendant six mois de Tannée, 
il décrit des arcs diurnes continuellement plus près des points du ciel les plus 
élevés, et que, pendant les six autres mois , il décrit des arcs diurnes qui se rap- 
prochent, au contraire, de Fhorizon. Mais on suppose, sans beaucoup d'erreur, 
dans la gnomonique , que les différents cercles dans lesquels le soleil se meut 
sont parallèles entre eux. Celui de ces cercles qui est moyen entre celui qui 
s'éloigne le plus de rhorizon et celui qui s'en éloigne le moins, est nommé 
Véquateur. La ligne perpendiculaire aux cercles que le soleil semble décrire chaque 
jour se nomme V axe du monde ^ parce qu'en effet tous les astres paraissent faire 
leurs révolutions autour de cette ligne. Les extrémités en sont les pôles : on les 
suppose dans la surface de la même sphère dont l'équateur est un des grands 
cercles. 



(*) Ce mémoire fait |>artiedes manuscrits de la bibliothèque de l'École d'application de Metz. 

On pense qu*il est de Tabbé Bossut, ou tout au moins qu'il en a rédigé une partie. Au reste, il est certain 
que ce mémoire a été écrit pour Tinstruction des jeunes officiers , élevés à l*Ëcoie du génie de Mézières. 

Je m'empresse ici d'adresser mes remerciementâ à M. le général d'artillerie Pbon , commandant de 
i*Ëoole d'application de Metz , qui a eu l'extrême obligeance de me faire faire une copie eollaliannéê 
de ce mémoire et des dessins qui l'accompagnent. 

Quant aux deux mémoires de G. Moivgb et au petit traité des ombres publié dans le livre premier 
(ci-dessus) sous le n« 4 , j'en avais pris copie dès 4848 , alors que j'étais attaché à l'École d'application 
de Metz, comme lieutenant d'artillerie à l'état-major. T. 0. 
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La quantité dont le soleil se trouve éloigné de Téqualeur se nomme la déclinai- 
êon du soleil; elle est mesurée dans Tare perpendiculaire à Féquateu r p assant |>ar 
îe pôle et par fe soleil , en sorte que îa distance du soleil au pôle le plus voisin 
est le complément de sa déclinaison. 

On suppose que le centre de la terre est au centre de la sphère céleste , et par 
conséquent au centre de Téquateaf ^, la sisctitm de la surface de la terre par le 
plan de ce cercle est nommé l'équateur terrestre : on voit aisément que la déclinai- 
son du soleâ petit êtte m'é'sarée par Pangle formé par deux lignes partant du centre 
de la terre et allant l'une au soleil et l'autre au point de l'équateur qui répond 
perpendiculairement à cet astre; detneniftéreque ce point , l'astre et le pôle soient 
dans le même grand cercle de la sphère céleste. 

L'équateur se nomme aussi le cercle équinoxial , parce que l'arc diurne est 
évidemment alors égal à l'arc nocturne, puisque l'horizon coupe ce cercle en 
deux parties égales. 

Les cercles extrêmes du mouvement du soleil sont nommés tropiques ; on les 
nomme aussi solstices , parce que le s<>leîl s'arrête là dans son mouvement pro- 
gressif vers le pôle voisin pour retourner vers le pôle opposé. 

Le soleil ne passe pas tout d'un couj^tdu plan du cercle <]^'il!a'4éeyii m \<jiiie 
au cercle -qii'il décria d^ns le jour même ; son mouvement vrai ti^aces w lieu de 
cercles perpendiculaires j une.espècede spirale qui s^'eteudde Téq^Miteilr ati-x sol^ 
stices.et qui recommence des sdstkes.vers l'équateur ; eqsoftequey^dûfts le* vrais 
l'axe du monde n'est pas perpendiculaire^au fiJa^n dans lequel «e 6àii lomouvdment 
du soleil) puisque le soleil passe coatinuellemeiit d'un- plan daAs^ un autre.; il 
faut en excepter les cercles des solstices , où le soleil reste deux ou trois îanHfs nàm^ 
que l'on aperçoive aucune variation dans sa déclinaisoa : lesoeroks dès «solstices 
sont donc les seuls perpendiculaires à l'axe du moïKle. C'es4 aussidans le UimfïB 
que le soleil s'y trouve , que l'on peut faire des^observaiiotts jiU$te8r pour k eon>- 
struction des cadrans : dans tout* autre temps, ces observations sont sujettes à 
quelques correetions^épendnQtesi de- la 'variation de U déelinaisoÉ du soleil» 



§ II. 

Fig. I. 42i© plinci^rèiilaip© dû mmivemei^ft du sùteil éiâitt pérpendicutaire à Taxe âtx 

ittôtide, et sa ï^'évofution é'accoin plissant en vingt-quatre heures : si on imagine 
un cercle Xtl, XI , X, IX, dont la circontCérenee entière s^tt^ divisée en viogt- 
qmtre parties , c>*|4*à-iîrr« ew parttes de 15 dtegr-ës- chacune, et que l'on place 
ce cer^ele de manière que Ta'xe du monde lui soit perpendioutaire et passe par. sou 



I 

1 



MiM|re,le8 poinls^«ie di'vînîon^ia ciroodfêreneede ce cercle répondront aéx points 
au fvand cerolo if ne éécrk^ le MÏmL 

Si l'on suppose, outre cela , que l'afxe dti monde est une ligne ou plutôt une 
tergeopaq«e, on ▼erra.qu9 le soleil étant aux points 12, il , iO, etc. de la dir- 
eon^érenee qnf il parcourt , Taxe R portera son ombre aux points diamétralement 
apposés XII , XI 9 X ^ etc. ; en sorte que le eercle Xt! , XI , X , divisé et placé 
eomme nous l'avons dit, formerait un cadran solaire sur lequd une subdivision 
plus détaillée ferait voir toutes les heures et les parties de ces heures. 

§111. . 

C'est sur ces notions qu'est fondée toute la gnomonique, et la grande distancoidu 
soleil à la terre permettant de prendre pour l'axe du monde une ligne quelcopqm^^ 
qui lui est parallèle, à la surface de la terre , cette sciepce se réduit à fixer h;]fff^ 
sition de cette ligne et à déterminer ensuite les points où se porte son oqgibrqrd^jpf 
les différentes heures du jour sur des plans ou sur des surfaces rsif^véçs 4'uQe.qia- 
nière quelcojique à l'égard de cette ligne. 

§ IV. 

Si l'on imagine un grand cercle de la sphère céleste passant par les pôles du 
monde çt perpendiculaire à l'horizon , ce cercle ^ que Von noWiW^ J^ méfi/diMidu 
lieu , coupera l'arc diurne du soleil au point le plus élevé de cet aivs ; et si J'aa,4âT 
termine la section du méridien avec rhorjzon , on sera assuré qjne l'axe du oM^de 
sera placé d^ns le plan élevé veriicalement sur elle. Celte sçc^îqo dv fn^Hdiep ^ 
du plan horizontal se Aoipme le méridien du lieju. 
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Si Qn ôi^ un gMkioen perpeadicir liûreme^ «u< |4aii iiorizontat , te pointilé- 
t^ripiné par la pUi^ çowi^MBÂ»» poréée far o6igiian»m>répondra au pfyial dé^ lai 
plus grWfleJhpiiteMr ritt»ao^ MF l'hoûson.^Ooeatcndfiar'l^ 
la disldW^4iA |)KHn(4>ù ^ fnwHo r>cimbre.8ur le qpltn berîaooiai au fMd d« pM^ 
inpn, c'«etf-à?^r^a^J[lpÎ0tda«e.plaB qui ràpoad>.vcttioftlM(ke«t au gnomon. €r 
Ifi powid^:^fJufl gA9i¥kfcM»tettr>dn6oleîl^^|iois4iéii>gBoœeDpov^^ 
sont dans le méridien suivant la définition de ce cercle (§ lY). Ainsi le point 
d\Qm\ff^ ifigffl^ fiiflt\lf^f^v^ kipnéridîett'j^ePlfHiieqilé le 
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tneer une 
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Deaxième 

méthode pour 

tracer une 

méridienne. 
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pied du gnomon est aussi dans le méridien , il s'ensuit que la ligne tirée du pied 
du gnomon au point déterminé par l'autre la plus courte est la section commune 
au méridien et au plan horizontal ou la méridienne du lieu (§ IV )• 

Puisque le méridien est perpendiculaire au cercle que décrit le soleil et qu'il 
divise l'arc diurne en deux parties égales, parce qu'il est en même temps perpen- 
diculaire à riiorizon, il est clair que le soleil aura des hauteurs égales au-dessus 
de rhorizon, lorsqu'il se trouvera à des dislances égales du méridien ; et, réci^ 
proquement, il sera à des distances égales du méridien^ lorsqu'il aura des hau- 
teurs égales au-dessus de l'horizon. Ainsi , en observant dans un même jour deux 
lignes d'ombre égales portées par un gnomon , la ligne qui divisera en deux par- 
ties égales l'angle formé par ces deux lignes d'ombre sera la section du méridien 
et du plan horizontal , ou la méridienne. 

Pour observer deux lignes d'ombre égales, on trace ; sur le plan horizontal du 
pied du gnomon pour centre , un arc de cercle passant par un point d'ombre ob- 
servé avant que le soleil soit parvenu au méridien, et l'on marque le point où 
l'ombre recoupe le même arc lorsque le soleil s'éloigne du méridien. 

La portion de l'arc comprise entre les deux points d'ombre ainsi déterminés 
étant divisée en deux parties égales par une ligne menée au pied du gnomon » 
cette ligne sera la méridienne. 



§ VI. 



Ces deux méthodes pour tracer une méridienne ne sont ni l'une ni l'autre par- 
faitement exactes. 

Pour la première, la longueur de Tombre varie si insensiblement au moment 
où le soleil est voisin du méridien , qu'il est très-difficile de marquer le point où 
la plus courte ombre se porte, à moins d'un gnomon fort élevé, ce qui n'est pas 
à la portée de tout le monde et qui demande une attention infmie pour le placer, 
pour en déterminer le pied et pour s'assurer que le grand plan sur lequel se porte 
l'ombre est bien horizontal. 

La deuxième n^éthode suppose que la déclinaison du soleil est restée la même 
pendant qu'il a été aux deux points de la circonférence qu'il parcourt et desquels 
il a marqué les points d'ombre observés. Mais cette supposition n'est vraie que 
dans le temps des solstices (§ I) : ainsi, si l'on voulait beaucoup d'exactitude 
dans la méridienne tracée suivant cette méthode dans tout autre temps, il faudrait 
y feire entrer une correction dépendante du changement de la déclinaison du 
soleil. 

Il est clair, en effet, que si la déclinaison a augmenté dans Tintervalle de l9 pre- 
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mière à la deuxième observation , le soleii arrivera à une hauteur égale à celle 
qu'il avait ao moment de la première observation , quoiqu'il se soit éloigné du 
méridien vers le couchanl d'une plus grande quantité que celle dont il s'en trou-* 
vait éloigné vers l'orient dans le premier instant. Ainsi la ligne méridienne tracée 
par cette méthode relardera l'heure de midi ; elle l'avancera au contraire » par 
une raison semblable , si la déclinaison a diminué dans l'intervalle de la première 
à la deuxième observation. 

§ VU. 

Ayant ainsi déterminé le plan du méridien dans lequel nous avons vu que doit 
se trouver Taxe du monde ^ il faut aussi trouver dans ce plan les pôles du monde, 
et la position de Taxe sera fixée. 

Si dans le triangle rectangle GPO , formé par la hauteur GP du gnomon et par Fig. 2. 
la plus courte ombre PO (§ V), on calcule l'angle GOP, on aura l'arc SR de la 
surface céleste qui marquera l'élévation du soleil à midi au-dessus de l'horizon. 
Son complément ZS ou l'angle PGO sera la distance du soleil au zénith ou au point 
de la surface de la sphère céleste élevé verticalement au-dessus du lieu où se fait 
l'observation. 

La même observation étant faite tous les jours de l'année , on verra que cette 
hauteur RS augmente depuis la fin du mois de décembre jusqu'à la fin du mois 
de juin , et qu'elle diminue ensuite dans les six mois restant dans les contrées 
situées au nord de la terre» le contraire arrive pour les contrées situées au midi. 

La hauteur moyenne entre la plus grande et la moindre, qui sont regardées 
comme constantes, détermine le point où le soleil est à égales distances des deux 
pôles, c'est) suivant ce que nous avons dit (§ I), un point de l'équateur. On 
trouve dans les tables des astronomes et même dans les almanachs , sous le nom 
de déclinaison du soleil , la distance du soleil , pour chaque jour de l'année , à ce 
point de l'équateur. 

SoilLe hornlsL section du globe terrestre par le méridien EPRO ; L le point où pjg. 3. 
est l'observateur, HI sera l'horizon. Mais, à cause de l'immense éloignement du 
soleil , nous pouvons supposer le rayon CL de la terre nul et prendre , au lieu de 
l'horizon HI , le diamètre MN qui lui est parallèle , et confondre le point L avec le 
centre G de la terre. Soit ER le diamètre de l'équateur dans le plan du méridien , 
le diamètre PO perpendiculaire à ER sera l'axe du monde. Ainsi, si par l'obser^ 
vation du soleil , nous parvenons à fixer le point E ou le diamètre ER , il n'y aura 
plus qu'à lui mener, une perpendiculaire pour fixer la position de Taxe du monde; 
or, si l'on ajoute à la distance LS du soleil au zénith observée comme nous l'avons 
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diLoni d'uMânAro DMni^re ^aelconqivet la déclio^isoo ^idooM^fAr Ut j/^ur^^ 
se.'faii Tobservation , >Qp aura la dUtfmœ £Z d« l'éqiimteiip 4w ^iwUi$ ^Q'^^at m 
quton vomme laiaUtud^ du Imu. :EUe est 4gale a la haut^r MP dp 4)ûle M^dMr< 
«8>dei'lioriK<Hi ;.odr si , dé cbaoup des deux augles droits GCP, ZCPi,.oa retraufbe 
le même aBgle ZGP, on aura EGZ=pPGN ou ËZc=PN. Aîmî, l'oliservaUoa qiijî 
fera connaître {a dîstâAoe ZS du soleil au zénith suffira pour déberminer la hailr 
teur du pôle sur Thorizon du lieu. 

En disant qu'il faut ajouter à la distance ZS du soleil au zénith la déclinaison SE 
on suppose que cette déclinaison est du même côté de Téquateur que le lieu où 
se fait l'observation; car si cet astre était d'un côté opposé, il faudrait retrancher 
^ déolîoaisoB de la dislanœ du zénith au aoleil pour atoi^r la dî<laM0id^^iài)îth 
à Téquateur. D'ailleurs la. latitude ou la hauteur du pôle du liev oi^ j'pn aat« lest 
ordinairement connue, au moins par approximation» avec des lieux voisîos, i«t j?ok> 
pération dottt noius venons de parler comme prapre à la déterminer /a'^si iPapfwr- 
feée:ioi 4ue pour faeiUter f intelligence de ce qui doit suivre. 

■ 

§ VIII. 

Nous avons supposé que le plan sur lequel on avait à tracer une mértdienne,' 
et au-dessus duquel il fallait fixer f élévation du pôle, était horizontal : mais il 
est clair que tout ce qui a été dît (§IV, V, VI et VII) pour un plan de cette esi^èce 
peut s'appliquer à tout autre plan, quelle que soit sa situation. Ce plan aura un 
plan parallèle horizontal pour quelque point de la terre, et les opéi*at{oiis que 
l'on ferait en cet endroit sur ce plan, au moyen dé lignes' verticales et horizon- 
tales, en suivant ce qui a été dit précédemment, auraient le mèmerésultat que 
celles que l'on ferait ailleurs sur un plan qui serait parallèle à celui dont nous-te- 
nons dé parler, au moyen des lignes perpendiculaires à ce plan et desiignestra» 
cées sur ce plan même. 

On peut donc , .par les méthodes que nous avons données , tracer une méri-- 
dienne sur un plan quelconque , au moyen de la courte ombre portée par un 
gnomon sur ce plan ou par des lignes d'ombre égales (§ IV et V ) /on trouvera 
aussi rélévaiion do pôle sur ce plan par la plus courte onfbre. 



. .^ Ton .^TQVwtiz^o pomr la hauteur d» pôlç s#ir Iç^plan, cçla pr.ouver^JLt ^yie 
I? TWÂ^^fiR»é»J^açé« «Vf le <p|8* Pç* #Ue-f»ÔR),e. ^sy^llèl? à Taxe du wofldç. 
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Déf^ qtae ta nférWtieKiite sera tracée sut" le plafn dit dcrit être tracé ttn cadran sd* 
îâirc, au moyen de Félévation connue du pôle, on placera auHJesisus de cette lîgtre, 
-dansr le plan perpendiculaire att plan du cadrad, une ligne* ou verge qui soifin- 
<itinée sur là méridienne conformément à réiévation du pôle; c'est--à-^r6 qne si 
AK est la méridienne , il faudra placer la ligne AG dans le plan perpendfeubire 
att plàndu' cadi^n, de manière que Tangle BAC soit égal à Télévation du pAfesur Fis* 4»^C 
ée dernier plan, et qu'elle sôft dirigée vers le pôle. La ligne A€ {fig. 4) ou mie 
l^artie CE'de cette Kîgne {fig. 5), ou un point C de cette ligne* (Jig. G) serfiroot à 
porter Tombre qui doit marquer les heures sur le cadran. 

Là ligne AÉ étant la méridienne du plan , et AC étant placé au-dessus dé cette vig.T^ 
Kgtte', dans un plan perpendiculaire au plan du cadran, pour tracer les lignes 
Horaires, on mènera CB perpendiculairement à AG, qui rencontrera la méridienne 
en un point B; par ce point B f on mènera dans le plan du cadran là ligne T!Z 
perpendiculaire à Ta méridienne, puis ayant prolongé AB d'une quantité BE;=CB : 
du point E, comme centre, on décrira la circonférence WBP^ que Ton divisera 
en douze parties égales aux points B, L, K, I, H, etc. , et Ton tirera aux points de 
division les rayons EB, EL, etc., qui (Couperont par leurs prolongements la ligne 
TZ aux points H, N, O, etc., par les points ainsi déterminés sur cette ligne, et par 
l'e point A, on tirera les lignes AM, AN, AO, etc., qui seront les lignes horaires 
qùé le style AG marquera par son ombre entre 6 heures du matin et 6 heures du 
soir, et en prolongeant ces lignes au delà du point A, les prolongements marque- 
l'ont les heures qui précèdent ou qui suivent celles dont nous avons parlé, de ma- 
nière que la ligne de 7 heures du soir, par exemple, sera marquée par lé prolon- 
gtovent de la ligne de 7 heures <dû matin. La ligne Vf— A— *YT, menée patrie 
point A perpendiculairement à la méridienne, sera la ligne de 6 liêUMS* d« matÎD 
au côté occidental et an soir au>cMé oriental. 

Pour entendre cette construction : sur le diamètre WF prolongé des deux côtés 
et du point E comme centre, avec un rayon E— 12, que Ton imaginera infini- 
ment grand , soit décrite la cîrconférence6— 12— 6 : les rayons EL, ÉK, El, etc., 
prolongés, la rencontreront et la diviseront en douze parties égales aux points 
il, 10, 9, etc. Gela posé, imagiiiaasleplaades deux demi^^rcles WBFet6— 12 — 6 
relevé et appliqué perpendiculairement à la ligne AC, aussi relevée sur AB, le 
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point E sur le point G, et le rayon BE sur BG. Il est clair que AG étante comme 
nous Tavons dit, parallèle à Taxe du monde, on peut supposer que le point G est 
au centre du mouvement du soleil que l'on imagine se faire dans la circonférence 
.6 — 12 — 6 : à midi le soleil sera au point 12, dans les 6 heures précédentes il 
sera trouvé aux points 6, 7, 8, 9, 10, 11, et dans les 6 heures suivantes il se 
trouvera aux points i ^ 2, 3, 4, 5 et 6, en sorte que si le point G est opaque, il 
portera son ombre à midi au point B du cadran ; à onze heures , au point M de 
ce plan fixé par les rayons en lignes droites il — E et EU ; à dix heures, au point 
N ; ainsi des autres. À midi , il portera également son ombre aux points corres^ 
pondants de la ligne' BT, et lorsque le soleil sera au poinl 6, Tombre du point G 
se portera à une distance infinie sur la ligne TZ, en sorte que la ligne A — VI, 
menée par le point A à ce point d'ombre , sera parallèle à TZ. 

Hais Tombre portée par le point À du style, qui est dans le plan du cadran, 
passera nécessairement à ce point pour toutes les heures. H s'ensuit donc que 
l'ombre portée par le style AG sera sur les lignes AM , AN , AO , etc. dans les dif- 
^férentes heures du jour, depuis six heures du matin jusqu'à six heures du soir. 

Quant aux autres heures, il est clair qu'elles sont marquées par les prolonge- 
ments des premiers ; car le soleil est placé, par exemple, à huit heures du soir, 
.relativement à Taxe , comme il Test à huit heures du malin, mais du côté opposé. 
.On se convaincra encore mieux de cela en achevant les cercles dont 6 — 12 — 6 
et WBF sont les moitiés. 

§ XII. 

La construction que l'on vient d'expliquer est difficile à exécuter dans les grands 
cadrans et sujette à de grandes inexactitudes, à cause des intersections obliques 
aux points éloignés de la méridienne. Il est bien plus aisé et plus sûr de calculer 
les angles BAM , BAN , etc. que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne 
et de les rapporter ensuite sur le plan. 

. Or, dans le triangle rectangle BAG, on a : AB;=: . - ^ ; dans le triangle BEP, 
aussi rectangle, on a : 

EB X taogBEP= BG x UngBEP 



PB = 



R 



R V PB 

dans 1^ triangle rectangle BAP, on a : tang BAP;= — — — ; ou, en mettant les 
valeurs trouvées pour BP et pour AB : 

tang BEP X m BAG 
tangBAP= — ^ g 
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G*est«à-dire que la tangente de Vangle qu'une ligne horaire quelcanque fait avec h 
méridienne e9i égale au produit faii de la tangente de Varc de Céquaieur qui répond à 
C heure dont il s' agit par le sinm de la hauteur du pôle sur le plan » divisé par le rayon . 

Si Ton veul trouver par exemple la ligne de trois heures et demie du soir et de 
huit heures et demie du malin, en se servant des logarithmes y on sait que trois 
heures et demie répond à un arc de 52'' 30' de Téquateur, à raison de iS" pour 
une heure , ainsi on ajoutera le logarithme de la tangente 52* 30' au logarithme 
du sinus de Tangle d# hauteur du pôle , et on retranchera de leur somme le ioga* 
rithme du rayon : cette dernière opération se réduit à retrancher iO de la carac- 
téristique trouvée pour la somme des deux autres logarithmes. 

§ XIII. 

Lorsqu'on aura calculé suivant la manière précédente les angles 12 — A — 1 , wg. •. 
12 — A — 2, 'etc., que les lignes horaires font avec la méridienne, au lieu de 
rapporter ces angles sur le plan du cadran, au moyen d*un rapporteur, il sera 
plus sûr de calculer les distances 12 — 1, 12 — 2, etc., prises sur la ligne perpen- 
diculaire à la méridienne. Pour cela, on prendra à volonté la longueur de la ligne 
A — 12 qui fixe la longueur du cadran , ou la ligne A — 6 qui fixe sa largeur. 

I XIV. 

Si , au lieu d'un style entier, on ne voulait en employer qu'une partie , comme Fig. t et \ù. 
dans la fig. 9 , ou si Ton voulait seulement se servir du trou d'une plaque pour 
marquer les heures, comme dans la fig. 10, le centre A se trouverait hors du ca- 
dran , mais la méridienne A — 12 du plan'étant tracée et la hauteur BAC du pôle 
déterminée» on calculerait également les angles 12 — A —1, 12 — A — 2, etc. 
que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne ; puis, abaissant du centre 
de la plaque la perpendiculaire CO que Ton mesurerait, au moyen de cette ligne 
et de Tangle BAC de hauteur de pôle, on calculerait la distance OA du point 
au centre A du cadran, dans le plan supposé prolongé; ensuite, fixant les limites 
du cadran à la longueur prise à volonté MN et à la largeur aussi choisie EF ou 
GH , on mesurerait les deux lignes OM et ON. L'une de ces lignes, ajoutée à OA, 
et Fautre en étant retranchée, déterminerait les lignes AN et AMavec ces lignes 
et les angles calculés N-A-11,N-A-10, N-A-9,etc., on trouverait les longueurs des 
lignes N-11, N-10 d'un côté du cadran et des lignes M-11, M-10, etc., du haut du 
cadran. Les lignes telles que A-9^ terminées aux côtés du cadran, seraient tracées 
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«D détermkHiiit la ligne G**® au moyoïi de AG et de Tangie G*A-9 compléaient 
del'afigle calculé li^A<»9;.puis, en retranchaiitde celle ligpeG<»9 la longueur Att, 
on anren la longueur de £^9, ce qui fixeraK aur >le cadran le point 9. 
Pig. 9. Dans le cas où Ton ne voudrait employer qu'une partie RG de Taxe, on suppo- 

rterait OC de longueur eonv^dable et prise à volonté , avec cette ligne et l'angle <te 
hauteur de pôle BAC , on calciile^rait AO. Puis , prenant OK de grandeur propor* 
tioanée à la partie RC de style (jjlieron veut employer, on calculerait , au moyen 
de AK = AO --- KO et de l'angle BAC, la ligne KR : oettë«ligne et la ligne OC 
serviront à placer la partie RG de style dans sa vraie situation au-dessus de la 
méridienne. On trouverait d'ailleurs, comme dans le cas précédent, les lignes 
horaires en partant du point et mesurant les lignes ON et OM de longueur du 
cadran , et sa largeur EF = GH. 

Pig 7. AC étant Taxe du cadran ^ AP une des lignes horaires qui répond à l'arc BH 

de Téquateur, en sorte que si AP est, par exemple., la ligne de huit heures du 
matin ou de quatre h^eures du «oir^ l'arc BH soit de.fiO'' à raî^Qn de l^^ pow une 
heure, il est facile de déterminer l'angle que l'axe fait avec celte ligne 9 àès qv^ 
l'on connaît l'angle BAC, c'est-à-dire l'élévation du pôle sur le plan. 

Imaginons une ligne menée du point C du style au point P, elle sera , par con* 
struction, égale à EP. Cela posé dans le triangle rectangle BAC : 

• 4^ AB ^ c«flëlëv.,dujnâte 

Ae = ^ 

et 

^^ X «>i^ ëlëv. dupôle 
AG s^ Wi :^ " ■ ' ■ ' p *■■ ■ ■ 

et dans le triangle EBP rectangle en B , on a : 

EP - CP - ^ ^^ - .çQfifije^ 

et lians le triangle ACP rectangle en C : 

/..o CPxR 

lang CAP «s m.^^^ 

OM en lu.çttjg^nt Iqs valeurs de CP et de AC ■: 



Mais le sinas d'un angle divisé par son cosinus est ^^al à la tangente de cet angle 
divisée par ie rayon ; ainsi on aura : 

^CAP^ SJHâËp 

Ce8t-à-<lire que la tangente de Cangle qu'une ligne horaire quelconque fait avec Caxe 
est égale au rayon, multiplié par la tangente de la Imuteur dupôle sur le plan et divisé par 
le cosinus de rare de Céq^ateur qui répand à cette ligne horaire^ 



Si' fe soleil restait constântmfeiit dans Têquatear, rombre du point G de Vm^ 
se porterait toujours sur le point correspondant P de la ligne TZ perpendiculaire 
k Afi; mais comme il s'écarte du plan de c6 cerde , tantôt en Rapprochant de Tun 
des pôlei), tantdt en s- approchant de Tantre, Tombre du point G se portera ew 
dés points P de Ih ligne AP, tantôt plus près , tantdt plus UAû du peint' A ^ suitant 
te déclinaison du solâl; De manière que si AG représente l'axe , PAC l'angle qu'il 
ftlit ârvee unedes lignes h<yraires; et que PCQ* représente la^ déclinaison du seleU, 
H'e9t clair que l'angle AGQ sera égal à un droit , plus ou moins la déclinaison ; 
et puisque l'angle PAG est connu (§XV) et que l'on peut mesurer ou calculer 

aC , on pourra déterminer le côté AQ , et l'on aura AQ = 4^ — -^. Mais 

sin A GQ = cos PGQ , et l'angle Q étant' le supplément de la somme &He de l'angle 
CAQ et ACQ , ou le supplément de l'angle PAG , plus langle droit AGP , plus ou 
moins la déclinaison PGQ , il s'ensuit que la distance du centre du cadran au point 
d^ ombre porté par un point connu du style sur une ligne horaire quelconque est égale à 
la longueur de taxe comprise entre le centre et le point portant [ombre j multipliée par 
tè Cosinus de ia déclinaison du soleil , divisée par le sinus de la somme faUe de C angle 
qmr Pàase fait avec la ligne horùirB(% XV) et de [angle droH ^ plus ou moinB ladéeUr 
mtâson du soleil. 

8 XVII. 

C'est par le moyen de ce qui a été dit (§ XY et XVI), que l'on peut marquer 
l'ombre portée par un point déterminé du style sur le cadran dans un instant 
pris à volonté 9. tel qpe l'entrée du soleil dans les signes du zodiaque » les joura 
caniculaires, etc. ; mais c'est charger les cadrans de lignes inutiles. 



— 020 



§ XYIIU 

Telle est la manière de tracer un cadran sur un plan quelconque, lorsque l'on 
connaît sa méridienne et la hauteur du pôle au-dessus de ce plan. Mais la méri- 
dienne du plan ne sera la même que la méridienne du lieu , que dans le cas 
où le plan sera horizontal , ou lorsque la section de ce plan avec le plan horizon^- 
tal sera perpendiculaire à la méridienne horizontale. Dans tout autre cas, la mé- 
ridienne du pinn, tracée comme nous l'avons dit (§ Y et YI), ne coïncidera pas 
avec la méridienne du lieu ; et le cadran ainsi tracé ne pourrait servir que pour 
les poinis de la terre où ce plan se trouverait horizontal , ou placé comme nous 
l'avons dit relativement à la méridienne horizontale. Biais, sans rien changer à la 
manière de le construire, on parvient facileoMint à le tracer de manière qu'il 
indique les heures du lieu même. 

Suivant ce que nous avons dit (§ lY) , le méridien du lieu est un grand c^cle 
de la sphère , perpendiculaire à Téquateur et au plan dont il est le méridien ; 
en sorte que la quantité de temps dont ces deux méridiens diffèrent, et qui est 
exprimée par le temps que le soleil , supposé dans Téquateur ou dans des cercles 
parallèles, emploie à passer de l'un à l'autre ; cette différence , dis-je , sera égale 
à Tare de Téquateur compris entre les deux méridiens. Nous verrons la manière 
de déterminer cette différence pour les différentes situations des plans, mais nous 
allons voir d'abord comment on peut faire usage de cette différence des méridiens 
pour tracer les heures du lieu sur un plan dont la méridienne, que Ton nomme 
alors soustylaire, est différente de la méridienne du lieu. 



• 
sousiyiûire. Si le plan est oriental , c'est-à-dire si la ligne menée perpendiculairemenl à la 
section de ce plan avec un plan horizontal est dans la partie de Torient, il sera 
midi au plan avant qu'il ne soit midi pour le lieu de toute la quantité marquée 
par la différence des méridiens; et, au contraire, si le plan est occidental, mais 
cette différence étant un arc de l'équateur, il est clair que si dans la formule du 
§ XII on met la différence des méridiens pour l'arc de l'équateur qui convient à 
l'heure cherchée , le résultat que l'on trouvera sera la tangente de l'angle que la 
ligne de midi du lieu fera avec la souslylaire du plan ; cet angle sera placé vers 
l'orient, relativement à la soustylaire, si le plan est oriental, et vers Toccident 
s'il est occidental. 
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On trouvera avec la même facilité les lignes des autres heures sur le plan , en 
combinant la différence des méridiens avec Tare de Téquateur qui convient è 
Tbeure cherchée. Nous allons en appliquer la méthode à un exemple : supposons^ 
un plan tourné yers Torient , de manière que la différence de son méridien avec 
le méridien du lieu soit de deux heures vingt-cinq minutes ou dé 30* i5^ pris sur' 
réquateur, il sera quatorze heures vingt-cinq minutes au plan ou deux heures 
vingt-cinq minutes du soir lorsqu'il sera midi pour fe lied V ainsi en mettant l'arc 
de Téqualeur qui convient à deux heures vingt-cinq minutes, tious ^détermine- 
rons ia ligne de midi du lieu. Pour tracer la ligne qui marquera une heure du' 
soir pour le lieu , il faudra mettre Tare de Féquateur qui répond à trois heures 
vingt-cinq minutes des autres heures du soir, en ajoutant toujours la différence de$ 
méridiens à t heure cherchée. 

Pour les heures du matin remarquons que la ligne d'onze heures du lieu répond 
à un arc de IS"" de Téquateur, ou est éloigné de la méridienne du lieu d'une heure ; 
or la soustjlaire en est elle-même éloignée de deux heures vingt-bînq minutes , 
ainsi en cherchant la ligne qui convient à Téloignemetit de deux heures vingt- 
cinq minutes , de une heure, ou à l'éloignement d'une heure vingt -cinq minutes, 
on aura la ligne de onze heures. 

La ligne de neuf heures du matin est éloignée de trois heures de la ligne de midi 
du lieu , or la soustylaire en est aussi éloignée de deux heures vingt-cinq minutes, 
ainsi la ligne de neuf heures du lieu sera éloignée de la soustylaire de trois heures 
moins deux heures vingt'Cinq minutes, ou de trente-cinq minutes. Ainsi en 
mettant dans la formule l'arc de Téquateur qui répond à trente-cinq minutes de 
temps^ on aura au résultat l'angle que la ligne de nçuf heures du Hqu doit faire avec 
la soustylaire, en sorte que V arc de l'équaieur qtCil foui faire entrer dans la formule 
(§ XII) pour avoir les heures du matin du cadran déclinant à V orient, est toujours la 

m 9 

différence qu'il y a entre tare de féquateur qui répond à l'heure cherchée à raison de 
i5* par seconde et tare de Céquateur qui exprime la différence des méridiens du lieu 
et du plan. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que t autre , la ligne qui doit 
marquer C heure sera vers f orient relativement à la soustylaire; elle sera au contraire 
vers f occident si le premier de ces deux arcs est le plus grand. 

Supposons maintenant que la déclinaison est occidentale et de deux heures 
vingt-^cinq minutes : elle sera éloignée de deux heures vingt-cinq minutes du 
méridien du lieu quand il sera midi pour le plan ; ainsi en faisant entrer dans la 
formule (§ XII) l'arc de l'équateur qui convient à deux heures vingt-cinq mi- 
nutes ou 36^ 15', c'esl-â-dire la différence des méridiens ^ on aura au résultat 
l'angle que la ligne de midi du lieu doit faire avec la soustylaire. 

A onze heures du matin le soleil sera éloigné du méridien du lieu de IS*" degrés 
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ou d'uno^liQure., ainsi il sera éloignéciu tn^ri'di'eD du pTan d'une Keufé j p%i àhnx 
hj^ures yipgt-cihq minutes , ou de trois lieures vingt-cinq minutes; ain^i ed lui- 
sant entrer dans la formule (§,^tlj!ràrc déTéqualeur qui convient â' trois hein*e» 
vingt-ein(( minJUtes,.on déterminera Pûngle que la ligne de onze heures , poui^ h 

lieu I, d«il faire avec ^a sousty lâire du plan . 

• • • « . ■ • ' , 

; jIEIi g^néuérulement pour les heures' du malin à tracer sur un pbn tourné vers tdccU 
dent f,iL faut faire, entrer dans la formule (§ XII) tare de Céquateur qui répond à la 
sêmme.fake de ta différence des méridiens^ et de l'arc qui répond à t heure cherchée. 

0» trouvera par un raisonnement, semblable que Varc de Yéquaieur qu'il faut 
fmxe esUr-er dans la. formule pour avoir les heures du soir dans un cadran déclinant à 
F occident, est toujours la différence qu'il y a entre tare de téqmteur qui répond à 
Itiawre cherdiée à raison de 15^ pour une heure , et tare de l'équateur qui exprime la 
différence des méridiens. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que Tautre , 
la lîfoa qui doit marquer l'heure sera vers Toccident relativement à la soustytaire; 
elle*Mraau contraire vers l'orient s'il est plus grand. 

§ XX. . 

I 

Nous Venons dètoif que ki 80U9lyl«m du pka étan^t donnée, il n'entra dans 
la fbrmule de la conslrtrctioik de^caiivan»^ que la diffièrenca de» méridiens lors- 
ng. 12. qu'ils sont déclinamsi, h hautenr duipôlosur le plan., et enfin lare de l'équateur 
qui répond à Theiife cherchée^ et qui est donné en convertissant rtieureenr 
degrés , à raison Hfé fSf poiit uiie heure. Or nous. »vons dit comment on pouvait 
tracer la soustylaPlré(|| Vet Vlft); ny>us ehronsdit^nsai commeal on pouvait trouver! 
rélévation du pâle sur le plaw (§ Vil])^ ainsi il nous resterait seillemeni. à défef- 
miner la différence dés méridiens pour 1m pltns différemment située ^ niais noua 
donnerons encore d'autresvmoyensdeconnattre labauiëunda pôl^tur leplan., 
parce que celui que nous srvoi»9ifydiqué'^6Stsftijet& beauowp^d'iiiexactitudes. 

■ 

Soit AB une méridienne tracée sur un plan horizontal, si ayatït'ttiené EP p6f* 
pendiculairement àÂB, on imagine que cette ligne esl là section d'un plan vef^ 
tioal ou d'un plan incliné d'une manière quelconque , coupé par lé plan horizon- 
tal , on concevra sans peine que le méridien du plan horizontal qui est celai'du 
lieu étant perpendiculaire à la section ËF sera aussi perpendiculaire au pian sup-» 
posé, élevé sur EF, soit verticalement, soit d'une manière inclinée, et qu'ainsi le 
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méridien du. lieu sera en mêjne. temps le méridien du j)lanou vertical ou incliné. 
Ainsi les plans dont U section avec l'horijon est perpendiculaire à* la inéridienne 
du lieu, c'esuà-dirç Içs plans poh déclipants, ont le même mériÔieo (|ue lelieu 
mêmç. 

Mais si.la sectioo MN du plan supposé eoupé par le plan horizoïUalieAtjai^UQ^e 
mr la méridienne du lieu AB. Alors h méridienne du lieu sera cliUque sur «e 
plan /et. oe -plan aura son méridien plus ou moins* éloigné du méridien duUfU, 
>sumat que Tangle MBE ouiNfiF, qui marque la déclinaison du plan^ seoa plus 
ixa moins :grattd. ; 

La îdëclinakûa est orientale ou oeeidentflle , çuîvapt que.i» pevpMdîciibûpe BB» 
menée $m l^ lîgiieiMN , tse rappiKrohede ^orient ou > de Toef ideni. 

s XXIII. 
Plans verticaux ëéclinants. 
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Soit VL un plan horizontal /dont AB soit la méridienne à laquelle on a mené ^ Fig« la. 
la perpendiculaire ZT , KX un plan Yerticd qui côûpe le plan horizontal suivant 
la ligne VX, en sorte que Tangle YBZ ou TBX exprime sa déclinaison. Si Ton fait 
Tangle BÂO égal à la latitude du lieu ou à la hamteur du pôle au-dessus du plan 
horizontal , et qu*on imagine le triangle ABO relevé penpeoBdîcBbiteiMBt sur la 
méridienne AB, la ligne AOse trouvera placé sqimnt l'axe du monde et repré- 
sentera cet axe ; elle rencontrera le plan vertical en un point C, tel que la veriioële 
BG se confondra avec la ligne BO. 

Si Pon imagine ensuite^ par Taxe AC, un plan perpendiculaire au plan Vj^rti* 
cal KX, ce plan coupera le plan horizontal suivant une ligne ÀE parlant du point 
A et menée perpendiculairemenlé VX^ puisqu'eUe sera la section commune de 
deux plans qui sont l'un et l'autre perpendiculaires au plan vertical auquel- appar* 
tient la ligne YX« et le même plan passant [>ar Faxe 4^pposé perpendiculaire au 
plan vertical , le coupera évidemment suivant la figne EG , en sorte que cette ligne 
sera la soustylaire du plan vertical. 

La ligne AE étant perpendiculaire au plan vertical , l'angle GAE sera droit, el 
'^ puisque le triangle GEA se trouve dans>le méridÎM de ce plan , que AG représente 
Taxe du monde, il s'ensuit que Tangle AGE marque l'élévation du pôle sur ce 
plan. 
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Soit mené par le point B la ligne BP perpendiculaire à la souslylaire CE; puig 
imaginons un plan perpendiculaire à Taxe ÂG , mené par le point B : ce plan, qui 
représente Téquateur, coupera le plan horizontal suivant la ligne ZT perpendicu- 
laire à AB y et le plan vertical KX suivant la ligne BP perpendiculaire à la sou- 
stylaire CE ; puisque les lignes AB et CE sont celles que ce plan rencontre dans les 
méridiens 9 il coupera le méridien du lieu suivant la ligne BR menée du point B 
perpendiculaire sur Taxe, et le méridien du plan suivant la ligne qu'on peut ima- 
giner tirée du point P au point R , et qui est ainsi évidemment perpendiculaire 
à Taxe. H suit de là que le point R étant dans Taxe du monde et les deux lignes 
RB, RP dans Téquateur, Tune dans le méridien du lieu^ et l'autre dans le méri- 
dien du plan, Tangle BRP^ compris entre ces deux lignes, exprime ladifférenee 
de ces deux méridiens. Cela posé , nous allons chercher Texpression de la hauteur 
du pôle ACE sur le plan, et celle de la différence des méridiens BRP, Tune et 
Tautre étant nécessaires pour la construction du cadran vertical , où l'on ne 
suppose d'autres données que la soustylaire CE et Tangle BCE qu'elle fait avec la 
verticale BC. 

§ XXIV. 
Dans le triangle ABC , on a : 



AB : BO= BG :: ooslat. : sin lat 

donc : 

«^ AB X »in lat. 
C08 lat. 

Dans le même triangle : 

AB : AO = AC :: coslat. : R 

donc : 

AB X R 



AC = 

Dans le triangle rectangle BCE : 



cos lat. 



BG : CE :: cosBGE : R 
donc : 

CE— ^ XR _ AB X sittlat. xR 
"" OM BCE "" cos lat. X cos BCE 

Enfin y dans le triangle rectangle AEC : 

CE : AG ::cobâG£ : R 
donc ; 

CE X R R X sin lat. 



008 ACE = 



AG " coi BCE 
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C'est-à-dire que le connus de t angle qui exprime la hmleur du pôle $ur un plan vetr Htotflor do pM« 
ikal déclinani eH égal au prodmt du raym par le simtê de la lalilude du lieu^ dmsipat lepim^atieia 
le connm de t angle que la $ou$tylaire JaU avec ta veriwale'. dédimit pu la 

MnHjlalm. 
I XXV. 

La ligne RP, que Doud imaginons tirée du point R au point P eera perpendi- 
culaire à la ligne BP ; car la ligne BP , qui est perpendiculaire au méridien ÂGE 
du plan y puisqu'elle est la section commune de deux plans perpendiculaires à ce 
méridien, savoir, le plan de l'équatcur et le plan vertical, la ligne BP, dis*^je, 
sera perpendiculaire à toutes les lignes lelles que PR, qu'elle rencontrera dans 
le plan du méridien. Cela posé, dans le triangle rectangle BÇP^ oa a : 

BC: BP:: R :8inBCP 
donc : 

HP^ ^M; X sinBCP .y ^rvjy. AB X nn\MX. X BCP 

dans le triangle ABR , on a : 



AB : BR :; R:ttakt. 

donc 

^- AB X sin Ut. 

BR« 

EnGn , dans le triangle rectangle BRP, on a : 

BR:BP ::R:8iDBRP 
donc 

• rniD BPx R 

sin BRP s=: I * 

"^ BK 

ou, en prenant les valeurs des lignes qui entrent dans cette double expression, 
on a : 

RX sinBCP 



sin BRP , c'est-à-dire sindtff. des mérîd. ss 






Le $inu$ de la d^érence des méridiens du lieu et du plan vertical déclinant est donc iMKnoMe 
égal au prodmt fait du rayon par le sinus de F angle que la soustylaire fait avec la verti- ^^m 
cale , divisé par le cosinus de la latitude ou de la hauteur de pôle du lieu. «n plan nrticai 

déelinaiiipar 
ta MHmyUlie^ 

I XXVI. 
Dans le triangle CBË rectangle en B, on a : 

* 

BC:BE :: RlHofBEC ' 
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donc ; 



i«»*i 



il 60ftlat; X M 



Mais dans le triangle rectangle BEA , on a : 

AB:BE :: R:smBAE = 



BE XR 
AB 



o«v en mettant pcM tfE^Éh iùlettt : 



8inBA£ 



sin Ut. X tang BCË 
cûskt. 



OUI parce KiUe : 



Mnht; ttociAt: . ^._, tangIat.Xtang*B6E 
— ; — - =5 — • 00 a *• siaBAE = ~ .. ° ■ 



DécUnaifion C'est-à-dire que le sinus de l'angle de 4éclinaUk>n du plan vertical est égal au produit 
^wMfuSxe^ ^ '^ tot^eitte de la hauteur du pôle du lieu par la tangente de C angle que la soustyMre 
du plan yerticai fait avec la verticotàjdimsé pat le ragcÊfê^ 



déclinant. 



Fig. 14. 
Connaître 

la déclinaison 

par 

rODIë^tMton. 



§ XXVIL 

I ' * 

• • • • 

Nous avons supposé , dans les trois problèmes précédents , que Ton connaissait 
la soustylaire du plan vertical, et no^sr avons avec cela trouvé la hauteur du pôle 
sur le plan et la différence des méridiens. Mais si la soustylaire n'était pas don- 
née, et que Ton connût la déclinaison du plan vertical , soit par le moyen de la 
boussole, soit par un autre meiycù' quelconque ( § XXYIII) , on pourrait égale- 
ment calculer d'après cela les choses nécessaires à connaître pour construire tt 
cadran sur le plan vertical déclinante 

I XXYIU. 

Soit P le pied d'tto gnomon placé sur un mur vertical, déclinant de manière 
que la distance perpeadiculaire de ce point au trou de la plaque, ou au point 
qui porte Tombre soit représentée par P6. Si au moyen d'une bonne montre on 
d*un cadran voisin, on hiar'que le point S où Tombre du gnomon se porté â midi, 
ûi qu'ayant mené pai^ ce point une ligr\e verticale SU , on mène aussi par le point 
P une ligne horizontale t'O qui coupe ta verticale au point Cf, et qu*oh forme avec 
les deux côtés P6 et PO le triangle rectangle 6 PO, on aura l'angle PGO égal à la 
déclinaison du plan , car ce triangle existe dans un plan horizontal , et est sem- 
blable au triangle ABE {fig. iS), parce q^e les cotés de l'u^ sont parallële^-aux 
côtés de l'autre; ainsi, l'angle PGO de Tun sera égal à l'angle BAS de l'autre , 
c'est-à-dire égal à la déclinaisonr âà ^fan". 
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L^aDgle BAC exprimant la latitude ou la hauteur du pôle du lieu^ on aura : connaissant 

la dédinalson 

R:tanglat.:;AB:BÇ = *^y "^ÎST" 

^ ' la poritton de la 



AB:BE::ll:ri»iéd.; donc. !*-.M><|!LM ÏÏSSi" 

Enfin dans le triangle GBE , on a : ' Hg. as. 

BG: BÉ::Il:taiigBCE 
d'où Ton tire : 

tangBCE = 5^ 

ou en mettant les valeurs de BE et de BG : 

tanff BCE^ , 

° tang. lat. 

C'est-à-dire que la tangente de V angle que la soustyUnre fait avec la ligmtmfûcak 
e$t égale au produit du.tayanparJeMms de Ja d&^lJbmwf ^ïV^ supposé vertical^ 
dirisé par la tangente de ta latitude du lieu. 



I t 



déclinaison. 



Dans le triangle BAO , on a t ' connaître 

j^ XH ^ bantenr dn 

AB : AO :: G0slat.:R,- donc: M) on ;AÇ ==" ^u ■ pôle sur 

'^'****- le plan vertical 

Dans le triangle recla ngle A£E où rmgle^BMS «prime la déclinaison du plan, ^de^^^ 
on a: 

*«.«.« jx 1 j ATI ABxcoedécl. : • » 
AB : AE :: R : cosdéd. ; donc : AE= 

Enfin dans le triangle rectangle ACE où CE est la soustylaire y AC Taxe^ et où 
par conséquent Fangle ACB eiprime'ïa hauteur du pélemirdecplui'^^tMia : 

AC : iTE :: R : 8in ÀQEK=i^£ 

ou en mettant pour AE et AG leurs valeurs : 

• A /S», ^*» décl. X cos lat. 

■sm ACE =— » ■■ I — 

R 



C'est-à-dire que le>mnus de la hauteur du pèle euruu^pkm tèrtkal détlimmtm égal 
au produit du .cosinus de la déclinmon4u,ptmi.farle^e$^SHSHkk^l^ud^^lieu^ di- 
visé par le rayon. 



Fis. 18. 



I » ^ .• 
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I XXXI. 



, I 



GomMisaiii En faisant les mêmes sbpfidsifidns que Ton a faites précédemment (§ XXIII) , 
u déoitaaiflon {>g||g|^ Q|(p exprimera la diiréreiice des méridiens ; or dans le triangle rectangle 

plan mticai, CPB on a : 

tranrer CP : BP : : R : timg DCE 

]a dilHraioe des . • • 

méridiens ^*"^' ' ^„ . „„ 

dniiea pp ^ CP X t a ng BCB 

et de ce plan. R 

Fig. 13. Dans le triangle GPR rectangle en R ^ on a : 

CP ; PR :: R : siii RCP; donc : PR = ^^^^°'^^ 

K 

En6n dans le triangle rectangle RPB , on a : 

RP : PB :: R : langBRP 



\ • 1 

• • • . 4 • 



Ainsi : ' • ^ > 

BP X R CP X tang BCE x R 



tâDlf BRP = 



'^ " 



RP ^ ÇPxwnRCP 

et mettant pour tang BCE sa iraleur 

R X sindérl. 



r » 



tdug lat. 

et pour sin RCP<:;=isiû ACE sa valeur 

-, ' ■ oïsdècLXcoslaf. 



(S XXIX) 



(S XXX) 



R 

On aura: 

w. ™i* B» X sfn décl. 

tang BRP = 



tang lau X Ci« décl. X cos lat. 



OU en iMtpmt pour — jrj sa valeur — —. — ^^ et pour 

taofflaf. X'coelaC. ' , ' . R x sin lat. 
— 2.^ sa valeur 

On aura finalement : 

j^p^RXUai^ 

® . 8111 lai. 

/ 

C^est-à^dire que la tangente de Fangle^ qtd exprime la différence des méridiens du 
lieu el du plan vertical déclinant ^est égal au produit du rayon par la tangente de la dé'- 
clinaison du plan , divisé par le sinus de la latitude du lieu. 



r 



I XXXIL 

Si la déclinaison était supposée nulle dans la formule qui exprime Tangle de la 
soustylaire avec la verticale (| XXIX), la valeur de cet angle serait nulle , c*est-i- 
dire que la soustylaire se confondrait avec la verticale. 

La même supposition étant faite dans la formule qui (§ XXX ) exprime la hau- 
teur du pôle sur le plan, on trouverait cellehauteurégaieau complément delà lati- 
tude du lieu, puisque dans ce cas le cosinus de la déclinaison devient égal au rayon. 

Enfin la même supposition étant introduite dans la formule qui exprime là Plans 
différence des méridiens (§ XXXI ), cette différence se réduirait à zéro. méridtonaux 

Or cette supposition convient aux plans parfaitement méridionaux ou septen- aepiimtrioiuraT 
trionaux; ainsi dans ces plans la verticale elle-même est la soustylaire, ils ont le 
même méridien que le lieu où ils sont, et la hauteur du pôle sur ces plans est 
égale au complément de la latitude du lieu. Il faut remarquer seulement que c'est 
le pôle méridional que Ton emploie pour les plans méridionaux, et au contraire 
le pôle septentrional pour les plans septentrionaux, ce qui fait que dans les pre- 
miers la soustylaire est dirigée du haut au bas du plan, et dans le second elle est 
au contraire dirigée du bas vers le haut du plan. 

Celle remarque s'étend aussi sur tous les points verticaux déclinants. 

I XXXIII. 

Si dans les mêmes formules (§§ XXIX, XXX, XXXI) dont nous venons de parler 
on suppose la déclinaison de 90*, ce qui rend : sin décl. = R et ces décl.cr=0. 
On trouvera : 
1*" La tangente de i*angle que la soustylaire fait avec la verticale 

R X R 



taiig ial. 



= cet lat. 



c'est-à-dire que cet angle est alors égal au complément de la latitude du lieu* 

2* Le sinus de la hauteur du pôle sur le plan sera égal à zéro; ainsi Taxe doit 
être ou dans ce pian , ou parallèle i ce plan. 

3* L'angle qui exprime la différence des méridiens a une tangente infiniment 
grande, puisque dans cette supposition la tangente de la déclinaison est infini- 
ment grande, ce qui prouve que la différence des méridiens est de 90*. 

Or cette supposition convient aux plans orientaux et aux plans septentrionaux; Piaw 
ainsi dans cette espèce de plans, l'angle que la soustylaire fait avec la verticale ^ oeddenuux. 
est égal au complément de la latitude du lieu. L'axe doit être dans un plan parai- 



lèle à ces plans eux-mêmes, et la différence de leurs méridiens avec le méridien 

du lieu est de 90'' ; tout cela est d'ailleurs bien évident. 

rJEn iPiMWwaiU AUX formules qm serveAt à ilr$icer le Qadrao.(§ XJI }• • o^Q iJtroui^ra 
^4«a la tans^ot^ deVmg^idqxi'w^eïi^e horaire X;^t Avec la. s.oiist|rlaire se réduû à 

zéro 9 parce que dans ce cas-ci la ba.uteur du pôle ^sur le plan est nulle, en sor:(e 
4jg^ le^ Ijgn/a3JiQr%itep dexiexmejat parallèles à la soustyjiaire , et le iracé du cadjran 
jGpinnqt Alors Juoarijuer sur ,uae V\^w pcrj^j^ndiculaire à la ^oustjlairts les,triap- 
|[liQS AM « BN,, 30^ jeljC.^ .et des^rqs de Téguateur WBF gui répondent ^ux différ- 
Wiltos,brare;S9 et.rou voit sajis peine qu'alors la mtéri^ienne du lieu ne peut|)a$ 
être m arquée iSUr»le plm , pui.Si)ue.la.taAgen.te deT^i^l^ droit BEF qui lui répond 

(Quant àJl^^itiMiidonde Ta^e pour ices cadrans, nous avons vu qu'ils spntparal- 
4àl^ à la jsou^tylaire ; ainsi pn Iqs éltablit dans cette position au m<|yen de deux 
iftilH>artSiègaux élftvésperpendicuJaiiBement sur cette soust^la.ire. 

I xxxrv. 

Iteê'ptam SnettnéM. 

Soit YWJU^^ioUcd'tt» plau iAcIia^, co]i)pé p^r uu^plap JbfirizoDtal dont h3 est 
la méridienne, en sorte qu'en menant ÂE perpendiculairement à YW, Tangle 

Fig. 15, 19, 22 B^^ exprime la déclinaison du planiucliné supposé. 

«t3s. Soit imaginé au point B une verticale BX telle que la ligne AX étant menée il 

m^résultât l!angle)BAXi égalai Ja/bsupteur liu^pôle ou it «la latitude du lieu^ et.que 
AX représentât Taxe^du moude. 

Soit imaginé prolongé cet axe AX jusqu'à ce qu'il rencontre le plan iiuJijQé en 
un point C , et ayant xm^é par .ce point C l'Jborfzontale GX , on la x.ecAi\peraj,par 
la verticale BK, c'est-à-dire par une verticale BK perpendiculaire à la section 
commune VW. 

Soient H et Q les projections verticales des points G et R sur le plan horizontal y 
et soient (tirées )l6e4igDes iBil : i!«ii^k<^H:aaraiégal'à TM^fle ftA£fOUÀ ^la-éMi- 
aaisoBidu^ilan^ 

Imaginons encore que GP représente la saustyl^ire .dupIau.iii^Uné.sjiir laqUi^e 
joaiamané (par.le.ppittt JBJa i^eiipendioulaire BP.; jpuis sij\ppoaaut.par oe poiut JB un 
^n peppeiidi(sulaineà il'ai«e., «ceplan qui jfiepnésente Téquateur coupera lepUn 
horizontal «iii^anrt^laJigne iZfiT pegp^odlculainc à AB^ ^t Xe plau incliné suivant 
'tfxne UgMiDP^quj[rs<ira'pQrpe9di.oulaiFe^à Ja ^us^lair^et ^puisqu'elle est la section 
9CMDLniane du/pJau «noÛnéiet de J'équateui;, qui soimt l'un eft i'autre perpendicu- 
Jttine^Auap^idiM.dii .f)lAiit<WAt CP^t i^ejîjp^fix^woi^txèepfiir AP. 
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Le ptitf âë réqdatetff coupera* aussi le mêrîUïeiï du fietr suivant la Irgticf mewéè Kg. le, 20, m 
du point B perpendiculaireinent siu* Taxe (voyez les figures indiquées en marge), ^ ^' 
dans lesquelles AH représente Ia« section cîu pîan horizontal, BO la section du 
plan incliné par le méridien du lieu , et AO exprime Taxe du monde, de manière 
qu en transportant cette figure sur la ligne ABde la figure correspondante (t6 sur 
i5, 20 sur 19, 22 sur 21 et 26 sur 25) perpendiculairement sur cette ligne, les 
points A, Ë, I) de I^un couvriraient les points qui ont la même dénomination 
dans l'autre, et le poijdt tomberait sur le point G-, le plan de Téquateur coupera 
aussi le méridien du plan suivant iaf ligne* que l'on peut imaginer tirée du point 
R au point P, car ces deux points sont les seuls qui appartiennent à l'un ou à 
Tautre de c^efs cTetïx ptatis; il suit de là que l'angle BRP formé paroles deux lîgties 
BR et RP exprimera la dlff'érence des méridiens du lieu et du planl. Nous allons 
en chercher Texpression , en supposant que Ton connaît la soustylaînef CS et Sangle 
BSP que cette lign-e fait avec la verticale. 

§ XXXV. 

Aux suppositions que nous venons de faire, nous ajouterons une ligne menée 
du poirtt X au point S où la verticale coupe la souôtylarre, cette ligne se? trouvera 
en même tetnps dans le plan vertical perpendiculaif e au plan incliné et dans lé 
méridien, de façoti qu'elle sera leur section commune, et par conséquent pérpetldi- 
culaire au plan incliné et aux deux lignes CP et BK qu^elIe rencontre dans ce plan. 

Gela posé, la ligne BK étant perpendiculaire à l'horizontale VW, qui est la Trouver 
section du plan incliné coupé par le plan horizontal, on aura : la diflérence Ueu 

BK : BQ : : le rayon : sin incl. P" le moyen 

^ ilelasouêlylaire*. 

Mais le triangle BXS est évidemment semblable au triangle KBQ. Ainsi : 



Bl r BS : : le rayon : sin décl. ; et dès lor^on d : Éâ =s 



Or, dans le triangle rectangle rectangle BSP, 00 a : 

BS:BP::R: sinBSP 

Ainsi î " 

^^ BS X sin BSP BXx sin incl. X sin BSP 

H "" RxR 

On a d'aillour» dën» ie triangle BXR : 

flX : BR :: R : coslat; d*où : Bft = ^^><^^^ 
et dans le triangle BRP aussi rectangle , on a : 

BR : BP :: H : siaBRP = ^„ 



FJg. 15 et 16 

BXx gin iacL 19 et 20 

"1S n et 23 

25 et 30 
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Donc en mettant les valeurs trouvées pour BP et pour BR, on aura enfin: 

sinfncl.XsinBSP 



8inBRPs= 



oiM lat. 



C'est-à-dire que le $inu$ de l'angle , qui exprime la différence des méridiens du 
lieu et du plan incliné^ est égal au produit du sinus de F inclinaison du plan par le sinus 
de C angle que la souslylaire fait avec la verticale , divisé par le cosinus de la latiiude 
(di lieu. 

§ XXXVL 

L'angle do la soustylaire avec la verticale étant connu , Ton peut trouver la dé* 
clinaison du plan^ mais il faut beaucoup d'exactitude en relevant cet angle, car 
une petite erreur de ce côté-là en produit une plus sensible dans la déclinaison. 
Nous verrons néanmoins comment on peut trouver la déclinaison par ce moyen 
(§ XLllI). Voyons auparavant comment on peut la trouver directement. 

S XXXVIL 

Si l'on marque à midi sur un plan incliné Tombre d'un fil à plomb, cette 

ligne représentera la ligne BG des figures dont nous nous sommes servi; ainsi , 

l'observation supposée fera connaître Tangle KBC que cette ligne fait avec la ver* 

iicale, mais dans le triangle KBC, on a : 

BKxtaïur KBG 
BK:GK::R:taiigKfiC; dont CKr= '"^^'^ '^^ 

On a d'ailleurs : 

BKxoosinrl. 



BK : BQ :: R : 009 ind.; doù r BQ=s 



K 



et dans le triangle BQH où Tangle QBH exprime la déclinaison et où QH =3CK, 

on a : 

BQ :GK:: R: Ungdécl. 

Ainsi : 

R X CK R X (ang KBG 



taDgdéd. ss 



B(^ 008 iiicl. 



G'est-u-dire que la tangente de la déclinaison du plan est égale au produit du rayon 
par la tangente de l'angle que la méridienne du lieu fait sur ce plan avec la ligne ver^ 
ticale , divisé par le cosinus de Cinclinaison de ce plan. 

Mais cette méthode a l'inconvénient dont il a été parlé dans le paragraphe 
précédent. 
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• » 

§ XXXVIIL I 

On tire de la formule précédente : Couiartn 

la podtlon de la 
irnr^ tangoécl.Xoosind. méridienne 

, . sur le plan par la 

C'est-à-dire que la tangente de C angle que la méridienne du lieu fiât mr le plan in' ^*^^^'^*^'^' 
eUné avec la verticale est égale au produit fait de la tangente de la déclinaiêan par le 
coftttuf de tinclùmsan du plan , divisé par le rayon. 

% XXXIX. 

On peut aussi trouver la déclinaison du plan par une méthode semblable à connaître 
odle qui a été donnée pour les cadrans verticaux (§ XXYIU ). ^ déciinajjon 

par ODaerTation. 

Pour cela^ ayant suspendu un til GF à plomb au trou G du gnomon, on en pig. is. 
marquera Tombre BC à l'instant de midi au moyen d'une montre ou d|m[ica4f;^... 
voisin, puis par le pied P du gnomon, on mènera la verticale BK ; on marquera 
sur cette ligne le point K qui répond horizontalement au trou G du gnomon , 
ensuite on tirera par ce point K jusqu'à la ligne BC une ligne horizontale, JK€. U - 
est clair que cette ligne KG et la distance GK du trou du gnomon au point R 
formant l'angle droit d'un triangle qui, étant achevé en menant l'hypoténuse GC, 
l'angle KGG compris entre cette hypoténuse et le deuxième côté KG exprimera 
la déclinaison que l'on prendra au rapporteur, et que l'on calculera pour plus ., 
d'exactitude d'après les côtés connus GK et KG. 

§ XL. 

En se rappelant l'explication ( § XXXIV et XXXY ) donnée pour l'intelligence CMmaitnnt 

des figures 15, 19, 22 et 25. ""^Jî^ 

Nommons : KQ ouCH a ptaundiné. 

^ tronyer 

— Sinus inclinaison I la poaition de is 

— Cosinus inclinaison i Sm 

— Sinus déclinaison. ••••••• D à la rertleale. 

— - Cosinus déclinaison d 

— Sinus latitude L 

— Coûnus latitude I 

— Le rayon R 

On aura : 

l,f::a:BQ = -; et, l:R::a:BK=Y 



et 



mais 
Ainsi: 

Or 



— 2»4«^ 



BQ: BH :: d: R; d'a«»\ «»=îr222l3 = fîiUl 

d id 

fiH»au> et XIX.:DO :: /: L 
DO-_j_ ou DO = _ 

BX=OHq=DO; donc* lHLa=«db45=*^5^^ 

Idf idt 

BX:BS::R:l; d'où:M-Çî^^ =^?Ii^=^?îl!^ 

K K\dl 



et |^ui^y(MiS&=Blli^— fiS^ oaaucas 

Wi=-7- =— rrrr; OU o&=:,— 

aiVd/ipaiIRL 

iMi:QP.::<l:D;donc,Qp=CK=î?^ oa CK«=îï5' 

(K> llP 

SK:CK::R: langCSK 

ing.22,23et24 c'est-à-dire que /a tangente de t angle que la soustylaire du plan fait avec ta 
T* verticale esC exprimée par une fraction qui a pour- numérateur le produit du carré 

19, 20«i'2i du rayon par le sinus de la déclinaison et par te cosinus de là latitude du ûeu , et 
pour dénominateur la différence ou la ^omm^ de deux termes , dent 1er ffemtkr est le 
produit du cosinus de l'incUhaisoth par le eosiniméè la déclinaison du plan et par te 
cosinus de la latitude du lieiM\ le deuxième est lepmdml dwrmfmvpar le sinus de Cin" 
êtinaison du plan et par le sinus de. la latitude du. Hem Ces deum termes sont ajoutés 
ensemble torsqve Finclinaison du plan est daiwie même sens que tf inclinaison de Caxe, 
On prend leur différence quand cesAnclinaisons sont eu sens contraire. 

Remarque. Dans la fig. 20,* oùJe plan esl p(tf^ineli né que* l'axe , mais dans le 
même sens, on a : 

«^ ^r. ^r. «'^^^ aiRL— ald/ 

BX^DO-HO^ — -a^ idA 



*•. 



•939 



égakjlue 



-•'«»' -'^'e,««toa*«« 



BUdl 



:aK-f(fli 



ou 



SK = -=- H ïQ^j qm «c réduit * 



&ldl 



comme dans le cas de l'inclinaison da même sens avec l'axe. Ainsi ce cas ne fait 
pas d'exceplioo; seulement, etc., etc. 



§ XLI. 



Nous ayons trouvé ( § XL ) 



J»Q 



a% 



.fiHs:?XD^ 



M 



etJlûn JKit aisément que XD ,: XO :: i : R. AÎAsi . . , 



xc = 



r 



.<< 



On a aussi trouvé : 



et il est clair que BX : XS 



: R : t, Cl conséqdeinmjent : 

BXX4 . 



•XS 



ou 



XSsz 



Kidl 



u 



^ ■: 



TV y'XS 

Mais 9 dans le^trianglc XGS., Job .a : aui î£Si;:= »^ >»» 
donc, siûXGS, c'est-à-dire sinus de la hauteur du pôle sur le plan, égAé: 



aiïdtrhaii^L lâl 
X 



Ul 



idl 



aiiiii KR 



R 



Connaître par 11 
déclinalflon 

da niâA Indlné 
laluolfiiir 



c*est-à-dire que le sinus de la liautemr du pôle sur le plan est exprimé par la somme 
ou par la différence de deux termes doaifmn est Je produit du sinus de F inclinaison 
du plan multiplié par le cosinus Se sa dèdtmaison et par le comius de la latUude du lieu^ 
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dMêé par le carré du rayon ; t autre est le produii du coiinuê de Fmc&mêen du plan 
par le sinui de la latitude du lieu divUé par le rayon ; la somme , quand C inclinaison 
du plan et celle de Faxe sont en sens contraire; la différence , lorsque ces h 
sont du même côté. 

Remarque» Dans la figure on trouvera : 

MO XGS = -?= — 



R RR 
ainsi cela est conforme à Ténoncé général ci-avant. 

§ XLII. 

TrouTer Suivant ce que nous avons établi ci-dessus (§§ XXXIY et suivants), l'angle 

la ditKrence des compris entre les deux lignes RB et RP, qui sont, l'une dans le méridien du lieu, 
par le moyen de I^^iutre dans le méridien du plan, et qui d'ailleurs sont toutes deux dans le sens 
la déclinaison, perpendiculaire à l'axe du monde, cet angle, dis-je, exprime la différence des mé- 
vig. 15, 16 et 17 ridiens du lieu et du plan , et ce plan perpendiculaire à l'axe du monde coupe le 
33, 33 et 24 plan horizontal suivant TZ. Maintenant, si l'on prolonge la ligne HQ parallèle à 
và, 36 et 27 YW jusqu'à sa rencontre Z avec la ligne TZ, et que l'on imagine par ce point Z 
et par la ligne ZL parallèle à BH, un plan parallèle au méridien du lieu, la sec- 
tion de ce plan et de l'équateur sera évidemment représentée par une ligne égaie 
à la ligne Hl {fig. i6) menée du point H perpendiculairement à l'axe. Ainsi, si 
l'on fait {fig. i7) 6z= BZ, et qu'à une des extrémités % de cette ligne, on élève 
la perpendiculaire %t égale à la partie HG de la ligne HI comprise entre le plan 
horizontal et le plan incliné; qu'on tire la ligne bt^ cette ligne représentera la 
section BP, etc. du plan incliné par le plan de l'équateur. En sorte que, faisant 
6r = BR et perpendiculairement à frs, et que l'on mène la ligne rp perpendicu- 
laire à bt^ les deux lignes rb et rp seront placées dans cette figure comme elles le 
sont dans le plan qui représente ici l'équateur, et l'angle brp exprimera les diffé- 
rences des méridiens : or l'angle brp est égal à l'angle iht. Ainsi ce dernier angle 
pourra aussi représenter la différence des méridiens dont nous cherchons 
l'expression. 

Gela posé , nous avons comme ci-dessus ( § XL ) : 

^^ aUI diatRL 

^^ w— 

X0-2^(SXLI) 



J 



BX:RX::R:L «iiiBi BX= 



BX : BR :: R : I ainn BR » 



BX X L aML±ttiKLh 



K RI<U 

BX X / oldl ± otRL 



R tdd 

Donc 

OR-XOq:RX = -uj.q= jjjg 

OU, en réduisant au m6me dénominateur, et observant que : otR'-- ^liRLLssaiRtf, 

oiRL zp aïLi 



Nous avons d'ailleurs : 



àL 
R 

R 



OH : 01 :: R : L ; ainsi 01 = 

on trouvera de même : HI = 

Et puisque 

OR : ffll :: CI : Gi 
on aura 

OIxBR 

ou en mettant les valeurs trouvées pour Ci , BR et GR. 

eXLUdomtOL 
RRaqiRILd 

et 

qui se réduit à : 

«RR 

R« q: ILrf 

mais à cause des triangles rectangles semblables BQH et ZBH , on a : 

BZ:BH :: BQ:QHetBQ:QH::d:DctBU = ^($ XL) 

la 

donc : 

BZ:^::d:D et par consiqaeiit BZ = ^ 

Enfin nous avons vu que BZ=As et que xl=: H6; et dans le triangle rectangle 

fol, on a : 

- ^ B X SI 
UngxMs— 2^ 

donc : 

_ RXHG _ tfîR' DI^ 

"■ BZ ~BiiqFIU^«iR 



ou ^ 

c'est TexpressioA Ute la tangeiAe de la difTérence des méridiens. 

Cet énoncé Ainsi : la tangenêe àe la-différence des méridiens du lieu et 'du plan est donc exprimée 

**exceDUon P^*" unejraction dont le numérateur est formé par le produit du carré, du raijon^ par le 

ponr le cas ,$iwiÊite Ju 4éolinmeBn '0l ^r le einus ée Cittâlinai$fm ilu plan , et »(hni le dénominmeur 

^tli'le'SSme ' ^*^ ^ différence ou la somme de deux termes ; le premier est le produit du rayon par 

MDs, le cosinus de i inclinaison du plan etjmr le cosimts de la latitude du lieu , le second est 

tlDi!mDdnue '^ produit du sinus de la latitude du lieu par le cosinus de k déclinaisons for le sinus 

Mlle de l'axe, de C inclinaison du plan. La-différence de ces deux termes "entre dans l'expression quand 

Cinclinaison du plan nest pas dans le même sens que linclinaison de taxe; c'est la 

somme de ces deux termes qui y entre dans le cas contraire. 

§ XLIII. 

Détfmhier Les méthodes que nous avons données (§§ XXXVII et XXXIX) , pour trouver la 
dn pianVr^^ déclinaison d'ua plan îaicliné^ .supposent qoe Von s*e^t assuré d'avance île Tin- 

■ouftyiaire. stant où il est midi pour le lieu ; au défaut de cette connaissance on peut dans 
tous les cas trouver la déclinaison par la sousiylaire que Ton est toujours à 
même de placer sur le plan (§ V); en mesurant ou en calculant Tangle quVeilla 
fait avec la verticale , c'est-n-dîre avec une .ligne prise dans ce plan perpendicu- 
lairement à r horizontale, on a : 

(SXU)xc='^3 et xs = ~î^^^^7î5?f 

ainsi : 



XC« = 



Vd l* K'Vd't 






-€t 

ts' = îô?— xs' =»«'«»• — a^t r<rr q= 2<iViru/— „„^., 

A 1 O • 

On aura aussi : 

. c.^. «•»'"' ^ 2o^^ R W/ -h aHTR'L" 



Mais dans le triangle CSK, on a : 



co8CSK':R* -.rSK*:® 



Ainsi en nommant s le cosinus detrangjiâ CSJiL, on auras, 
e'est-à-dire : 



y ^i^vui + rff FR^L' ^ ^yny àtewdnntzfMPWLêkt ^.,j^,^ 



Ou , en supprimant le diviseur qui est le même pour les deux termes de cette 
^lité, et eu les divisant l'un et Tautre parla facteur a't* qui leur est commun , 
on aura : 

RViTf qz 2flR*MZ + PB V sOlV— «nriV rpMBU/j'— TR^LV 

ou en rassemblant les facteurs de cf%'et de d^ 

d- (RVf X IT ••Vq^d 0HRn-ï::p2*TRLrO = RV— fTBTLV — RTL* 

Itt; HMMisiit m le* fhctew âe if , 

ir le feeteiir de rf, 

p fo sonrrme des termes^ chi dènfSme memfiire dé rSqnatfon , on 
atm'r 

d'où Ton tire par la mélhode ordinaire : 



' = \/| + (s)' 



n 
2/11 

c'est-éf-dîre : 



V H'»"^' + 1'^ V "^ V *^'»'^' + 1"^V / ft'»'^' + ATi" 

On peut trouver, par la souslylnire, fe eostfius de la déclinaison du plan. Il 
seraii trop long de détailler les termes qui entrent danis cetfe expression ; il' sera 
très-aisé de substituer aux leUres qui y en*re«l kb valeur que nous leur avons 
assignée (§ XL), lorsque Ton voudra faire usage de cette formule; il suffira de 
remarquer i^î (f rK3 le srgne -f- d% secoéd terme a H\;u fersqm'f ifyelinaison'du pian 
est en sens contraire de Tînclinaison de Taxe ; le signe — a lien' dans le cas 
contraire. 
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s XUY. 

tiaérattoD Si f dans la formule trouvée ( § XLI) pour déterminer l'élévation du pôle sur 

dupftic sur le |ç p\^x^ on suppose l'inclinaison de 90* ou le plan vertical , on aura : I=:R et 

décunant. ^ _ ^ ^j^gj |^ gj^^^ d'élévation du pôle sera = -g-, comme au § XXX. 

Sur les plans Si dans cette même formule on supposait, outre cela, la déclinaison nulle ou 
méridionara ou ^® P'^"^ méridional ou septentrional , en sorte que d devint égal à R , Ton trou- 
septentrionaux, verait : sinus élévation du pôle = / = cosinus latitude ( § XXXII ) ; ce qui est 

d'ailleurs évident. 

§ XLV. 

Sur des plans Si dans la même formule : 

Inclinés Jdl ÎL 

méridionaux ou «■ élév. du pôle = gg =P jf 

septentrionaux. i ii i- . n 

on suppose la déclinaison nulle , on aura : 

¥1 'î 

dssR et sin élév. du pôle =s -~- qp r^ 

ce qui est l'expression du sinus de l'angle égal à la différence ou à la somme des 
deux angles I et L ; et effectivement cette supposition convient aux plans méri- 
dionaux et septentrionaux^ pour lesquels l'élévation du pôle est évidemment égale 
à la somme ou à la différence de l'angle de latitude du lieu et de l'inclinaison du 
plan : la somme, pour le côté du plan qui regarde le pôle élevé, et la différence 
pour l'autre. 

§ XLVI. 

Sur des plans Si, dans la même formule, outre la déclinaison de 90% on supposait l'inclinai* 
verticaux, ^^^ ^^^^\ j^ qqo Q^ |^ pi^Q yertical oriental ou occidental , la formule se réduirait 

orientaux ou "^ ini l /avvrwvw 

occidentaux, à zéro ; ce qui prouve que laie est parallèle au plan {% XXXIII). 

§ xLvn. 

Élévation du Si dans la même formule : 

>61e sur un plan ^ ^^ dn p4le = ^ qr 5l 

incliné oriental siu f«cir . uu |pu« RR •+• R 

on occidental. 

on suppose la déclinaison de 90* ou le plan oriental ou occidental , on aura d =0, 

et elle deviendra : 

%L 
finélév. du pôle =s qi •— 



• I 
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e*68t-à-dir6 que t élévation du pôle sur les plans inclinés orientaux ou ocddeniaux a 
sm sinus égal au produit du cosinus de C inclinaison du plan par le sinus de la htituds 
du lieUf divisé par le rayon. Le sjgno =f= annonce seulen^n.t que, dan$./oe^ de^x 
espèces de plan , Taxe n'est pas semblablement dirigé; pour les plap$ orientaux 
il est dirigi vers le pôle élevé , et pour les plans occidentaux vers le pôle abaissé. ' 

I 

§ XLVIII. 

Si la déclinaison était dans la même formule supposée nulle, et l'inclinaison sur on pian 
du plan en sens contraire de Tinclinaison de Taxe et égale au complément de la 
latitude y on aurait : fl(=R, 1 = / et t=L, et la formule deviendrait : 

. ... , ., // + LL RR _ 
sin élév. du p6Ie = — 5 — = -=— = R , 

c'est-à-dire que Taxe serait perpendiculaire au plan. Cette supposition détermine 
en effet le cas du plan équinoxial ou perpendiculaire à Fàxe du monde. 

.. . , ■ f)ri » M V ' i •» ' -.i '■'■ ' 



r I 



Si , dans la formule (§ XLII ) qui exprime la tangente de la différence des mé-* iMffénnee 
ridiens, on suppose la déclinaison nulle ou D égal à zéro , la formule entière se pour ks pians 
réduira à xéro , . ce qui ' prouve que la dillërence des nû&rfdléns est alors nulte , ce «^<^o°"» 
qui d'ailleurs est évident. aoptentrionaox 

Inclinés. 

§ L. 

Si y dans cette même formule, on suppose la déclinaison de 90* ou le fUfk or j^i^n- ^°' ^ ^^"^ 
tal ou occidental, on aura : D=R et d::^o. Ainsi elle deviendra : . .on occidenuox. 



RRI 

tang diff. des méridiens ss 






u 

OU y en mettant pour -r sa valeur — ^ — , on aura : 

R X tang incl. 



( t 



tang diff. des méridiens 



cosiat. 



c'est-à-dire que la tangente de la dijférence des méridiens » pour les plans orientaux ou Fig. 10. 
ocddeniaux , est égale an produit du rayon par la tangente de Finclinaison du plan » (fi- 
wisé par le cosinus de la laAude du lieu. 



• *.*• \ \ ï>\ '^^ */*' .»/ '.' •\\ ' ' * <■ 8' ^^ 



^j^*J[2|^ si, aân* Cétle même formule,, on supposa r inclinaison du plan dé W ou le 
pour les piaoB pfeh teMibâîr, tè qui rend I:ï£=R el ts=:0/on aura : 

▼erttcaux .'•';''• i ■ ■ . 

tang dm. des méndiens = --rr- 



ou 9 en mettant pour — sa valeur — 2- — ^ on aura : 



> • • 



•' 



taii|:,diff. 4w n^ridiitiis a= ^ ^J'ff/t^^' (S XXXI,)- 



smlat. 



1 I 



I LU. 

da^^wn^ti^ Les calculs à faire suivant quelques-unes de ces formules seraient fort longs , 

ta caicai 9^ Y OU u'avait pas le secour» des loprithmea; mais comiM Iai 'tables^ dé» iDga'» 

^^JétotoT i^ithmes des nombres ne sont pas fort étendues^ et qm tesftiaiiayCMÎiuis*, eto*^ 

sont exprimés par de très-grands nombres , on pourrait se trouver embarrassé si 
on ignorait les propriétés des logarithmes ; mais avec cette connaissance» les cal- 
culs deviennent fort simples. Nous allons en faire l'application sur la formule du 
§ XLIII, qui est la plus composée , où Ton a :, ^ , , , ,^. 



que nous avons représenté par : 



2m 



Supposons donc un plan dont Tinclinaison soit en sens contraire de 1 inclinai- 
son de l'axe :' 

La première , de 3Sl* 30' ; 

La deuxième, ou l^ilatllude, de 59'' 30'; 

L'angle que la soustylaire falA avac la verticale y de .64'' 2^[ ; 

On aura , en prenant les logarithmes : 

r 

log R6 60,000000 
legs* 19,270612 



Ainsi R6xf' = 18647 + 10'' ou. i«^ UMS0^Xï4<Ml » r. .^ ». «v. 



•- ut -> 



Lq? R* 20,000000 

Log «• 19,270612 



Log l'R'LV 78,978524 

rR"LY 95175X10'* 

R<I»L*. . 87570 



I"R*LV+R*PL' 182745X10'* 



Log RV 39,931230 

Log r 19,604256 



Log R^rr 59,535486 

RTP 343^51055 



Log r 19,165«80 

Log r 19,604256 

Log «• 19,270612 



Log rW= 58,040548 

riV = 109786X105» 

RVP = â43l500xlÔ53 

m=RVr+r/V =3541286X10" 

*= 3541iXl05« 



Log m = 59,549160 



2loggoulog(i^)\ 

fâ" 



m 



£x(ï)' 



= 19,200272 

= 15869X10'* 

= 158590X10'* 

*s 10519X10'» 

= 1 69109 X10'* 

= 19,228166 

z=z 9,614083 



m 



'•«*. FJ*»*»»* 



4112X10* 
41120X105 
^98>8X105 



V è+0+S- • - »»"»x'r 



liOg f ,.,...., ,19J65680i 

l^ L'. .-. . . ; .V . ; : . '1*1^76682 

Log RTL'. . . .' 78,942362 

Rn'L' 87570x10'* 

186470X10^* 
182745 



p = RV- t-R^V- R*PL'= 3725X10'* 
I^g de cette quantité = 3,571 126-f 74,000000 
oa iogp. . '. , . se .77,671186' 
Log m 59,549160 

Log^. 

tn 



» ^' a ■ < 



t > ' 






. . 18,021966 

ss 14,0000004-4,091996 

= 10519X10^4 



Log % 9,965615 

Log R'I 39,582840 

Log L 9,888341 

Log Z . . 9,802128 



Log ÎR3ILI. 
iR'IW. 



. . = 69,238924 
. . = 17335X10*' 
ou = 173350X10** 



Log 1 9,965615 

Log L 9,888341 

Log IR, .... 19,582840 

Log / 9,80212(8 

LogV ift,ayee*i 

LogtLRIb*. ff^ 68,50B6M 

tLRL5\ = 32325X10**... 32325X10** 

|n=iR3iLi —tLRb'=^ 141025 x 10*^ 

i= 1410 :J X 10** 

Log ^n = 3,i49296 +66,000600 

Log 7 n = 69, J4?296 

Log m = 59,549160 



Log 



in 

m 
in 

m 



8 9,600136 
= 39822X10^ 
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dottt le lio^riihme est 9^8173 qui est le logarithme de 4, c'est-dire le Ibga- 
ritBmé di|i cosinus de la déclinaison du plan , or ce nombre est lé co'^in^ de 
S5* 58'. Ce qu'il fallait trouver. 



> 



S LUI. 



ri4»nQaitre dan» 

quel sens 

^ l'hiclinaison 

dn plan 

relativement 

à l'axe , 

par le moyen 

dH l'angle que la 

méridienne 

du lieu 

«ur le plan fait 

avec 

ht KK'ridienne 

liorixontale 



Nous atoDS vu (§ XL) que BH = yv lorsque HO est représenté para, mais 



dans le triangle UBO rectangle en H , on a : 



Ainsi : 



HB:HO:: RMangHBO 



tangHBO = 



R X HO aRTd ïd 



En 



aîR 



OU en mettant pour 7- sa valeur 



taiiR incl. 



R 



, on aura : 



tang HBO = 



R 



• «» 



< ''\-\--\ « 



C'est-à-dire que la tangente de Vangle que la méridienne du lieu sur le plan fait avec 
la méridienne lufrizontak^ est égale au produit de la tangente de Cinclinaison par le 
cosinus de la décHmisôniéivisé par le rayon. m 1 

Lorsque cet angle sera plus grand que la latitude du lieu , le point (jle renoontr^ 
o de Taxe avec le plan du le centre du cadran sera vers le haut du phn : si au cbn- 
ti^aire cet angle e$t plus petit que la latitude HAO du lieu^ le point de rencontre; 
qui (létermi;ne le centre du cadran sera vers le bas du plan* 

Si cet angle était plus grand qu'un droite Tinclinaison du plan serajt en sens 
contraire de rinclinaison de Taxe. • 



( 



% LIV. 



\ 



Nous n*avons parlé des cadrans qu'en les considérant suri le côté.dù|ilan 
tourné vers le plan vertical élevé sur la section commune au plan inejiné et au 
plan horizontal, parce qu'il est clair que le cadran tracé sur Faiitre. face sera 
parraitement égal au premier, avec cette diflerence que le centre du cadran sera 
placé différemment, c'est-à-dire que, si danis le prémierie centre du cadran est 
vers le haut du plan, il sera vers le bas sur Fauire côté du pla^. 
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|LV. 

Jusqu'ici nous ayons supposé que le soleil Taisait constamment sa rôvolution 
journalière auiour de la terre en vingt-quatre heures, mai^ On a recofinu par< 
observation qu'il emploie quelquefois plus et quelquefois moins de vingt-quatre 
heures à faire cette révolution^ en sorte que le calcul du temps, à raison de 
vingt-quatre heures par jour, ne cadre pas exactement tous les jours avec le tomps 
vrai, cependant, au bout d'une année, il se trouve que le soleil a fait le même 
nombre de révolutions que s'il avait employé vingt-quatre heures exactement à 
faire chacune d'elles. L'année, partagée en jours égaux de vingt-quatre heures, 
c'est ce que l'on appelle le iemip^ moyen. C'est celui d'après lequel sont réglées Tempunoyw. 
les horloges, parce qu'il n'est pas possible de les assujettir aux difiërentes varia- 
lions que rinégalitédu mouvement du soleil fait subira la longueur des iours. 

II suit de là qu'une horloge bien réglée marquera ordinairement midi lorsque 
le cadran solaire marquera une heure diflërenle; et que les cadrans faits comme 
nous Tavons dit no dojpnpot que le temps vrai, et ne peuvent pas mfW à régler 
les horloges. 

Mais comme on sait par les tables faites d'après l'observation , la différence 
du temps vrai au temps moyen pour tous les jours de l'année, qui est ce 4|uc Ton 
nomme l'équation du temps; et que l'on sait par conséquent, dans quelque jour 
que ce soit, à quelle distance du méridien du lieu ou à quel point de Téquaieur 
le soleil se trouve lorsqu'il est midi au temps moyen, on peut, par les règles que '' i - "? 
nous avons données, déterminer pour un jour quelconque le point où le soleil . 
marquera son ombre lorsqu'il sera midi au temps moyen. La courbe tracée par 
les points d'ombres ainsi déterminés pour tous les jours de Tannée, forme ce 
qu'on uppello la méridienne du temps moyen , parce qu'en effet il sera m kli au temps MéridieDiif 
moyen foutes les fois que l'ombre se portera sur celte courbe* ^" 

On voit, par exemple : dans les tables de l'équation du temps que le 2 novembre 
il est 11^ 43' l\&" au temps moyen lorsqu'il est déjà midi au temps vrai , il faudra 
donc chercher sur la ligne de 1 1^ 43' 46" le point où se porte rombro du soleil le ,^ .^ -^ 

*i novembre (§§ XV, XVI et XVII), ce point appartiendra nécessairement :'i la 
méridienne du tenq)s moyen : on trouvera les autres par la même méihpode. 

La courbe ainsi tracée, à commencer du 24 décembre où le temps moyen 
s'accorde avec le temps vrai, partira de la ligne qui marque sur le cadran le' 
midi du lieu, elle s'eiri écartera ensuite progressivement pendant un certbrn temps ^ 
et viendra la recouper le 15 avril , puis elle s^écartera de nouveau du côté opposé, 
et s'en rapprochera de manière à y arriver le 15 juin; de là la courbe repassera au 



•c» ^i1 



Fig. Oi 
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premier côté de la méridienne, et après s'en être éloigné d'une certaine quantité, 
elle viendra la recouper le 1*' septembre; enfin après s*ètre écartée de l'autr 
côté pour la deuxième fois, elle viendra se refermer au point du 24 décembre. 
En s^rteque celte courbe doit avoir ù peu près la forme du chiffres traversé i peu 
près dans son milieu par la méridienne dii lieu. 

§ LVI. 

Nous n'avons, dans le § LY, considéré qu'une seule des faces des plans pour y 
tracer des cadrans^ U est évident que ceux que Ton tracerait sur la face opposée , 
sont . parfaitement égaux aux premiers , avec cette différence seulement , que si 
le eentre du cadran occupait dans le premier cas la partie haute du cadran , H 
seraplacédans le second vers la partie basse, et réciproquement: parce qu'ils font 
alpcs face à des pôles opposés^ 



Béveloppement ée quelques problèmes de gnomoniqae 

par la trigonométrie sphériqoe. 

( Extrait da Mémoire de M. Picart en 1699 ). 

3* PROBLÈME. 

Planche IV. lieux points (Tombre.^Umt donnés par obsemUion ^ trouver la luMewr du paie sur le 
pUm , et la ligne souskflaire^ supposé comme la déclinaison du soleil. 

On mesurera la hauteur AG du style, et les distances AB, AD du pied du style 
aux points d'ombre B et D : avec cette hauteur et chacune de ces distances, on 
formera deux triangles rectangles ; l'angle ACB de l'un et l'angle AGD de Tautre, 
exprimeront les distances du zénith au soleil dans tes instants où les points cor* 
respondants B et D onl été dDservéSf On mesurera ou l'on calculera aussi l'angle 
BAD que font entre elles les deux lignes d'ombre AB et AD. 
yi^ ^ Gela posé , si l'on représente par AG6K le méridien du plan ; que P soit le pôle 

du monde, G le zénith du plan, et le soleil supposé aux points E et F dans les 
moments oà Ton a observé les deux points d'ombre : l'arc GE sera exprimé par. 
l'Mgle ÂCB, et Parc GF par l'aEngle ACB. Avec ces deux côtés , et l'angle EGF qui 
est celui des deux lignes d'ombre> dn calculera dans le triangle EGF la distancé 
EF entre lee danx. |K)6itiona <ki isèleîl da«s Acs inslants où les obsertnlions ont 
étéi iaiies ; on calouleri) «ws^ J'angle EJPG^ 
i.Si r^n ittagiM>MSiiiiele6.ar«8 P£«L PF ^mmésk àm fùh iMM pràiAs de poaili^a 



du soleil y cQs arc» étaat left cojnpIénieDjl^, de. ika décliMi(W)A netrimà aoaiiHS, Biais 
nous venons de calculer EF ^ ainsjbl^irois côtés du trilogie PFE scroM-coniHift; on 
pourra donc calculer l'angle HPË* I^a difTéi^eace entre cet angle ei Tangie oalcelé 
EFG fera connaître l'angle PFG du triangle PFG , dans lequel on connaît d'ail* 
leurs les deux côtés PF ejL CF. On pourra donc caioular le côté PC qui est la dis- 
tance du pôle au zénith du plan, et par conséquent le complémc^it à» la hautewr 
du pôle sur le plan , première chose cherchée. Oa calculera avssi TangW PCF 
qui est celui que la sou^tylaire fait avec la ligne d'ombre AD y. aiosi la sonsty laine 
sera aussi trouvée ; c'est la deuxième partie du prahléme, 

-!• PROBLÈME. 

JLa ëOÊmtyUidre ei tm p(mi (Cambre étant donné», tnmoer ht hautenr du pâle sur le 
plant supposé qu'on sad^e h déclinaison du sokil au moment où le point it ombre a été 
iAservé* 

Au nejen de la longoevr de Fomhre observée et de la hauteur du style, on ng. ftp 
connaîtra comme au problème précédent la distance CF du zénith C du plan au 
soleil , au moment de l'observation ; et la soustylaire étant donnée on prendra 
l'angle qu'elle fait avec la ligne d'ombre , ce sera l'angle PCF du triangle PCF, 
dans lequel, outre cet angle et le côté CF, on connaîtra encore le côté PF complé- 
ment de la déclinaison du soleil ; ainsi l'on aura assez de données pour calculer le 
troisième côté PC qui est le complément de la hauteur du pôle cherchée. 

5' PaOfiLÊME. 

La hauteur du pôle sur le plan , un point Nombre et la déclinaison du soleil étant 
donnés , trouver F angle que fait la soustylaire avec la ligne d^ombre. 

L'arc GP est le complément de la hauteur du pôle donnée, on calculerai au ^* ^« 
moyen du point d'ombre et de la hauteur du style , l'arc GF qui est la distance du 
zénith du plan au soleil , enfin le côté PF est le complément de la déclinaison 
donnée du soleil dans le triangle GPF; les trois côtés seront connus, et l'on pourra 
par conséquent trouver l'anglç PCF qui est l'angle que la Kgne d'ombre ^it avec 
Im, aouatylaire^ on soa suppléilieoL 

6* PROBLÈME,. 

V angle de la soustylaire avec la verticale^ la hauteur du pôle du lieu et [iifclinai$g/f 
du plan j sHlyen a , étani donnés^ trouver la hauteur du p6U sur legfanf la^diffîtr^im^ 
des méridiens y et la, déclinaison du plan* 
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fig. 9i V Soit ^epdiseiilé le RHérfclien da lieu par le cercle PGBR * soit P le pôle le plus 
wisîvi du fièfiitii G du lieu; PCB le méridien du plan , en sorte que C soit son 
iénith; IC6R'^^ra le vertical commun et CG la distance du zénith du plan au 
ténith^u lieui 

Or dans le iriangle GPG , GP est donnée c'est le complément de la hauteur du 
pôle «du lieu; GG est aussi donné par Tinclinaison du plan, et Tangle PCG est 
également connu y puisqu'il représente celui que la souslylaire fait avec la verti- 
cale. On pourra donc calculer les autres parties de ce triangle , savoir : le côté 
GP, complément de la hauteur du pôle, sur le plan; l'angle CPG, qui est la 
différence des méridiens du lieu et du plan; et, enfin, l'arc GP, qui exprime la 
déclinaison du plan , ou son supplément. 

Remarque. Dans le triangle GPG , on a : sin : GG : sin PG <: sin GPG : sin PCG, 
ainsi sin GPG == sin PCG multiplié par sin : GG, divisé par sin PG, c'est-à-dire 
que le sinus de la différence des méridiens est égal au produit de l'angle de la sou- 
$tglaii[e aveq la verticale par te sinus de C inclinaison du plan^ divisé par le commis de la 
hauteur du pôle du lieu. 

Dans le même triangle, on a : 

^ ; , f , M. ï I : «in P : «înG :: siaCG : sin PC 
Ainsi ;,. , . ^ . . , .'..,».-'•. 

* ' ' ' ^' * " : „ sînGC X sin G sin încl. X sîndécl. 



•A 'Ai* 



4 .r"* 



riff. 0. 



l'O 



mettant pour sinus P sa valeur trouvée ci-dessus, on a: 

. ^^ «indécl. X coslat. 

sm PC = . p.,,, 

sm PCG 

C esl-a-(Iire que le cosinus de l'élévation du pôle ^^r le plan est égal au 'Sinu$ de ta 
déclinaison du plan multiplié par lé cosinus de la latitude du lieu y divisé par le sinus de 
Pahglè que ta sousUjlaire fait avec la verticale. 

T PROBLÊME. 

La ptus courte ombre ou Ic^hatUeur du pôle sur te pim » Itt hatueuf du pôle du lieu 
et l'inclinaison étant données , trouver la soustylaife y ta différence des méridien» ei te 
déclinaison du plan. 

On connaît par les données dti problème les trois côtés du triangle CPG, car 
PGest le complément de la latitude du lieu ou de la hauteur du pôle du lieu^ 
PC est le complément de la hauteur du pôle sui^W plan', et CG, la distance du 
zénith du^pten M zéni.hdtt lieu , ea donné piar rîriclinaîson donnée; on pourra 
donc calculer les trois angles, qui sont les iubôndùes cherchées danâ ce problème 
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Il faut remarquer que la détermination précédente par l'angle de la soustylaire 
avec la verticale « est préférable à celle-ci lorsque le plan déclioe peu , parce 
qu'alors pour beaucoup de cbangemeut à Tangle de la soustyiaire avec la verti- 
cale , il en arrive peu à la hauteur du pôle sur le plan; mais quand il y a beaucoup 
de déclinaison du plan, c'est tout le contraire. 

Ce problème et le précédent sont , dans la pratique , toujours préférables au 

4* et au 5% 

8* PROBLÈME. 

Un point cC ombre , la déclinaison du soleil, la hauteur du pâle, du lieu, et C incli- 
naison du plan étant donnés j trouver la hauteur du pôle sur le plan. 

P étant supposé au pôle, G au zénith du lieu , et G au zénith du plan, et le 
soleil placé en S au moment de Tobservation , le point d'ombre donné fera con- ^' ^' 
naître la longueur de Tombre, et par la hauteur du style la distance du soleil au 
zénith du plan : c'est l'arc GS ; la distance CG entre les deux zéniths est donnée 
par l'inclinaison du plan; enfin l'angle GGS compris entre ces deux côtés est égal 
à l'angle qu'une verticale du plan fait avec la ligne d'ombre; ainsi dans ce triangle 
on pourra calculer SG , qui est la distance du soleil au zénith du lieu , ainsi que 
l'angle GSG. 

Mais dans le triangle PSG nous venons de trouver SG ; PS est le complément 
de la déclinaison du soleil , PG le complément de la hauteur du pôle du lieu ; on 
pourra donc , dans ce triangle , calculer l'angle GSP ; la diiférence de cet angle et 
de l'angle CSG trouvé dans le premier triangle donnera l'angle GSP, en sorte que • 
dans le triangle PCS , outre cet angle, on connaît les côtés PS et CS entre lesquels 
il est compris, on trouvera donc GP, qui est le complément de la hauteur du 
pôle sur le plan. Ce qu'il fallait trouver. 

Si le point d'ombre était pris sur la verticale du plan, le problème aurait une 
golution plus prompte et plus simple; en effet le soleil se trouverait alors en un 
point S du vertical commun, et l'on connaît GS par la longueur de l'ombre et pi^ ^ 
par la hauteur du style, GG est connu par l'inclinaison du plan; ainsi on con- 
jialtra GS par une simple soustraction , de manière que les trois côtés du triangle 
GSP seront connus; ainsi on pourra calculer l'angle PSG, son supplément sera 
l'angle PSG du triangle PSG, dans lequel on connaît d'ailleurs les côtés PS et 
GS ; on trouvera donc GP, complément de la hauteur cherchée. 

9* PROBLÈME. 

Le mêmes choses que dans le 8* problème étant données , trouver la déclinaison 
du plan. 

On connaîtra GS et l'angle GGS comme d&ns le problème précédent , on cher- Fig* a 

3S 



then dans le triaagle SPG , où les côtés sont connus , l'angle PGS ; la différence 
de cet angle avec l'angle GGS donnera Tangle PGG , qui est la déclinaison du plao 
ou aon sttpplénent* 

iO' PROBLÈME. 

te 

Par [observation du soleil qui est faite lorsquHl rase le plan , trouver la décHmnsên 
du plan y supposé que Con sache la déclinaison du soleil , la hauteur du pôle du lieu et 
(inclinaison du plan. 

Pour connaître par observation quand le soleil rase le plan , c'est-à-dire quand 
il est dans le plan du cadran j il faut avoir une grande règle sur le plat de laquelle 
il y ait deux pinnules dressées aux deux bouts, dont Tune soit percée au centre 
pour laisser passer les rayons du soleil , et l'autre disposée de manière à les rece- 
voir sur un cercle dont le centre soit correspondant au trou de la première 
ptnule; eetie règle , ainsi préparée, sera appliquée de plat contre le plan, et 
pointée continuellement vers le soleil, jusqu'à ce que l'image du soleil tombe 
justement dans le cercle de la deuxième pinnule ; alors sans déplacer la règle on 
tracera une ligne qui représentera le rayon du soleil au moment où il aura rasé 
le plan , «upposé que le côté de la régie soit bien parallèle à la ligne des centres 
des pinnules. 

On mesurera ensuite l'angle que la ligne ainsi tracée fera avec la verticale, 
fig. A ^et A. Soit AD le grand eerde de la sphère parallèle au plan du cadran ; G son zénith; 

P le pôle élevé sur le plan; G le zénith du lieu qui sera dans le plan du cadran 
Vil n'y a point d'inclinaison (fig*/)] S le centre du soleil placé dans le plan du 
cadran au moment de l'observation ; H le point d'intersection du même plan avec 
la verticale commune Gû« L'arc SH sera mesuré par l'angle formé par la verticale 
du plan et par le rayon mené du pied du style au soleil au moment où il rase le 
plan. 

Ain^ dans le triangle SPG {fig. f ), lorsque le point G se confond avec le point 
M à cause de l'inclinaison nulle, on connaîtra SH et SGpar l'angle de la verti- 
€ale avec la ligne tracée dans l'observation , PS complément de la déclinaison du 
t^pleii , et PG , complément de la hauteur du pôle du lieu ; on pourra donc cal- 
culer l'angle SGP dont le cMEiplément CGP sera la déclinaison du plan. » 

Si le plan est incliné, le zénith G du lieu se trouvera hors du plan. Mais le 

triangle GSH sera rectangle et l'on y connaîtra SH comme au cas précédent, et 

GH par l'i^çliQ^içpA du plan ; oq trouvera dQi»e SQ et l'angle SGH ; en sorte que 

dans le triangle SGP, où PS et PG sont donnés par la déclinaison du soleîi et par 

^ latitude du lieu f or çQxm^Ur^ le^ltrois^ côtés flYQc lesquels on oaloulnra l'angle 
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S6P; aîùd en pfeûktA h somme ou fa différence de cet angle et de f angfe SGH , 
<ttl aura Tangle t^(SG (]d! détermitie ta décfiùaïsoh. 

!!• PROBLÈME. 

JLa dédinmscn du plan étant donnée^ tramer la hauteur du pôle sur le pUm% lalijpte 
soustylaire et ta différence des méridiens , supposé ta hauteur du pôle du lieu et CincU^ 
$iaUcn du plan. 

Par les données on connaît dans le triangle PCG , CG distance du zénith du fU^ •• 
plan au zénith du lieu , connue par l'inclinaison du plan, PG complément de k 
hauteur du pôle du lieu , et l'angle PGG connu par la déclinaison ; on pourra donc 
calculer toutes les autres parties de ee triangle; le côté PC sera le complément 
de la hauteur du pôle sur le plan ; l'angle PCG , qui est celui que la soustylaire 
fait avec la verticale, et enfin l'angle CPG, qui est la différeace des méridiens du 
lieu et du plan. 

iV PROBLÊME. 

La ééetimâsm du ptm ei son bteUnaimm ékmâ doninief trémm fMiifsM de ta Ugnt 
méridienne* 

DaHM les fig. /, 9 et A , la ligne méridienne du tien sera dirigée du pied du 
slyle au point où le méridien dit lieu PG eart crapé par le plan du cadran ; or 
dans la fig. /, oà rinclinaisoii est supposée nulle , le méridien du lieu ne ren- 
oontre le plan an caéran q«'a« zénith G ; ainsi dans ce cas la méridienne du lieu 
est verticale dans le plan du cadran. 

Dans les fig* 9 et h, la méridienne du lieu va du pied du style an point où le 
méridien du lieu PG est coupé par le plan du cadran ; or dans la fig. /, où l'in- 
clinaison est supposée nulle , le méridien du lieu ne rencontre le plan du cadran 
qu'au zénith G ; ainsi , dans ce cas , la méridienne du lieu est verticale dans le 
plan du cadran. 

Dans les fig. gel h la méridienne du lieu va du pied du style au point I , et la 
verticale du plan va au point H , où ce point coupe la circonférence CG du ver- 
tical commun ; ainsi l'ai^c III sera la meeiire de rdiU<fiiilé de la ligne méridienne ; 
OMIS dans le triangle GHI , GH est connu par Finclinaison ; l'angle IHG est droit, 
et l'angle IGH est la déclinaison donnée du plan ; on pourra dont calculer l'angle 
ou l'arc cherché GI. 

Remarque. Dans le triangle rectangle GHI on a : 

„, tang H6I x sin 6H 

tang HI =s — ' :^ 



c*e$t-à-dir6 que ta tangente de Cangle que ta méridienne du lieu fait mec la 

du plan^ est égale à la tangente de la décHnaiion du plan multiplié par le cosinus de son 

inclinaison , divisée ensuite par le ragon. 

13* PROBLÈME. 

La différence des méridiens étant donnée , trouver C heure de la soustylaire» 

On réduira cette diiïérence en temps à raison de 15"* pour une heure ^ et le 
produit en sera compté depuis midi si le plan est vers Toccident ; si au contraire 
le plan tourne à l'orient, ce produit sera retranché de 12 heures, le reste sera 
l'heure de la soustylaire. 

14* PROBLÈME. 

Fig. t. i^ hauteur du pôle étant donnée, trouver la moitié du plus grand jour. 

Soit HL l'horizon parallèle au plan du cadran , ÂQ Téquateur, P le pôle, S le 
point de Técliptique où le soleil a la plus grande déclinaison. Si l'on imagine 
l'arc PS mené par le pôle au soleil prolongé jusqu'à l'équateur qu'il rencontre en 
D, l'angle D sera droit et l'arc OD marquera l'excès de la moitié de l'arc diurne 
du plus grand jour sur la moitié AO de l'arc diurne équinoxial , c'est-à-dire son 
excès sur six heures. Or dans. le triangle rectangle OSD on connaît DS, qui est 
égal à la plus grande déclinaison du soleil ou à l'obliquité de l'écliptique; on 
connaît aussi l'angle 0, qui est l'élévation de Téquateur, et par conséquent le 
complément de la hauteur du pôle du lieu ; on connaîtra donc l'arc OD, que l'on 
réduira en temps pour l'ajouter à six heures et avoir pour leur somme la moitié 
du plus grand jour. 

Or : sin 0D=5 —^ — , ainsi le sinus de l'arc qu^ il faut ajouter à 90* pour la 

moitié du plus grand jour, est égal au produit de la tangente de la hauteur du pôle du 
lieu par la hauteur de t obliquité de Cécliptique^ divisée par le rayon. 

m 

15- PROBLÈME. 

Déterminer les heures qui doivent être marquées sur un plan donné* 
Si le plan est horizontal, le problème se trouvera résolu en déterminant les 
heures du plus long jour. 

Si le plan regarde le même pôle que le plan horizontal , il faudra chercher 
rheure de la soustylaire, en retrancher la moitié du plus grand jour du plan pour 
avoir l'heure du lever relativement au plan , et ajouter à celte heure de la sou- 
stylaire la moitié du plus grand jour du plan pour avoir l'heure du coucher pour 



ce plan : mais il faut savoir si le soleil , aux heures trouvées , sera sur.Fliorisoii 
du lieu ; ce qui est facile , en employant l'heure du lever ou celle du.eowher aa 
plus grand jour du lieu. 

Pour les plms mériéSonaux dam un lieu êepterUrional ^ au emitraire il faut trouver 
(heure à laquelle le soleil se couche où se lève à C égard du plan proposé ; ce qui suppose 
la hauteur du pâle du lieu et la déclinaison du plan : on fera donc (la proportion), comme 
le rayon est au sinus de la hauteur du pôle du lieu , ainsi la tangente de la déclinaison 
du plan est à la tangente dun arc, qu il faudra ôter de 90^ ou de six heures si ie plan 
est oriental, ou bien qu'il faudra {goûter à six heures si le plan est ocddentaL V heure 
mntn trouvée sera la première ou la dernière qu'il faudra marquer sur le plan* 

Cette partie soulignée de la solution du problème est copiée littéralement sur 
le mémoire de M. Picart; mais il paraît que la proportion qui fait connaître la 
quantité qu'il faut combiner avec six heures est fausse, car dans le cas dont il est 
ici question , le plan du cadran et le plan horizontal font face à des pôles opposés. 
Ainsi, quand les arcs diurnes croissent pour l'un, ils décroissent pour l'autre, et le 
plus grand jour pour l'un et pour l'autre, en supposant qu'ils puissent se porter 
empêchement respectivement par leurs horizons, sera celui où le soleil se lèvera 
ou se couchera au point d'intersection de ces horizons ; et ce plus grand jour qui 
a lieu pour le plan , parce qu'en effet il reçoit empêchement par l'horizon du lieu , 
ne sera jamais de plus de douze heures, parce que les deux horizons se coupent 
en des points communs avec l'équateur et le partagent en deux parties égales i ce 
plus grand jour sera donc au temps de Téquinoxe. Or, le soleil étant dans l'équa- 
teur, la différence entre les origines des arcs diurnes pour le plan horizontal et 
pour un plan vertical déclinant est évidemment égale à la différence de leurs mé- 
ridiens ; et quelle que soit l'inclinaison du plan supposé , son horizon coupe 
rhorizon du lieu aux mêmes points où celui-ci est coupé par l'horizon du plan 
vertical , de même déclinaison que le plan supposé. Ainsi , quelle que soit la situa- 
tion du plan supposé , la différence de l'origine de son arc diurne avec l'origine 
de l'ara diurne du lieu sera égale à la différence des méridiens du plan horizon^ 
tal et du plan vertical de même déclinaison que le plan supposé : c'est-à-dire que, 
s*il est oriental , le lever pour le plan devancera six heures d'une quantité égale à 
cette différence des méridiens , et s'il est o^idental il retardera au contraire de 
cette quantité. L'inverse aura lieu pour le coucher. 

Mais ( § XXXI) la différence des méridiens du plan horizontal et d'un plan ver- 
tical déclinant est égale au produit de la tangente de la déclinaison multipliée 
par le rayon , divisé par le sinus de la hauteur du pôle du lieu. Ainsi , la propor- 
tion ci-dessus est fausse j car elle donnerait celte différence égale au produit de 
la tangente de la déclinaison multipliée par le sinus de la hauteur du pôle divisé 
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purto«ty<m nom te même fcmmil» qvii sert à troiivef h $d$<tite différence ieg 
sev^im à la sokrtkm de eef problëmie. 
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De 
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Fig. I. 
Équinoxial. 
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de Tombre. 



Grandeur 
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hauteur du point 

portant Tombre. 



3Ww^ ffVfpAtfUe «ter MrfraRs mur MmÊgêsmi»^fâÊHm 

i. Une plaqiue opaque, percée d'un, (pou ivkié potv laisser pMaer Itbveaifeni 
i|jR rajMt de lumière « étant aoiitenua au-dessus d'un pkn an mojren d'un oopki^ 
sKeura suppQrt&n forme ua gnonenJ Le fûivt <|ui répead daM fe plan perpmdii* 
culajrementatt teau de' la plti^ue eafc le pied du gsuMMa. Si du piied du gnemê» 
on trace un acv) de cerele sur le plan ^ et <|ue l'en marque aui^ eei ara les^ detM 
pMnl^ où la himiépe du seléU ae* porteira en passant au ftrarofa di» givouMln , et 
(pae l'en divise la partie de cet arc comprisse entre les deux points observés , par* 
une UgneivmM^ du pied du gnomon, eette ligne sera la? sonatylairie du plaiiv 

Sv Si l'on imagine un ptan quelconque coupé par na plan horizontal stnr !equ^ 
e* a tracé, comme nous venoM dis lé dire, une somtyfoire où une mérrdienM ; 
Fanghs <fue la méridienne fera avec la section de ces denx plbn» matc^uera Ih d^ 
dinafson du pian qui n'est pas het iiontbh 

3. La soQstylaire se eeufond ou , pour mieux dire , devient ette^métne fe mé^ 
pidieune du lieu eu Ton est ^ lorsque la déclinaison du pton sur lequel elle est 
Éîtuée est nulle. 

4. Il suffit de connaître la soustylaire d'an plan en sa déclinaison pour j pou^ 
voir tracer un cadran , pourvu que Ton connaisse awssi la latitude du Keu et lai 
shuation du plan relativement i l'horizon du lieu. 

6. Soit tirée la ligne ab (fig. i) peur représaHer une méridienne el ayant foil 
l'aAgle bac égal à la latitude du lieu , soit menée par un point queloenque e de fcl 
ligne ae la perpendiculaire cb(*):lte point b ainsi déterminé fixera la. position de 
la ligne équinoxiale J^, que l'on mènera par ce point b perpencKeulaiirement à ht 
méridienne. 

St l'en fait chacun dès angles bee ^ bcd^ de 23'' 28\ les points eeié ainsi déler^ 
minés seront les limites de l'ombre du point c du style ac sur kt méridienne; 
ainsi l'ofnbre du style entier occupera la longueur ad. Mais si , au lieu d'un styfe 
o* n'emploie qu'un seul pdint c, couMie le trou d'une plaque, alors il sulira de 
donner au cadran la longueur eéy pour que l'ombre soit toujours à midi sur le plon« 

ft. Lorsque Tort emploie un style, it n'importe guère que Tombre soit termi- 
née sur le plan : niais c'est d'aprrès ce que ndu's venoas de dire que l'on peut tou- 
jours juger de la grsfirdeur que doit avoir un cadran , lorsque te style en donne h 



(^] ei est perpendiculaire à ac. f. 0. 
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j[raodei|r j ou de I9 bauteur que 4oit avoir le point c au-desBUS du plan ^ si o'^àt la 
grandeur du cadran qui est donnée* 

7. I^ méridienne kb dVn pl^^ horîiOBlal étaRt donnée^ traoer U cadras^ de ng. d. 
manière qqe |ea beures soient marquées paj* wa styleu 

On déterminera TéquînMiale GF (n'' 1) ; puis, a;yant pria sur àB, à eomineBeelr 
du point B d'uncôté ou de l'autre ^ la lignç BHsAc (yi^. I) , on décrira du poirit 
H, conune centre, la demi-circonférence IRK à laquelle GF sera tangente ; en<- 
suite on divifiera cette demi-circonférence en douze parties égales auK poinfis 
1, 2, 3, 4, etc.; on mènera, par ces points de division, des rayons prolongés 
jusqu'à Féquinoxiale GF, et du point A on mènera aux points où cette ligne aura 
élé coupée des lignes qui marqueront les heures comprises entre six heures du 
matin et six heures du soir. La ligue VI-~A — YI , menée par le point Â perpen- 
diculairement à la méridienne, sera la ligne de six heures tant du matin que du 
soir. Les lignes qui doivent marquer les heures, avant ou après, sont déterminées 
par le prolongement de leurs correspondantes déjà tracées ; en sorte qu'en pro- 
longeant, par exemple, la ligne de cinq heures du soir, on aura, de l'autre côté 
du point A , la Ijgne de cinq heures du matio ; ainsi des autres. Les lignes horaire 
étant tracées, il ne reste plus qu'à placer le style ne (fig^ I) dans le plan verticfd 
élevé sur la méridienne , le point a sur le point A et de manière qu'il fasse avep 
AB un angle égal à l'angle bac (fig. I). 

Si l'on voulait avoir des lignes pour les demi ou les quarts d'heure», etc. , M 
n'y aurait qu'à subdiviser proportionnellement les arcs i3-l, l«-2, 2*3, etc., qui 
ont servi pour trouver les lignes des heures entières, et achever la oonstruetioa 
comme pour les heures. 

8. Si au lieu d'un style on voulait employer un gnomon, il faudrait faire ng. 11 et nu 
AO^=iao {Jig. I) , et placer le gnomon de manière que le trou de sa plaque fût 

élevé perpendiculairement au-dessus du point O et éloigné de oe point d'une 
quantité égale à co {fg. I). 

Si le gnomon était j^acô d'avance sur le plan, le point serait donné et le point A rss* ni. 
indéterminé. On porterait alors la hauteur connue éo du gnombn sur un côté 00 
d*un angle droit mon^ et parle point c ainsi déterminé, on mènerait la ligne ca qui, 
faisant avec co l'angle aco égal au complément de la latitude du lieA , fixerait su# 
l'autre côté de l'apgle droit la longueur oon que l'on porterait de en A {fig. II) 
le point A air^i trouvé , on construirait le cadran conune il a été dit cî-dessus. 

9. Pour marquer le point où doit se porter l'ombre d'un point déterminé c dis Fixer le point où 
style (Jig. I), où .1^ lumière passant par le trou c d'une plaque dans un inata»! '^^^^^ 
donné, dana Wfméfi on connaît (a déclinaison du aoleil, U faudhiit revenir auc instant donné, 
lignes qui ont servi à la construction. « 
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Pl«.fletIV. 
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du temps moyen. 



Cadran vertical 

décUoant, 
la floostylaire 
élantdoiioée. 

KIg, V et VI. 



Ayant faiturcsà la partie ÀR de la ligne horaire qui répond à Tinstant doAné, 
comprise entre le point A et Téquinoxial, on décrira sur cette ligne une demv- 
circonférence sur laquelle on marquera le point c, en faisant ac:= à la partie du 
style comprise entre le point donné c et Torigine A du style, ou égale à la dis* 
tance du trou de la plaque au point A, et Ton tirera la ligne cr; on fera ensuite 
Tangle rcs égal à la déclinaison du soleil » ce qui déterminera le point s en dehors 
de l'angle acr, depuis Téquinoxe du printemps jusqu'à l'équinoxe d'automne, et 
en dedans le reste de Tannée ; on portera ensuite rs sur AR , de R en S, et l'on 
aura ainsi le point S que l'on cherche. 

10. On tracera par celte méthode une méridienne du temps moyen , en mar- 
quant l'ombre du point cpour tous les jours de l'année, ou au moins de cinq en 
cinq jours , à l'instant où il est midi au temps moyen , ce que l'on connaît par les 
tables que l'on trouve dans certains almanachs. Si l'on sait, par exemple, que le 
2 novembre il est midi au cadran tandis qu'il n'est encore que onze heures qua- 
rante-quatre minutes au temps moyen , c'est-à-dire que l'équation du temps est 
de seize minutes, on cherchera l'ombre du point c sur la ligne de onze heures 
quarante-quatre minutes , en employant l'angle rcs pris en dedans de 14* 48', 
qui est la déclinaison du soleil le 2 novembre. On trouverait de même les autres 
points de la courbe que l'on nomme la méridienne du temps moyen. 

ii. Pour tracer un cadran vertical déclinant dont on a la soustylaire , on choi- 
sira un point c de cette ligne pour être le centre du cadran ; de ce point on abais- 
sera la verticale indéfinie CM , sur laquelle on prendra GB à volonté , puis ayant 
élevé sur une ligne indéfinie ab (fig.W) la perpendiculaire ^c=GB, on fera 
l'angle bca égal au complément de la latitude, ce qui terminera la ligne ab\ on 
tirera par le point B une ligne horizontale qui coupera la soustylaire au point E, 
et à ce dernier point on mènera une verticale indéfinie que l'on recoupera en un 
point A , en décrivant un arc du point B comme centre , et avec df pour rayon. 

On fera ensuite EF perpendiculaire à la soustylaire et égale à EA , et l'on tirera 
la ligne CF sur laquelle on mènera, par le point F, la perpendiculaire FK qui 
déterminera sur la soustylaire le point K de l'équinoxiale GH qui doit être per- 
pendiculaire à la soustylaire. On prendra sur la soustylaire, à commencer du point 
K, KL= KF ; ce ^era le rayon du cercle qui doit servir à trouver les lignes ho- 
raires dans ce cadran , comme dans un cadran horizontal (n"" 7 }. Mais , au lieu 
de commencer la division de la circonférence au point tangent K, il faudra la 
commencer au point N de cette circonférence déterminé par la droite menée du 
point central L au point M, oà la verticale GB, abaissée du centre du cadran, 
coupe l'équinoirfble GH , parce que cette ligne verticale est celle qui doit marquer 
midi pour le lieu. 
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' On placera le style dans le plan élevé sur la soustylaire CE perpendiculairement 
nu plan vertical , de manière que Torigine du style soit au point c, et qu'il fasse 
avec la soustylaire un angle égal à Tangle ECF. 

12. Si Ton voulait, au lieu d'un style , employer un gnomon , on porterait dans 
l'angle ECF, perpendiculairement à CE, la hauteur SQ que l'on voudrait donner 
à ce gnomon , et on le placerait perpendiculairement au plan au-dessus du point 
Q ainsi déterminé. 

13. Si le gnomon était placé d'avance sur le plan ; si, par exemple , on voulait 
employer à marquer les heures celui qui aurait déjà servi à trouver la soustylaire 
(n"" i ) , son pied Q serait donné sur la soustylaire , et sa hauteur SQ serait déter- 
minée. Pour achever le cadran , on mènera par un point quelconque G de la sou- 
stylaire une verticale GB, et l'on déterminera, comme ci-dessus (n* 11 ), la posi- 
tion de la ligne AB, au moyen de l'horizontale BE prise à volonté; puis ayant 
nnené par le point Q une ligne horizontale QT indéGnie et une ligne verticale QR 
égale à QS, on mènera par le point R la ligne QT parallèle à AB, qui, par son 
intersection avec l'horizontale QT, fixera le point T par lequel on mènera une 
ligne verticale TX , qui coupera la soustylaire en un point X qui sera le centre du 
cadran. On tirera la ligne SX en se servant de cette ligne et de la ligne SQ perpen- 
diculaire à la soustylaire, comme on a fait (n* 11 ) des lignes GF, FE (n* 5). 

. 14. L'angle BAE, déterminé comme nous l'avons dit (n* 11), exprime la 
déclinaison du plan. 

15. L'angle KLM est la différence des méridiens du lieu et du plan du cadran. 
Quand l'angle se portera sur GM, il sera midi pour le lieu , et quand elle se por- 
tera sur la soustylaire CE , il sera midi pour le plan ou pour l'horizon de la terre 
qui est parallèle à ce plan. 

16. Ge que nous avons dit (n^ 1 et 2), pour ce qui concerne la grandeur des 
cadrans relativement à la hauteur du gnomon , peut s'appliquer ici , en raison-- 
nant sur le triangle GSQ (fig. Y), comme nous l'avons fait sur le triangle aco 
{fig. I). Il en est de même pour tout ce qui a été dit concernant la méridienne 
du temps moyen ( n"* 9 et 10). 

17. Pour faire un cadran sur un plan vertical déclinant par le moyen de la 
déclinaison connue de ce plan , on fera l'angle mon égal à cette déclinaison , puis, 
ayant mené dans le plan une verticale indéfinie GZ pour servir de ligne de midi 
du lieu , et pris à volonté le point G de celte ligne pour être le centre du cadran , 
on mènera par an autre point B de cette ligne , pris i volonté , l'horizontale 
indéfinie BK, dont on déterminera la longueur en faisant l'angle BGK égal au 
complément de la latitude du lieu. On portera la ligne BK sur un des côtés de 
J'angle num {fig. VIII) en or^ et par le point r ainsi déterminé, on mènera rpper- 
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pendiculaireiuent sur Tautra cûié du méaie angle, ce qui dooDera la ligoe rp que 
Toa portera de B en E sur Tborizontale BK; la ligne CE, iiréed« poini G au 
point B , sera la soustylaire du plan avec laquelle on tracera le cadran eonme il 
aélédit(n-H)- 

18. Les cadrans dont on vient de parler sont supposés tracés aur la faoe des 
plans verticaux qui est tournée vers le midi ; mais le cadran tracé sur l'autre 
face est parfaitenieni égal à celui dont nous avons parlé, avec la seule différence 
qu'il est dans une position renversée : le centre qui, dans les cadraoadant nous 
avons parlé y était {^lacé vers le haut du cadran , sera placé pour Jes autres dans la 
partie inférieure ; et tout ce que nous a vous dit pour la oonstruction des premiers 
convient parfaitement aux seconds. 

19, Si le plan vertical n'avait point du tout de déclinaison, on le construirait 
comme un cadran horizontal en employant, au lieu de la latitude du lieu, le 
complément de celte latilude. 

!20. Si le plan vertical décliuait de 90% c est-ùndire s'il était parfaitement orien- 
tal ou occidental, la soustylaire CE ferait, avec la verticale CZ, uo angle égal 
au complément de la latitude du lieu. Le cadran n'aurait point de centre, le style 
n'aurait pas de hauteur ; MN ou MQ, hauteur prise it volonté, se placerait avec 
des supports dans le plan élevé perpendiculairement sur la soustylaire, et dans 
une position parallèle à cette ligne. Toutes les lignes horaires seraient parallèle3 
à la soustylaire; et pour les placer on ferait PF perpendiculaire à la soustylaire, 
et ayant pris sur la soustylaire^ à commencer du point fi où elle est coupée par la 
perpendiculaire PF, un rayon AB=:MP on =33 NQ, on décrirait une demi* 
circonférence que Ton diviserait, en commentant au point fi, à raison de 43* 
pour cha<]uo heure ; les rayons menés par les points de division prolongés jusqu'à 
la tangente PF détermineront sur cette ligne un point pour chaque ligtte d'heures. 
Ainsi, en menant par ces points des lignes parallèles à la soustylaire^ ou aurait 
les lignes horaires du cadran ; la soustylaire marquerait six heures du matin ou 
six heures du soir„ suivant que. le plan serait oriental ou occideotaL Les heures 
du matin ne seraient que dans le premier, en allant du haut eu hasdu cadrsa, 
et les heures du spir, da^ns le seooad» seulement elles y seraient placées en allant 
du bas au haut du cadran. 

21. Un simple cercle , divisé par des rayons de iS"" en d5* pour les heures ei 
proportionnellement pour des fractions d'heure , étant traversé perpendieulaire^ 
ment par un axe, servirait de cadran, en le plaçant de manière que cet axe fût 
daas le plan vertical élevé sur un^ méridienne horizonlale, et qu'il flt avec elle 
un angle égal à la latitude du lieu. 

2i. Le plan peu i être incliné du même càto que l'axe du mofide et avnir moins 
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irincliiKiif^Mi que cet axe, c^est le premier cas {fig, XF, XII, XIII el XIV); 
ou êlre plus incliné que l'axe, c'esl le deuxième cas {fig. XV, XVI, XVII el 
XVIII). 

Les deux autres cas supposent rincïrnaFson en sens contraire de Taxe. 

Maïs, en comparant ainsi Fînclinaison de Taxe à celle du plan , on suppose les j^ '^u xm 
angles d'inclinaison vus dans le même plan. La construction est Ta même pour etxiV; 
tous ces cas : nous allons la détaffler de manière qu'on puisse la suivre dans ^^\^xviip^^ 
tes figures qui ont rapport à chacun d^^cux. Nous supposerons seulement la décli- xix, xx, xxi 
natson du plan connue. XMii^^iv 

Soit fait V un triangle rectangle ade , dans lequel Tangle ead marque la latî- ^^ ** ^^'** 
tude du lieu {fig. XI, XV, XIX, XXIII). 

2* Un triangle rectaagle gfhy dans lequel raiigle/9A marque rinclÎDaiifiODdttpbo 
prise dans un plan perpendiculaire aux ligoea horizontales de ce pbn» c'est-à-dire 
l'angie que ce pton fait avec un plan horizontal (Jiy. XII ^ XVI y XX^ XXIV). 

3* Un triangle ikl également rectangle , dans lequel Fangle ikl marque la dëcFi* 
nMson du plan {fig. Xllf, XVIf , XXI, XXV}. 

Cefa posé on mènera sur le pfan une ffgne verucale RfN , ou pour mieux dire 
une ligne perpendiculaire aux lignes telles que op horizontales dans ce pTan, 
puis ayant pris sur le côté ad du premier triangle, la grandeur ab â volonté ». à 
commencer du point a, et mené bc parallérement à cfa , on portera celte longueur 
a* sur riiypeihénuse Af du troisième triangle de k en ç, et Ton mènera qr paral- 
lèlement à t/, ou perpendiculairement à ki. Ayant ainsi déterminé la longueur kr^ 
on la portera sur le cdté g/ du deuxTôme triangle de gr en 5 , du côlé opposé à celui 
vers lequel penche fe plan dans les deux premiers cas , et du môme côté vers 
lequel il penche dans les deux autres, en sorte que pour les deux premiers cas, 
il faudra prolonger gf. Dans ce même triangle on élèvera au point g sur gf\2i per- 
pendiculaire gt égale k bc du premier triangle ; on tirera ensuite st^ qui, étant 
prolongé dans les Acutl premiers cas, rencontrera le profil gA du pFan incliné au 
point v; on abaissera de ce point v sur ^/la perpendiculaire vx\ cela déterminera 
la longueur gx que l'on portera sur le côté ki du troisième trrangre de £ en &, 
et Ton mènera &5 parallèle à : ît. 

On prendra dans le deuxième triangle gv^ et on la transportera sur la vertrcale 
MN du plan , au-dessus et au-dessous du point B pris à volonté pour représenter 
sur le plan le point g du triangle, suivant que le point t; se trouvera lui-même 
au-dessus ou au-dessous du point g. Ayant ainsi déterminé la position do point 
k sur le plan , on mènera par ce point une ligne horizontale KC égale a Ta ligne 
&2 du troisième triangle, à droite ou à gauche du point K , sufvant que le pfan 
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« 

aura sa déclinaison occidentale ou orientale. On aura par ce moyen le centre C du 
cadran. 

Du point t du deuxième triangle on mènera îm perpendiculairement au profil 
gv du plan incliné, et Ton portera la longueur gm sur la verticale du plan , de B 
en S , du côté du point K ; par le point S ainsi déterminé on mènera du centre C 
la ligne indéfinie GS, qui sera la sousiylaire du plan. 

Du point S on élèvera sur cette souslylaire la perpendiculaire SQ , égale à la 
ligne Un prise dans le deuxième triangle, et l'on mènera la ligne GQ, sur 
laquelle ayant pris à volonté GD, pour la longueur du style que Ton veut em- 
ployer, on mènera par le point D la ligne DE perpendiculairement à GD; et par 
le point E, ainsi déterminé sur la souslylaire, on mènera, perpendiculairement 
à cette ligne, la ligne équinoxiale du plan, qui coupera en un point F la ligne 
menée du point G par le point B, laquelle doit marquer Theure de midi pour le 
lieu ; ensuite en prenant DE pour rayon , on décrira le cercle qui doit servir au 
tracé des lignes horaires comme dans les cadrans horizontaux ou verticaux , en 
observant de commencer la division de sa circonférence au point L , déterminé 
sur sa circonférence par le rayon mené du centre au point F de la ligne de midi. 

On placera enfin le style dans le plan perpendiculaire sur la soustylaire, de 
manière que son origine soit au point G et qu'il fasse avec la SQustylaire un angle 
égal àr angle EGD. 

Si c'est un gnomon dont on veut se servir, on observera dans le triangle GDF 
ce que nous avons dit qu'il fallait observer dans le triangle acb (fig. I) des 
cadrans horizontaux. 

23. La construction des cadrans sur des plans inclinés, telle qu'on vient de 

la voir, suppose la déclinaison du plan connue ; mais il est plus aisé de fixer la 

position do la souslylaire sur le plan, que de déterminer la déclinaison; ainsi il 

est nécessaire de savoir connaître la déclinaison d'après la souslylaire, afin de 

pouvoir ensuite tracer le cadran suivant la méthode que nous avons donnée. 

Pigares : Soitdonc SR la soustylaire tracée sur un plan incliné par un point quelconque 

^^^^x™^" S de cette ligne; soit menée une ligne SB perpendiculaire aux lignes horizontales 

xxx«xxxi du plan , et par le point B prisa volonté une horizontale BR; ensuite soit menée 

xxxm^Mxiv ^" po*ût B la ligne BD perpendiculairement à la soustylaire, et du point D où 

etxxxv; elle la rencontre, soit menée sur BR la verticale ou perpendiculaire DE, pour 

^^'^yîii^^' déterminer le point E. 
«t xxxvm. '^ 11*» ■• 1 • 

Soit abc un triangle rectangle en b, dans lequel ab représente une ligne hori- 
zontale, et l'angle bac la latitude du lieu. 

Soit aussi gfh un second triangle rectangle dans lequel j/ représente une ligne 
horizontale, et l'angle /^/i l'inclinaison du plan. 
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Gela posé, on portera DE sur le oôlé gh du deuxième triangle, de g en m, el Ton 
mènera mn parallèle à/b, qui rencontrera gf au point n, et Ton transportera la 
ligne gn sur ED, de E en 0; puis ayant pris aussi dans le deuxième triangle la 
ligne mn^ on la transportera sur la ligne horizontale ba du premier triangle, de 
b en p, et Ton mènera par ce point p la ligne pq parallèle à oc, ce qui déterminera 
la grandeur bq. 

Du point comme centre , et avec la ligne bq^ dont nous venons de parler, 
prise dans le premier triangle pour rayon, on décrira une circonférence de 
cercle ; et ayant tiré la ligne OB, on décrira sur cette ligne, comme diamètre, un 
second cercle dont la circonférence coupera celle du premier cercle en deux 
points; enfin par le point B et par celui K des deux points d'intersection des 
deux cercles 9 choisis de manière qu'ayant tiré la ligne OK, elle se dirige dans le 
même sens que la méridienne horizontale du lieu, que Ton connaît au moins à 
peu près ; par ce point K , dis-je, et par le point B , on mènera la ligne BK , qui 
fera avec BR un angle RBK égal à Tangle de déclinaison que Ton cherche. 

On remarque que la ligne OK étant projetée sur le plan horizontal serait paral- 
lèle à la méridienne de ce plan horizontal. 

24. Nous n'avons considéré qu'une seule des faces des plans inclinés, celle 
qui regarde le midi quand Tinclinaison du plan est dans le même sens que Tin- 
clinaison de Taxe, et à celle des faces du plan qui , dans la situation contraire , 
regarde le nord , parce que les autres faces des plans ont très-peu d'heures le 
soleil dégagé sur leur horizon , et que d'ailleurs les cadrans à tracer sur ces faces 
sont parfaitement égaux à ceux dont nous avons donné la construction , avec la 
seule différence dans la position , qui est renversée : ce qui était vers le haut 
du plan dans les premiers, se trouvera vers le bas dans les autres, et récipro* 
quement. 
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LIVRE IV. 

àWLfCATKm DE? U GÉMîÉTRfB DKSCaWMlVE AUX ENCRTOTAOES. 



t^*^ 



Dftils 80tt ?paif* (tes iMchiac», Hacitkttb » consacré un chapitre sn» engre- 
Mges. Il a donné fe Ihdople géométrique des engrenages cylindriques è épicy«« 
cloïde |4fti>e, et des engtentiges coniques à épîcydoïdes sphérîqties, ces engrenages 
étant intériews on extôrietirs. n a aussi donné h tbéofîe des «gretiages cyïtn- 
driqueset coniques à lanternes. Iladéveleppéfer théorwi des crémaillères droite», 
da«s iMqmUss les courbes soirt des détetoppantas et des eycloîrfes. 

Ifeis il n'a powt parlé de» autres, engrenages, car i\ ne dit qu'un mot sarh 
VIS sans ftn , et il cite senlement les engrenages de Wi^he dont il ignorart la 
théorie. 

Je suppose qtte Ton connaisse, avant délire ce quatrième lîwe, IeeAapîtr# 
écrk par llAdrerrE sur les engrenages, el je centînife- les. reéberefces^ géomé-^ 
frricrnes sur ce sujet important 

Plusieurs des mémoires contenus dans ee quafriôme lîvre enl déjà étépvMiés, 
les uns dans le Journal de f École polytechnique, d'autres dans le Journal de^mathé^ 
matiques pures et appliquées j rédigé par M, Liouville; plusieurs sont inédits et sont 
déjà anciens, car ce que je dis : 1^ sur les engrenages cléipsydres , a été écrit 
lorsque j'étais élève de TÉcole polytechnique en 4815; et 2* sur les engrenages 
à frottement de roulement et à vitesse variable, a été écrit à TÉcole d'application 
de Metz en 1817, dans mon mémoire sur le projet de machines, projet que je 
devais rédiger comme sous-lieutenant élève d'artillerie. 

J'ai classé par ordre de matière les divers mémoires dont se compose ce qua- 
trième livre, sans m'inquiéter des dates de leur publication antérieure. 

Après avoir lu ce quatrième livre, on devra lire l'ouvrage que j'ai publié en 
1842, et qui a pour titre : Théorie géométrique des engrenages destinés à trans^ 
mettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes situés ou non situés dans un 
même plan. Cette théorie est le complément nécessaire de ce quatrième chapitre. 



car ce sont les diverses recherches consigaèn daM «e qnatridmêr c!iiipitre , qui 
m'ont conduit à la tièéorie générale exfposée dans l'ouvrage puMïé en 4812, chez 
M. Bacbeliûr» qui a bàem v<Mriu tm On le ttbrsire-éditetir et rifAprimeuf . 



N^ â. 

ftOUHEàU SYeVÈME «KRMBTtAliT •£ ItlÂ-ffSVBTTM tïtt «OVVeUCNT (jmVOttMG ENTRE 
DEUX AXB8 OUI n% 901IT YA« «SfTOÊS DAHS UN Miue 1>1AN (^). 

M. Lerebvre, lientenanUcoTonel d'artillerie a publié; dans le deuxième numéro 
du Mémorial d'artillerie, une noie sur les engrenages^ et dans laquelle il décrit 
les procédés qu^l a suivis pour la construction des roues dentées employées à la 
poudrerie du Bouchet et à celle d'Angoulème. 

11 a donné aux dents la forme conique^ la directrice de chacun des cônes étant 
utte développante sphérique; et il démontre que celle courbe (la développante 
sphérîque) est préférable à Tépicycloïde sphérique. 

Ptarmi les avantages que présente le système à développantes planes : l"* dé* 
Tcloppantes planes pour les engrenages cylindriques dans le cas des axes 
parallèles; et ^ développantes sphériques pour les engrenages coniques dans le 
cas des axes qui se coupent , on doit remarquer celui de pouvoir à volonté chan* 
ger de pignon, et par là de pouvoir rapprocher ou éloigner tes deux ^xes de 
l'engrenage, en augmentait ou diminuant la vitesse de Taxe du pignon. 

La transmission du mouvement uniforme entre deux axes , et au moyen des 
développantes, était connu depuis longtemps, mais personne , jusqu'à présent, 
n'avait complètement déork les prop r iét és dont jouit cet engrenage, et n'avait 
surtout fait remarquer qu'il permettait de rapprocher oq d'éloigner les axes en 
faisant varier le diamètre des pignons (**)*> 



(*) Extrait du Bulletin de la iociétéd'encoMragemetUpourrinduêlriefWtianQle(%nnéeÂ^%9). 

(**) On peut éloigner ou rapprocher les axrcs , soit dans l^engrenage cylindrique , soit dans l'eDgranago 
conique , sans avoir besoin de changer le diamètre du pignon. Seulement dans le cas 4>ù Ton conserve les 
mêmes roues de Tengrenage, on diminue le jeu entre les dents quand oo rap|Mroche les axes, et Ton 
augmente h Jeu entre les dents quand on éloigne les axes. Cet engrenage ( par 4évei€|ppaii4es), cpi^il toit 
cylindrique ou qu*il soit conique, a donc un grand avaniage , c'est de permettre ée maintenir le jea 
constant entre les dents à mesure i|ue leirotlemeni usant les deots iei4 à augpaefttor l^fêu. 
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A ce gujert M. Lefebyre s'exprime ainsi : 

c II peut arriver que Ton ait à transmettre le mouvement d'une roue à une 
» autre, en se réservant de faire varier la distance de leurs axes; alors les don*- 
• nées primitives étant changées , la forme des dents ne satisfait plus aux condi- 
n tions exigées et ne convient plus dans beaucoup de machines , surtout dans 
» celles qui doivent fonctionner avec une grande précision , telles, par exemple, 
» que ^es machines à tailler les vis. 

f On 7 fait varier les vitesses angulaires en employant des pignons de diamè- 
» très dilTérents qui engrènent avec la même roue ; or un seul de ces pignons 
» engrène exactement, les autres ne peuvent être tracés rigoureusement, puis-« 
» qu'en construisant ce premier pignon on a arrêté la forme des dents de la roue, 
» et que cette forme dépend de son diamètre ; d'ailleurs le seul effet du frotte- 
» ment suffît pour changer cette forme. 

» Ces inconvénients indiquent déjà suffisamment que la forme épicycloidale 
» n'est pas la plus convenable; la développante du cercle, exempte de ces dé- 
» fauts, est donc préférable; cette courbe jouit encore d'autres avantages que 
» nous ferons connaître, etc., etc. (*). » 

J'ai remarqqé que les engrenages cylindriques (les axes étant parallèles) dont 
les dents sont terminées par des développantes planes, jouissent encore d'une 
propriété remarquable , et dont les mécaniciens pourront , je crois , tirer un parti 
avantageux dans diverses circonstances. Au moyen d'un engrenage cylindrique à 
développantes de cercle il est possible (lorsque cet engrenage est extérieur) de 
transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes non situés dans 
un même plan , et comprenant entre eux un angle quelconque , depuis l'angle nul 
jusqu'à l'angle droit. 

Ce problème mécanique n'a jamais été résolu, jusqu'à présent, en employant 
seulement deux roues dentées ; on ne connaît encore que le mécanisme nommé 
vis sans fin , qui résolve en partie ce problème. 



(*} On doit remarquer qoeil'on peut cependant , avec la forme épicycloidale, faire varier les diamètres 
des pignons sans nuire à la précision du mouvement; mais, alors, au lieu de prendre pour le flanc de la dent 
du pignon , lo rayon de ce pignon , on doit prendre l'épicycloïde intérieure engendrée par le carde <\w a 
servi à décrire Tépicycloïde extérieure qui termine la dent de la roue. 

Ainsi , quant à la facilité du changement de pignon , M. Lefebvre est dans l'erreur, ce changement peut 
s'0|[>érer den? les engrenages tracés avec des épicycloïdes, tout aussi bien que dans ceux qui sont tracés 
avec des développantes, et cela , que l'engrenage soit cylindrique ou conique. 

Mais ce qui doit faire donner la préférence à la développante , c'est que dans les engrenages ainsi tracés 
on peut rapprocher les axes , ce qui n'est pas possible dans les engrenages épicycloïdaux , et de plus c'est 
que, dans les engrenages à développantes, le pignon peut indifféremment conduire ou être conduit, ce qui 
ne peut avoir lieu sans arcqueboutement dans les engrenages épicycloïdaux. 
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Cette propriété remarquable, dont jouit un engrenage cylindrique à dévelop- 
pante et estériefir, peut permettre de construire un engrenage osdUant; ainsi 
pendant que Taxe de Tune des roues restera immuable en sa position, on pourra 
faire varier suivant une loi arbitraire la position du second axe par rapport au 
premier, en ce sens que si Ton prend la plus courte distance entre les deux axes, 
on pourra faire mouvoir le second axe autour de la plus courte distance et 
d'une manière variable , pendant que les deux roues dentées se conduiront uni- 
formément. 

Et en effet on sait : 

V Que si l'on trace sur un plan deux cercles G et G' (fig. 1), et qu'on leur 
aiène une tangente commune aa'^ on peut prendre un point arbitraire m sur cette 
tangente; et que, considérant tna comme un fil , en Tenroulant sûr le cercle G, 
le point m décrira la développante plane d; que, de même, considérant maf 
comme un fil et l'enroulant sur le cercle G', le point m décrira une développante 
plane cf. 

S"* Que lorsque le cercle G tournera uniformément autour de son centre o, la 
développante d conduira la développante d', de telle manière que le cercle G' tour- 
nera aussi uniformément autour de son centre o', le point de contact des deux 
développantes (qui est primitivement en m) parcourant la tangente oa', et que 

les deux développantes auront en leur contact m une tangente mt perpendiculaire 
à la droite aa'y et que cela aura lieu en les divers points de contact m, m', m'\.. 
Tels sont les éléments du tracé de l'engrenage cylindrique et extérieur, dont 
les dents sont terminées par des surfaces cylindriques (d) et (d!) ayant pour sec- 
tion droite, pour Tune des roues (G), la développante c(, et pour Tautre roue (G'), 
la développante d'. 

Dans l'engrenage ainsi construit deux dents sont en contact par une portion de 
la génératrice droite de contact des deux cylindres (d) et (cf), et le plan tangent 
commun à ces deux cylindres est perpendiculaire au plan (aa') , qui est tangent 
à la fois aux deux cylindres (G) et (G')* 

Ainsi, ayant un engrenage cylindrique et extérieur dont les deux axes (o) et 
{o') sont parallèles, si on le coupe par un plan perpendiculaire aux deux axes, et 
partageant Tépaisseur des deux roues en deux parties égales, on obtiendra pour 
section la fig. A. (Je nomme ce plan , plan milieu.) 

Gela posé, on voit sur-le-champ que si, supposant que la roue (G) reste ho- 
rizontale, on fait tourner la roue (G') autour de la ligne aa\ il arrivera ce qui 
suit : 

1"* Le centre o' du cercle G' (fig. 2) décrira un cercle y, dont le plan sera per- 
pendiculaire à la droite aa'^ dont le centre sera le point a' contact du cercle G' 
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61 de la draH»»*; et dwfcte rsyoïi sern égt) & celat dv MrdeCVal I>m (a^ pren- 
dra umpottiioD (oi"); bdéveiappanled' prendra une position <<", et la roue denléB 
(C) prendra une pœitîon (C). 

V Une {o") de h roue (C") ne sera plus oooleav dans m méarn plan avec 
l'ase (e) de la roue dentée (G). 

ft^ Les deuK cylîndres((/> et (d") ne seront plus en contact par «ne pertien de 
§énératrice droite, mais senlemenl par un point m, qvà seraeehii d« cevitact an- 
gulaire des deux développantes det cT tracées dans le plan milieu. 

4*" Les deux développantes d et d!' n'auront plus au point de contact mmémes 
tangenlea, mais des tangentes dî&tineles mt et mi['y qui eamprendronl entre elles 
«n angle égal à celui qine font aciuellement (apnte le HMMrfeaMttt de rotation ao^ 
tDor de la drotto m') ^ deux axes (o) et (o"), et qui détermhierana «n plan per- 
pendiculaire à ia droite on'; et ee plan sera un plan tangent eoanmiro anx deux cf- 
Undres (d) et (d!'). 

Et 5** la roue (G) transmettra toujours son mouvement de rotation UDiforme à 
lé rooe (C"), quel que soit Tangle compris entre les deux axes {a) et {a") ; et même 
pendant qne Taxe {o") s'inclinerait successivement par rapport à Taxe (cl), et 
quelle que KM d'ailleors la loi de son mouvement de rotation antoor deladroHe 
aaly et cela pendant que la roue (G") tournera autocir de son axe {o') , cenduife 
qu'cUe eel par la roue (G). 

. Aussilôi que les deux axes (o) et (o ) ne seront plus parallèles ^ les 4màs ne se* 
root plus eik contact que par un points au lieu de l'être par nae ponion de droite ; 
dès lors toute la pi^essio» s'exercera sur ce peànt : le freUement sera angnàûre et 
non direct , et îl sera, par coaséqueDty plas grand <|ue le Crottement direct* 

Le nouveau mécanisme proposé semble pouvoir être employé avec «vaMaye 
dans les machines eu Tesi ne considérera pas la force dépensée^ et oè Ton n'em- 
ploiera que des forces qui ne sei*ont pas très-grandes. 

La fig^ 3 représente l'engrenage dans le cas on Les deux roaea dnntàes^ R elR' 
sont horizontales y leurs axes étant parallèles» 

Las dévelo(>pante& qui teroHiient les dents ont pour carde générakenr » samir : 
i' celles des dents de la roue ti\ le cercle ((W) (désignant le cercle par son rayon) 
et 2* celles des dents de la rone R , le cercle (es). 

La ligne droite aa\ tangente csnaniunei ces deux €eicle% es) ia lifne parcou- 
rue par les contacts auocesaiis des désmls^ pendant le naanvemoBl de rolatk)n 
uniforme. 

La roue R' est portée par une manivelle coudée M, tellement disposée que Taxe 
de ia poignée est dans le proloogenient de la druite na' des costnata; en sorte 
que si Ton fait tourner dans son bgenient fai poignée de fat manlveUe^ 



de la ro«ie E' prendra un inoavemeDl <le rotation autour de la ligne droite oo'; . 
dès lors lea deux axes des roues R et R' oe serout plus situés dans un même 
plan. 

La fig» 4 représente Tengrenage dans le eas où, ajant imprimé un mouvement 
de rotation à la manivelle coudée qui porte la roue R'v ^ plan deeeUe roue R' 
serait devenu oblique par rapport à celui de la roue R| lequel est resté horî- 
lontal. 

D'après les fig. 3 et 4 , on voil que Ton peut donner, au moyen de la manivelle M 
et à Taxe de la roue R', toutes les inclinaisons possibles; et que, par oonséquent, 
les deux axes des roues de l'engrenage peuvent comprendre entre eux un angle 
quelconque, depuis Tangle nul jusqu'à l'angle droit. 

iV^ta. Oa doit faire remarquer que le tracé tel qu'il est représenté par la fig. 3 
n'a élé adopté que pour mieux concevoir le système* Les dents y sont trop 
longues et le contactée &it trop avant et Irop après la ligne des centre»^ ce qui 
est défectueux. 

Le mouvement de rotation de l'axe (o') de la roue R' autour de la ligne aa des 
eontacls peut s'obtenir par d'autres mécanismes que la manivelle M; l'on devra 
donc chercber le mécanisme le plus cenveaable, suivant le travail de la machine à 
laquelle on feeait l'application du système nouveau et décrit succinctement dans 
cette note« 

11 me seasble que ce aoaveau sjMèine d'engrenage peut recevoir le nom d'm* 

OÊeÊOÊÊ^ ûxiânÊWt oiriZ/nnlj 



APPUCATIOlf ni \4k nAORIX Ma n^TONS »B COVftBURE DES ÉPIGYCLOiDM 
SPflÉRIQUES A LA CONSTRUCTION DES ENGRENAGES CONIQUES (*)• 

Lorsque Ton veut transmettre à un axe la force appliquée à un autre axe, on 
emploie des roues dentées, et Ton donne au système le nom (V engrenage. 
Les axes peuvent alecter l'un par rapport à l'autre trois positions : 
1* Us peuvent être parallèles ;. 2* ils peuvent se couper ; 3* ils peuvent faire un 
angle entre eux sans se rencontrer. 



(*) Exlrail'du mémoire publié dans le 23* cahier du Journal de TËcole polytechnique. (Test la seconde 
partie de ce mémoire que je publie de nouveau ici. 
Voyez ^ Camptéments de géamiitiê dncrt^¥H^ <$ft8rp. H, eft le mémoire n* JlcoBtisnIls l** fuirtio. 
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On donne le nom à^ engrenage cylindrique au système de deux roues dentées qui 
servent à transmettre le mouvement de rotation ^ entre deux axes parallèles , parce 
que ordinairement on emploie des surfaces cylindriques pour terminer les dents. 

On donne le nom ô! engrenage conique au système de deux roues dentées qui 
servent à transmettre le ibouvement de rotation entre deux axes qui se coupent^ 
parce que ordinairement on emploie des surfaces coniques pour terminer lesdents. 

La base des surfaces cylindriques ou coniques qui terminenent les dents peut 
être arbitraire, en ce sens que celle de la dent qui conduit étant déterminée, on 
conclut celle de la dent qui est conduite, de manière à ce que la condition sui- 
vante soit satisfaite, savoir : que les vitesses des deux axes soient dans un rapport 
donné , constant on variable suivant une loi donnée. 

Dans les machines il est presque toujours indispensable que le rapport des 
vitesses des axes soit constant ; et il serait à désirer que l'on pût, par le tracé 
seul, introduire une nouvelle condition, celle de l'uniformité de mouvement; 
mais les frottements s'y opposent, et cette condition ne peut s'obtenir qu'au 
moyen d'un volanU 

Les mécaniciens emploient deux formes de dents pour les engrenages; dans les 
uns les dents sont terminées par des épicyclcndes j dans les autres par des dévelop^ 
pantes , parce que avec l'une et l'autre forme le rapport entre la puissance et la 
résistance est constant; mais avec Tune et l'autre forme, le travail du frottement 
est variable; en sorte que, pour que Tuniformité de mouvement subsiste, il faut 
nécessairement employer des volants pour régulariser le mouvement de rotation. 

Dans les engrenages à épicycloides la pression entre les dents est variable, 
tandis que la pression est constante dans les engrenages à développantes. 

En sorte que les dents se déforment par le travail, suivant des développantes 
dans le second engrenage, et non suivant des épicyclotdes dans le premier engre- 
nage. 

Cette propriété des engrenages à développantes doit les faire préférer avec 
raison par les mécaniciens. 

Cependant une légère variation dans le frottement ou dans le rapport entre la 
résistance et la puissance pendant le temps employé par une dent pour conduire 
son homologue, ne peut être nuisible dans les grandes machines, et cette con- 
sidération permet de simpliGer le tracé des engrenages cylindriques et coniques 
en substituant aux arcs d' épicyclotdes ou de développantes, qui doivent servir de 
bases aux surfaces cylindriques ou coniques qui terminent les dents, leurs cercles 
osculaieurs (sauf à établir des volants pour régulariser le mouvement de la 
machine). 

Jusqu'à présentées mécaniciens ont employé des arcs decercles pour terminer 
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les dents des engrenages ; mais le centre de ces cercles, ainsi que leurs rayons 
étaient mal choisis, car ces cercles n'étaient point les cercles osculaieurs des arcs 
de courbes qu'ils devaient remplacer. Aussi est-on obligé de donner un grand 
jeu entre les dents de l'engrenage. Aussi remarquo-t-on que lorsque deux ou 
trois dents sont en prise, elles ne fonctionnent pas toutes en même temps , mais 
alternativement; ce qui produit des chocs et des intermittences qui sont nui- 
sibles à la durée de l'engrenage , et de plus donnent naissance à des vibrations 
qui, à la longue, déboitent et déchaussent les assemblages des diverses parties 
de la machine; et de plus encore, les vibrations ducs à ce tic-tac perpétuel con- 
somment une partie de la force motrice. 

Il n'est donc pas sans quelque importance de connailre une méthode géomé- 
trique simple au moyen de laquelle on puisse consiruire promptement le centre 
de courbure d'un arc d'épicydoïde plane ou sphérique, puisque Ton pourra en 
faire des applications utiles aux tracés des engrenages cylindriques et coniques. 

J'ai dit plus haut que l'invariabilité de la pression entre les dents devait faire 
préférer les développantes planes et sphériques pour le tracé des engrenages 
cylindriques et coniques; mais il existe encore une autre raison non moins im- 
portante et qui est évidente, c'est que l'on est forcé de placer rigoureusement 
les axes dans la position déterminée en vertu du tracé , lorsque Ton emploie 
des épicycloîdes (et cela a lieu pour les engrenages intérieurs et extérieurs) , 
tandis que l'on peut, pour l'engrenage extérieur seulement (mais dans les ma- 
chines on se sert plus d'engrenages extérieurs que d'engrenages intérieurs), 
éloigner ou rapprocher les axes, en les laissant parallèles dans les engrenages 
cylindriques, ou en les faisant se couper et toujours au même point, dans les 
engrenages coniques , lorsque l'on emploie des développantes* 

De sorte que l'emploi des développantes facilite la pose de l'engrenage exté- 
rieur ; et de plus^ lorsque Tes dents s'usent, on peut rapprocher les axes , pour 
diminuer le jeu entre les dents; et ce rapprochement des axes s'effectue sans 
troubler le rapport existant entre leurs vitesses, ce que Ton ne peut faire lorsque 
Ton emploie des épicycloîdes. 

Ajoutons encore que le tracé de l'engrenage conique est très-difficile lorsque 
Ton veut le construire rigoureusement avec des épicycloîdes , et que c'est ce 
motif qui engagea M. Poncelet à chercher une méthode approximative suffisante 
pour la pratique^ tandis que le tracé rigoureux de l'engrenage conique avec des 
développantes sphériques est presque aussi simple que le tracé de l'engrenage 
cylindrique avec des développantes planes. 

Et à ce sujet je vais entrer dans quelques détails ; mais avant je terminerai ces 
considérations générales, en disant quelques mots touchant la troisième position 
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q«e les a%e$ peuveal afiec4ier, ^Ue où ils ne fiODt pas âtués 4iàa% un iBèmepian. 

On n' a^ii ^&Bicare pu, «ai moj^n d'un «engrenage ^coaiposé seuleme^dù 4«u 
iMies, transmeitre le mauvemeal de rolaUon enlre deux axes ainsi ^siiués» 
exceplé dans le cas où iis étaient perpendiculaires entre eax , car alors oa cou- 
Baissait hmssanêfint nàécanisnie qui ne pouvait cependant &ti*e empkyé ^ue 
lorsque Taxe portant la roue dentée devait se mouwir irès-lenteoieat. 

£b IftSi, j'ai fait exécuter un modèle fonctionnant, qui est dans le cahiaet^e 
rÉoole polytechnique (et, avant, la Société d'encouragemeut en avait lail exé* 
outer un, à ses frais, du inêine genre ) , qui montre que le |àroblème, iiiiokible 
jusque alors, peut être résolu très-facilement. Vau^ù des roues est à dents ^lin- 
driques ayaiit pour l)ase des développaates de cercles ; l'autre roue a ses dents 
teroikiées ^ar d«s surfaous Mumdie$ ééÊ>elappÊUeî {^). 



Hes engrenages cylindriques à développantes planes. 

L'engrenage cylindrique peut être extérieur ou intérieur. 

De l'engrenage extérieur. Dans une note publiée dans le Bulletin de la Soàéié 
d encouragement pour l'industrie naiionale {octobre 1829), jVi montré les diverses 
propriétés dont jouissait Tengrcnagc. extérieur.» savoir {**) : 

V De permettre de rapprocher ou d'éloignei* les axes ; 2* de permettre de Xaire 
tourner Tune des roues dentées autour de la droite parcourue par le point de 
contact de deux dents^et d'obtenir ainsi le moyen de transmettre le mouvement 
de rotation entre deux axes boa situés dans un même plan. 

Je fis alors remarquer que l'engrenage qui pouvait être «employé comme e^gre- 
nage de force^ lors du parallélisme des axes (puisque les dents étaient en contact 
par une droite dont la longueur variait suivant la hauteur du cyJindre qui les 
terminait y et que, dès lors, Veffort était réparti sur les divers points de cette 
droite de contact), ne pouvait plus être considéré que comme engremi^ de 
précision , lorsque les axes faisaient entre eux un certain angle^ parce que alors 
les dents I peiidant le mouvement de rotation , n'étaient plus en contaa que par 
un poin L 

Je fis remarquer aussi que, pendant le mouvement de rotation, Taqgle des 
axes pouvait varier à volonté, soit d'une manière intermittente « soit d'une ma- 



n*a«. 



(*) Voyez dans Pouvrage quo j*ai publié (en 18i2 chez M. Bacbeiiûr» liWaira éditeur), fiOQ6 4ti4ilrc: 
Thtorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotaiiom uniforme entre 
deux a:rrs situés ou non situés dans un même pîan » le «chap. Il, p. iX cl snivanle». 

l"') Vw w ci-âess\JB le mémoire «♦ I . 
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niére centrniié'; et esfin je fis obserTer qne, IcNrsqve le^ »e» i/élaîcnt ph9 pa- 
ntlfel», rcngreirago ne pOPfrvaA être à refaur, c'est-à-dire, qa^oo ne p^vvak 
îitcffsinicfenient ftkire If/arner & ctroite oir S gacrehe h ravte cf9t Mwdiiîsaitoo qm 
écdît eemrdtrife. 

Je ne irroccupais point dans cette note de l'engrenage inlérlei>r, i)6»l \e»fiw^ 
pfiétés difl&neni en pfcrsiaurs pwnfsde celles de Tefi^nen ige erfétieur» 

BeT engrenage iniérkur. Soient € ef C''(ftg. &) ^etix eeirhes langeivls e» «i (le 
cercle G* enveloppant le eercfe C) ; soit Tt' h tarYgeivfo con>m«iiie à œs deux 
eercfii^, regardés comme les cercles primitir^, ef ajani dès lors teurs ra}^ns 
dairr Fe rstpport inverse des vitesses qoedoivenf avoir tesr axes A et Spormllèleft 
entre enx et passamt par fetirsr centres^. 

Si Foor trace les deux développantes^ mr^ inv d^ cercle G et les âeux déveWp- 
pafntes mr^ et mv' du cercle G', on roiî que si fengrens^ towne de gaocbe i 
Aroire, h déreloppante nw conduira la développante mvt\ tes cmiacM poreonfiM 
la tangente commune iirT. 

El que si, au contraire, rengrenage toirrne de droite à gaoehe, w scf» I» éé^ 
veloppante mr qui conduira h développante mr\ le contact parcouraHl ha tMh 
geii le commune mT'. 

On voit aussi suV'(e'«ehamp r t* Que Peirgrenage est à retour, mais qweie eon* 
taef ies dents parcourt toujours la même ëroîte TT', q«e k*eiigrenage Umtwt 
dans un sens ou dans un autre, tandis que dans ren>grt'nagc extérienv le eootact 
pareom*ait irnc des tangentes aux cercles prrmitifs, lorsque ki rotation 9?aîl ieu 
daf» un sens, el paremirail la seconde tangente aux mêmes cercles, lorsque la 
rotatmn avait ïieu en sens inverse; 

2* Que la position des axes dent être invariable; eirne peut le»éioig«er ni les 
rapprocher covime d»Hs res^enage extérieur ; ce qui rend la pose de ces engre- 
nages in terreurs pFos dël teste que celle des engrenages exférieiirs ; 

3^ Que le tracé est tcès-simple et très-facile, et beaucoup plus simple et phis 
facile que pour Fedgrenage extérieur, pour l^uei il fafUt oéeessaîretitoiit quêtes 
deux lamgenics aux cercles primrhifs se coupent sous on av^le obtus; et, dephis, 
pour lequel riir iStonneinent est aéeessaire lorsqu^on vient i déterminer la course 
de la dent' et le jeu à conserver entre tes deirts. (On peut voir i œ sujet le met 
moire public par M. Leiebvrc, colonel d'artillerie, dans le deuxième ouraérodu 
MMnoTRif dfurttHerie. Bans ee mémofre M. Lefebvre ne s'est oeeiqié^qvo de Femgre- 
nage cylindrique et ooniqcre exiérîear.) 

4* Enfmqaefei pui^suncie doit Coujovrsènre appliquée i lare de kf rmie iiité- 
rteure^ sr l'on vent que les dents se conduisent i partir ée la Kgaedes eetatrest 
et non avrrnrt relPc l^jne. 
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Je donne deux tracés. Dans la fig. 5 , les dents ne sont point séparées par un 
creux ou intervalle. Aussi ce tracé ne serait applicable que pour de petites roues 
employées dans des machines de précision, la pointe aiguë des dents pouvant 
être promptement émoussée ou brisée, si Ton employait ces roues dans des iqa- 
chines de force. 

De plus, comme il n'y a pas de jeu entre les dents, l'engrenage tournera dans 
un sens ou dans un autre sans perle de temps ; mais il faut alors que la dilata- 
tion des dents soit pour ainsi dire nulle avec les variations de température. 

Dans la fig. 6 , les dents ont une certaine épaisseur à leur extrémité, et sont 
dès lors séparées les unes des autres , sur chaque roue, par un creux ou inter- 
valle. On peut de plus ménager un jeu avec la plus grande facilité, et rendre ce 
jeu aussi grand ou aussi petit que Ton voudra. Il suffît pour cela de rogner cha- 
que dent de Tune des roues, au moyen de la développante KK', distante de la dé- 
veloppante primitive Âd', de la quantité voulue pour le jeu. Ce tracé doit être 
appliqué aux engrenages de force, et le jeu permettra aux dents de se dilater par 
les changements de température, sans que la marche de Tengrenage se trouve 
entravée. 

Si je suppose que Taxe B {fig. 5 et 6) restant ûxe, la roue G tourne autour do 
la tangente commune TT', comme charnière, alors Taxe A viendra couper Taxe B, 
et sous des angles différents, suivant la quantité angulaire dont la roue G aura 
tourné autour de la charnière TT'. 

Mais on conçoit que si les dents sont terminées pour Tune et l'autre roue par 
des surfaces cylindriques , parallèles à l'axe B avant le mouvement de rotation 
autour de TT', ce mouvement de rotation ne pourra s'exécuter, puisque l'une des 
surfaces cylindriques est concave et l'autre convexe. 

U faudra donc terminer la dent convexe de la roue intérieure par une surface 
canale, et la dent concave de la roue extérieure par une surface cylindrique; mais 
alors les dents ne seront en contact que par un point, quelle que soit l'inclinai- 
son de l'axe A par rapport à l'axe B, 

Gette construction permettrait de construire des engrenages de précision, mais 
non de force, et tels que l'un des axes pourrait prendre, d'une manière intermit- 
tente ou continue, toutes les inclinaisons possibles avec l'autre axe, depuis le 
parallélisme jusqu'à l'angle droit. 

Les deux axes pourraient aussi , tout en tournant sur eux-mêmes, prendre en- 
semble un mouvement d'oscillation dans le plan qui les contient. 

Remarquons que pour Tengrenage intérieur, le retour sera toujours possible, 
c'est-à-dire que les deux roues pourront à volonté tourner dans un seûs ou dans 
un autre, quel que soit 1 angle sous lequel les deux axes A et B se coupent, en 
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supposant que, pendant le mouTement des roues autour de leurs axes, les plans- 
milieux de ces roues tournent aussi eux-mêmes autour de la tangente commune 
TT' : propriété remarquable dont ne jouit pas Tengrenage extérieur» 

Des engrenages coniques à développantes spliériques. 

L'engrenage conique peut être extérieur ou intérieur. 

Engrenage extérieur. Concevons deux cônes de révolution (fig. 7), ayant même 
sommet en S, et pour base^ Tun le cercle C^ Tautre le cercle G\ les apothèmes 
Sm et Sm' de Fun et l'autre étant égaux. 

On pourra toujours construire deux plans tangents communs à ces deux cônes, 
et dans chaque plan tangent tracer un cercle ayî^nt son centre au sommet S^ et 
pour rayon Tapothème Sm ou Sm'de l'un ou l'autre des cônes. 

Ainsi, Ton aura deux cercles ayant pour centre commun le point S, dont les 
plans se couperont suivant la droite SP, et tels que le cercle D sera tangent en m 
î la base C, et en m' à la base C, et tels encore que le cercle D' sera tangent en n 
à la base C , et en n à la base G\ 

Gela posé : 

Supposons que le cercle D roule sur le cercle G et ensuite sur le cercle G'. Un 
point du cercle D décrira, par ce double mouvement, d'abord une développante 
sphérique d pour le cône (S, G) et ensuite une développante sphérique d' pour 
le cône (S, G'). 

De sorte que si Ton suppose que les cônes tournent autour de leurs axes, les 
développantes 3 et ^ se conduiront l'une Tautre, leur point de contact parcourant 
le cercle D et les vitesses angulaires des axes étant dans un rapport constant. 

Il en sera de même en considérant le cercle D'« 

On pourra donc placer sur le cône (S, G) une dent conique, ayant pour base, 
«avoir : pouf la face droite^ un arc de développante décrit par un point du cercle D, 
et pour la /ace gauche , un arc de développante décrit par un point du cercle D', 
et ayant pour sommet le point S. 

On pourra faire la même construction pour le cône (S, G'), et l'on voit sur-le- 
champ que la construction de cet engrenage conique offrira des difBcultés analo- 
gues à celles signalées pour la construction de l'engrenage cylindrique, lorsqu'il 
s'agira de calculer le jeu entre les dents et la course d'une dent. 

Dans son mémoire, M. Lefebyre propose de construire l'engrenage conique, i 
développante sphérique, de la manière suivante : 

(Extrait du deuxième numéro du Mémorial d artillerie, page 342. ) 
« Ayant des roues coniques à construire, on les tracera sur une sphère d'un 
» diamètre médfocre et exactement déterminé; on se servira avec avantage d'une 

35 
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> équerre sphérique du même diamèlre pour tracer dos arcs de grands cercles 
» tangents à des circonférences, etc. \ les développantes spbériques seront (ra* 
I cées avec le compas par la méthode indiquée; on peut même les décrire aussi 
» avec un fif, car s'il est constamment tendu sur une surface sphérique lisse^ il 

> sera toujours dans le plan d'un gjraad cercle* Connaissant k tracé des dents 
» sur cette sphère, on en rapportera toutes les dimensions au rayon que Ton 
» veut avoir, au moyen d'ipne échelle dte lignes proportîonndfcs; on aura ainsi !• 
9 tracé eiEtévieur; on achèvera la dcfnt en menant par les points de ce tracé des 
» fignes au point do centre, ce qui formera un cdne dont on prendra une portion 
1 égale à la longueur que Ton veut donner à fa dent, d 

H m'a semblé que Fon pourrait avec avantage remplacer la méthode proposée 
par M. Lefcfcvre par la suivante : 

Ayant déterminé d'abord (fg. 8) l'épaisseur ab â là racine de la dent sur le 
çercfe inférieur D du tronc conique noyau ou primîtîf qui doit porter les dents co- 
niques, et ensuite le creux ou intervalle ba' qui doit séparer deur dents sur ce 
même cercle; en un mot, ayant opéré la division de la roue dentée, on tracera 
les courbes ag^ bg intersection du cône ayant son sommet au sommet du tronc 
conique noyau , et pour base les arcs de développantes spbériques, avec le plan 
même du cercle D, et Ton emploiera à cet effet la constructioa géométrique in- 
diquée dans le mémoire sur les développantes spbériques (^) \ et Ton se rappelle 
que ces courbes ag et bg se tracent avec la plus grande facilité sans avoir bosoia 
de connaître les développantes spbériques. 

On remarquera ensuite que si Ton coupe la dent conique par le plan du cercle 
supérieur D' du tronc conique noyau, on obtiendra deux courbes k£i et BG, 
semblables aux courbes ag et bg par rapport au centre o qui sera le pôle ou «en- 
tre de similitude des courbes; de sorte que , connaissant la courbe ag^ il sera fa- 
cffe de construire par ipoxnis la courbe semblable AG. En effet, on mènera les 
rayons oa^ om^ og, etc., et Ton prendra les distances aA, mM, ^6, etc. , égales 
entre elles et â Ta différence des rayons des deux cercles D et D*^ bases du tronc 
conique noyau^ on obtiendra ainsi autant de points A^ H,. G, etc., q^e Ton voudra 
de la courbe AG. 

Ce tracé exécuté, et iî est presque aussi simple que celui exigé pour la con- 
struction de Tengrenage cylindrique, on le rapportera sur un tronc cylindrique 
capable de contenir et le tronc conique noyau et les dents qui doivent être distri- 
boêes sur sa surHice convexe. 

Pour cela faire, on appliquera (Jig. iO} le tracé fait pour le cercle D sur le 

(^ Voyez dans les Développements de géoméiiriê dêscviptùfif \% chai^U, minolre a? t. 
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plan P de îatasc iiî!6rfeure da tronc cTTmdrrqne, et le tracé "feît poiir !e cerdc ©' 
sur le pffan P* de la base supérieure Ôa tronc cylindrique, ayant soin que le» 
rayons homologues o'Q' et oQ aient leurs cxtremkés Q' et Q sur une génèratrlco 
QQ' du tronc cyfrndriqae. 

fl suffira ensuite d'aroîr mnmiéroté des points V, 2', S', A'', etc., et 4,12, 3, 4, etc., 
respectivement liomologues , sûr les courbes AG et ay, et au moyen d'un rabot 
(ou'detout autre omîl), d'exécutnr les gënéraftrîce i\ 4— Ï'.S— 8'.3— V.l — etc. 
de te dent conique. 

Ayant ainsi exécuté séparément les deux roues dentées^ il arrivera, lorsqu'on 
les mettra en présence, que, du côté des grandes bases, les dents feront une 
saillie en dehors. H sera bien cf enlever tette satRie, qui donnerait mauvaise 
grâce à fengrenage; pour cefa (/jr. 9) on placera diaquc roue sur le tour et 
Ton enlèvera fexcédant rga en te partie inférieure de la dent, en dirigeant 
Terutil TiormalemenI à te génératri» aA du tronc conique noyau. On pourrait en 
faire autant pour la partie sopérieure de la dent etenficver aussi l'escédaot d/A. 
Les engrenages coniques extérieurs à développantes sphérîques jouisseiït des 
propriétës suivantes , savoir : 

f* Les pressions «ont constantes en chaque point de la'mpême dëvetop^^ante 
sphériqne, ce qui n'établit pas que Je froiwrff du frottement soit constant, mais 
ce qui démontre que Vttstare des dents sera uniforme. Ainsi les deifts se défor- 
merait sans eesse , mats toujours suivant des cônes ayant pour base des^ dévelop- 
pantes sphérîques; 

2r On peut tSoigner oa rapprocher les^txes, pturvu qu'ils se coupent toujours 
au même point-; mais on nepeot pasfirre -varier la position des axes, cm ce sens 
t^pî'ils cessent de se couper, ainn que cela^ pu se faire pour les engrenages cylin- 
dhrîtjues , puisque Ton peut me pas les rentbre paraTlèles» 

On doit remarquer que, de même que pour les engrenages cylindriques exté- 
rieurs, il fallait que les deux plans tangents aux cylindres noyaux ou primitifs se 
coupassent sous wi ^wf^e elMis ^ «t ^e, pfais eet «n^ était grand , plus le tracé 
devenait facile; de même aussi il faut pour les engrenages coniques extérieurs 
que les devx plans tangents aux c&nes noyaux ou primitifs se coupent sous un 
angle dbtus. 

On pourrait cependant ne pas «"astreindre à cette condition; mais alors il fau- 
drait suppriimer les dents adjacenles de ccfle ^ui est en prise, lesquelles arrive- 
raient à se rencontrer sans se mettre en contacrt. En mu vnot, il faudrait suf^ri- 
mer toutes fes dents tjuî , en ircrtu du tracé , ne permettraient pas à Tengrenage 
de subsi^er, les dents tendant dans te mouvement de rotation à s^intercepter le 
passage. Oe sorte que deux dents se mettant en prise, deux nouvcilles dents né 
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viendraient pas se mettre en contact aussitôt que les deux premières cesseraient 
de se conduire; et alors il faudrait , pour que le mouvement de rotation se conti- 
nuât, placer sur le même axe plusieurs étages de roues dentées juxtaposées, et 
tellement disposées que, lorsque deux dents cesseraient d*6tre en contact pour le 
premier étage, deux dents de l'étage supérieur arriveraient au contact, et ainsi 
de suite. Ce mode de construction permettrait de faire des dents très-longues 
ou très-courtes, à volonté, et simplifierait le tracé, puisque Ton n'aurait plus 
à combiner le nombre des dents, de manière à ce que deux dents soient tou- 
jours en prise. 

Ce fut en 1816 que je vis pour la première fois une machine dont l'engrenage 
cylindrique était construit diaprés ce principe. Cette machine était disposée pour 
étirer les tuyaux de lunettes et avait été exécutée par Savart père, dans les ateliers 
de construction de l'École d'application de Metz. Ce fut en l'examinant que je 
fus alors conduit à la démonstration géométrique des engrenages de Wiihe, de ces 
engrenages qui jouissent en même temps des deux propriétés suivantes, savoir : 
1* vitesse angulaire constante ] 2* frottement de roulement : propriétés qui avaient 
toujours été regardées, depuis Euler, comme incompatibles; et ce ne fut qu'en 
1825, lorsque je présentai les mémoires que j'avais écrit sur ce sujet à l'Institut 
de France , que cette incompatibilité cessa d'être une vérité en mécaniquCr 

Engrenage inlérieur. Dans le cas des engrenages intérieurs (fig. 11)» les deux 
cônes noyaux ou primitifs sont en contact par une génératrice , et n'ont qu'un 
seul plan tangent commun. 

. La construction est la même que celle employée pour les engrenages extérieurs. 
Les propriétés dont jouissent les engrenages intérieurs sont aussi les mêmes que 
celles dont jouissent les engrenages extérieurs, excepté toutefois que l'on ne peut 
éloigner ou rapprocher les axes à volonté; leurs positions sont invariablement 
déterminées en vertu du tracé. 

ùmstruction appraximcuive des engrenages coniques. 

Je ne parlerai ici que de la construction approximative des engrenages coniques 
à développantes sphériques , M. Poncelet ayant donné un tracé approximatif pour 
les engrenages coniques à épicycloïdes sphériques. 

Le tracé rigoureux de l'engrenage conique à développantes sphériques est assex 
simple par le procédé que j'ai indiqué, pour que l'on puisse se dispenser d'avoir 
recours à un tracé approximatif. Cependant on pourrait substituer aux dents rigou- 
reuses, des dents approximatives qui seraient terminées par des cônes de révolution 
osculateurs aux surfaces coniques ayant pour bases les développantes sphériques. 



— 277 — 

La construction des dents approxitnatives est facile , soit dans le tracé gra- 
phique^ soit dans la construction en relief des modèles propres au moulage, 
lorsque les roues dentées doivent être coulées en fonte ou en cuivre. 

Rappelons-nous ce qui a été dit {*) au sujet de la construction géométrique du 
centre de courbure pour un point d'une développante sphérique. 

Je suppose que le cercle D Oî^. 12) est la base du cône noyau ou primitif de 
Tune des roues dentées, et que Ton ait tracé sur son plan les courbes ag et bg^ 
intersection du cône à développantes sphériques qui termine une dent rigoureuse* 

Sur ag et bg je prendrai les points milieux m et n. Je mènerai par m et n deux 
tangentes mq et np au cercle D. 

Les droites mq et np seront les rayons de courbure des développantes sphéri- 
ques engendrées par les points m et n; et si par mq et np je mène des plans per- 
pendiculaires aux génératrices du cône noyau dont les projections , sur le plan 
du cercle D, sont oq et po, on aura les plans des cercles osculateurs des dévelop- 
pantes sphériques engendrées par les points m et n. 

Il sera dès lors facile de construire en relief (/^. 13) la dent conique approxi- 
mative^ ayant son sommet au sommet du cône noyau ^ et ayant pour base, des 
arcs de ces deux cercles osculateurs. 

Car, si Ton suppose un cylindre AB capable de contenir la roue dentée, ce 
solide étant terminé par deux faces parallèles AR et ET, on tracera sur la face 
supérieure le cercle D', et sur la face inférieure le cercle D, leurs centres o' et o 
étant sur une perpendiculaire aux plans parallèles AR, ET (ainsi qu'on a opéré 
dans hfg. 10). 

Sur le cercle D on fixe les points p et f tels qu'ils sont placés dans la fig. 12. On 
trace les tangentes pr, qr se coupant au point r. 

On exécute deux plans passant par ces tangentes et perpendiculairement aux 
génératrices G et G' du noyau ; ces deux plans se couperont suivant une droite ry 
qui tendra à aller couper l'axe du cône noyau en un point x. Dans chacun de ces 
plans on tracera des points p et f comme centre et avec le môme rayon que ceux em- 
ployés (y?^. 42), des cercles qui se couperont en un même point y de la droite ry. 

Chacun des plans normaux aux génératrices G et G' coupera le cône noyau 
suivant une section conique; chacun des cercles osculateurs tracés dans les plans 
normaux viendra couper la section conique en un point v. Dès lors la dent 
approximative sera composée de deux cônes de révolution ayant pour sommeV 
commun le sommet du cône noyau, et pour base, l'un l'arc de cercle G, l'autre 
l'arc de cercle G'; ces deux cônes se couperont suivant une arête K, et le premier 



n Voyez dans les Déoeloppenunts de géomélrie descriptive , le chap. Il , mémoire n" 2« 
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Mvperû le^diMttojrm «nnmt tu g ftnfe ratnc e 11 ^ et le second coopéra ce raème 
odtiie «p^'SHi 9U4iPtfit la çérrérartrïtîe If. 

Dans la praihjne îl swa •préférnMt; d'employer la méthode suivante lorsqu'on 
fondra <»itsnruît*c tm irrodéte en bois pour couler une roue dentée. 

On construira Cabard le tronc conîtiue noyau {fig. 14), on le divisera suivant 
le non*re de dents <|m devront têftre appliquées «vr la surface convexe; les géné- 
rati'ices G, G% ^"^ ett;., passa irt par les points de ff vision seront les milieux des 
dents. Ainsi la génératneefî {fiy. 14) passera parle poînl t (Jig. W). 

Itemar^uatiC que le tronc eonîque nopu {fig. 1*5) a pour 'demi-sangle au 
sommet l*angie a que Ton peut calculer, puisque Ton connaît la hauteur du tronc 
et la ^iffi^renee des rayens tles deux bases: remarquant que le plan du cercle 
Meuiate«r hase 4lfi «due de rirrolufion doit une partie doit former la denoii-dent 
«fpprKim«ti've,<loit^ftre perpendiculaire &tme génératrice du cône, on voit que 
4e ^hm K du œr cle base naferienre du tronc fait , tivec >ie plan C du cercle base 
de ia dent, un angle a; de phis, le ^demi-ongle y au sommet du cOne osculatenr 
'pSQfn (boifleinent ^w calculé^ frutsqueTon pourra calculer la longueur totale d% 
ia génératrice 6<du noyau , et que l'on connaHle rayon du cerde osculateur. 

On pourra donc (fig. 16) construire un tronc conique MN, ayant pour base le 
«erele C tracé avec le rayon qm {fig. 12^, et ayant peur demî-angle au sommet un 
i^ley^ 

0« fireiiidra un point aAi traire i sur le cercle C; on tracera tr passant par le 
ceMref ; eCifr étant pris é^l % qr de la fig. tfi , on mènera ro perpendiculaire à kr ; 
par la droite kr on fera passer un plan X faisant avec le plan C un angle égal au sup* 
|)iéiiieBt'derafng^ea;«e pfam coupera le edne «suivant un arc (ft de section conique; 
dans ce plan X on tracera oq perpendicuhrire & ér, et Von prendra le point o sur 
bi4r#île 09 mttsamtmeiit prolongée ^ de tenesorie que oq soit égal au rayon de la 
haee naférieure (ta trenc eomqoe noyau ; on tracera »ur le plan X le cercle D du 
point #«MMne oestre et *atec^ pour rayon^ ce cercle coupera l'arc cft au point éf; 
iM traoera la générattrtee Sd du tronc de la dent , puis on joindra o et r par une 
4i*oiieMfm cevpfefB le cercle D en (; on exécutera la portion de surface conique 
«oaoave {^h% laquelle s'uppllquera sur la surface convexe du tronc noyau; la 
droite^/ e -appliquera «sw la droite Gifig. 14^; on exécutera le plan SîrTJ, qui, 
l#i«qtte la deuM-dent «era placée, SI étant sur G (fig^ It), passera par1*axe du 
tronc noyafu et par la ligne milieu C-, on exécutera la demi-dent symétrique de 
ia «lème manière , et Ton pourra ainsi exécuter et rapporter sur le noyau les 
^bnts qui 4oi9ent *tre Rétribuées sur wn pourtour. 

U eai wuiile4'«Aiper 4am plus -de iJétark -k ee sujet , car ce que f ai dil doit 
suffire à ceux 4fui saveet ia Qéwfté irie éeacrîpâve ft qui sont lialritués % s*en 



servir el à apj^iiquer k trait sur le bois ^ pour concevoir 4e «uite la mardis à 
suivre daofi rcxéciULon en relief des modelas ({m devront aevvir au moulagie^ U 
leur sera facile de suppléer à ce cyi'il y a dUncooiplel dans ce qui précède; je 
n'ai point voulu entrer dans tous les détails d'exécution, car J*auTais dépassé les 
borne&imposées à ua mémoire dans kquel j'avais plus en vue d'exposer la théorie 
et ses applications à la praiit/ue^ q^e d'entrer d^s tous les détails de la pwaii^pte* 
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RECHERCHES GÉOMÉTRIQUES SUR LES ENGRENAGES DE WITHE (^). 

§!• 

Le nécankicii' ^ithe, k»rs du coBcoars peor le» prix déocMiaTO , en tSIO^ , 
90mmiL à Y QBtnmBL deyinctvtitl dc»«ngrenagcs^cylindrfq««9 et coniques d*ufi« 
construction nouvelle, ci dit ea lec présenlaiiit qu'ils jouiasaîent d«s deux pro*-* 
priélés. regaedëeft j^isqxie alors comine ÎMompolibleSy savoir : i"" vitesses angu* 
laires dans un rapport osnstaat y efc 2" frottemeat de roulement; et qu'ainsi: 
1* le pigDO* décriivant des ares> égaux feitait pateiHirir à la> roue dentée des 
espaces angulaires aussi égaux y et 2*" les courbes par lesquelles les dents étaient 
en contact se roulaient à la manière de deux cercles tracés simt un même pian. 

WUhe n'était pas gièomètre, aussi ne pu t^iL démon urci rigoureusement l'exvs- 
tence des propriétés qu'il annonçait appartenir à ses engrenages- On voyait bien 
qu'en e0et les vitesse» angulaires étaient dans un rapport consfant, on sentait 
bien que le frottement était très-doux,, mais cependant le frotteneat pouvait 
être de glissemcment. Jusqu'à présent la question est restée Indécise* 

En examinant les procédés pratiques que Withe employait pour la construc- 
tion de ses engrenages, procédés qu'il a décrits dans une petite brochure que 
je n'ai pu me procurer qu'à la bibliothèque de l'École royale de l'artillerie et dn 
génie à lielz , on voit qu'on peut Iradiiir^ géoméiri^emetu les procédés de méca- 
nique pralJ<|ue, par uue construction géométrique qui consiste: Vèi faire passer un 
plan M (/9*17).par les deux axes parallèles entre eux, savoir : Pde la roue dentée et 
Q du pignon i 2* à Iraeer dans ce plan une droite R parallèle aux axes, et dont les 



—■^pi»»— ^«i^^^— ^»^— P-~*— ^— ^»^— ^— ■ » ■ ■ ■ — — P»^»« ■ 1 ■ PI— ^1^— ^M^— ■ I I ■ I I l—»^— — ^W 



(*) Cs mèdioiPt II» fut pfétfDté â ITMituI 4s Rhinss ( Acadésiis rsyaU des 8cienoe$ ) la S décMubrs 
4 S1SS, a été publié p,lu$ iard^ dans le /otiniel d$ mathéln^q^€$ fures $t Mppliçtuêi de M. Liouyuulb. 
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distances p à P et </ à Q seront dans le rapport inverse des vitesses des axes, puis 
3* construire deux triangles abc et a'b'c\ le premier coupant la ligne R par son 
cdlé ab au point m, et le second ayant son sommet a' placé en ce point m , les 
deux triangles n*ayant d'ailleurs aucun autre point commun; &* faire mouvoir 
le triangle abc autour de Taxe P, tous les points du côté ab décrivant des hélices 
de même pas, que j'appellerai H, nommant S l'hélice décrite par le point m; 
S"" faire mouvoir le triangle a'b'c' autour de l'axe Q\ le point a' décrivant une hé- 

H n 

lice 9 dont le pas sera h, et Ton devra avoir l'équation r- = '9 c'est-à-dire que 

les pas des hélices S et ^ seront dans le même rapport que les rayons des deux 
cylindres sur lesquels elles sont tracées. Ainsi les dents sont formées par des 
filets de vis, et ne se mettent successivement en contact que par les courbes 
S et s. 

Si les axes P et Q se coupent, la droite R passe alors par leur point d'inter- 
section et elle divise l'angle compris entre P et Q en deux, dont les sinus sont 
dans le rapport inverse des vitesses des axes , et les courbes S et « sont des spi- 
rales coniques d'Archimède dont les pas sont aussi dans le rapport direct des 
rayons des roues coniques sur lesquelles elles sont tracées. 

Les dents ainsi construites se conduisent-elles en effet par un frottement de 
roulement , et le rapport des vitesses angulaires est-il constant? 

Telle est la première question que je me propose de résoudre dans ce mé- 
moire. 

Examinons d'abord les engrenages cylindriques. 

Par la droite R {fig. 18), je mène un plan M' perpendiculaire au plan M qui 
contient les axes. Je trace sur ce plan M' une droite g passant par le point m 
situé sur la droite R. (Au lieu d'une droite, l'on pourrait tracer une courbe ar- 
bitraire, mais dans les arts Ton doit préférer la droite parce qu'elle donne sur 
le cylindre une hélice, courbe que Ton peut tracer facilement par un mouve- 
ment continu , ce mouvement continu étant procuré par un mécanisme simple.) 
Puis j'enroule ce plan M' sur le cylindre dont R est une génératrice, p le rayon 
de la base et P l'axe; la droite g se déformera suivant une hélice S dont le pas H 
sera l'un des côtés de l'angle droit du triangle mxy, construit dans le plan M'; la 
ligne mx étant horizontale et la droite my étant une partie de la droite g, et mx 
étant égale au développement de la circonférence du cercle dont p est le rayon ; 
H sera dès lors égal à xy. Si ensuite j^enroule le plan M' sur le cylindre dont 
R est une génératrice, q le rayon de la base et Q Taxe , la droite g se déformera 
suivant une hélice », dont le pas h sera égal à x'y', le côté mx étant égal au dé- 
veloppement de la circonférence du cercle dont q est le rayon, et l'on aura 



récfQatîoiiT- ^a ^. Gela posé : si je fois rouler le cylindre (9» Q) sûr le plan tangeni! 

M", la courbe z se développera sur la droite g. De même si je fais roulei: le cylindre 
(p,P) sur le même plan tangent M', la courbe S se développera sur là même droite^ 
g. Ainsi au point m les courbes « et 3 sont en contact , ayant en ce point pour 
tangente commune la droite 9. Si donc le cylindre (p, P) prenant un mouvemenl de 
rotation autour de son axe P« entraîne par le frottement de roulement le cylindre 
(49 0)9 l^s deux courbes « et S rouleront Tune sur l'autre et auront une tangente 
commune en chacun de leurs points do contact successif , et le point de contact' 
parcourra la droite R. , ♦ . .) 

Maintenant je trace dans le plan M, qui contient les axes P et Q , une droite 
arbitraire G passant par le point tn de contact des deux hélices s et S, pùiis je! 
décris deux courbes arbitraires 9 et 9 ayant pour tangente commune au points m 
la droite G; Tune de ces courbes <f étant au-dessus , l'autre 9' étant au*dessoufr 
de la droite G et toutes deux situées dans le plan M. 

Cela posé : j'imprime au plan M un mouvement de rotation auiour de Taxe P/ 
de manière que la courbe 9 se meuve le long de la courbe $ ; on obtiendra par ce 
ipoyen une surface hélicoide $. Si de même je fais mouvoir la cpurbe f' le long, 
de la courbe ^, je formerai une seconde surface héliçoïde, $', et ces deux surfaces 
$ et 4>' seront en contact au point m, car elles aurpqt en ce point mèbie plan^ 
tangent, déterminé par les droites g et G, et ces deux surfaces n'auront évidem*. 
ment que ce seul point commun (^). Dans les engrenages de Wiihe la courbe ç est 
une droite, par conséquent la surface $ est une surface hélicoide, telle. qu'oa 
l'emploie dans les vis à filet triangulaire ou à filet carré. La courbe 9' se réduit à 
un point; donc la surface 4' se réduit à une hélice , de sorte que la dent $ con* 
duira o,u sera conduite par la dent $' par un frottement de roulement, les vitesses 
angulaires étant dans un rapport constant. 

Ainsi les engrenages construits par Withe satisfont aux deux conditions regar- 
dées jusqu'à présent comme incompatibles* Mais pour que ces deux conditions^ 
soient en effet remplies à la fois, il faut que les eogreSnages soient exécutés avec 
upe rare précision* Examinons si Ton n'obtiendrait pas dans des engrenages 
construits d'après le même principe, un frottement de glissement provenant 
d'une exactitude dans le rapport des pa^ H et A , frottement de glîssemeni qu'il 
9erait ipipo$sible cependant de reconnaître et de détruire entièrement. PrendiMi 
Tengrenage exécuté par Withe, c'est-à-dire celui où les courbes (f et t^ soiit des| 
triangles. Chacun des points de la droite ab décrit une hélice dont le pas est H ; 
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W?^'^'Wf!fp^îW W^^^l l'^»^ ijiépri^ par Je poitit.,jwf0st ;h)*se«l4 <|^ 9»}(M 
se rouler avec Thélice décrite par le point a' et dont le pas est h ^ si l*équan 

^^HH> ^"J.-®?^ sî^ti^aitQ,, . . . ^ . ; . [ : . , . , .j 

Il LifsJdkq fcéBoefc 8»:«t^'^nt«taB poibt defcdliiàct m ntie lati^entè cbmmune^^ et 
pouriMS/keipOifiCsidiei'i'héQce &, la tang^me fait avec Taxie P le même angle; if 
aEilesllde liiâme'pour tcWis les îpèîntfe de rhélice^^V Sf les he(\6è^ décfîlés par les» 
pi«Dts>dè ii6v au lieu d^avoir le p»^ H , avaient un pasR' peu différent de H > alow 
1ê' point rf nepourrfttt^siéifD^dCtre étt* contact avec le poîfit m. Car àîors Théltce S'' 
décrite par le point m n'aurait pas même tangente que l'hélice $ décrite par !^ 
peint a (les ^ux akesP'Ct Q étant supposés dans le même plan ) ; et aussi comme 
te$ faéliced décrit*» pair les' 'divers points de afr/ont des tangentes qui font avec 
FaM Pd«8 angles d^plûfi^^'plu^pelits^i mesure que les points qui les décrivent 
mr»pproi(^h6iii^ de €et»à*ë ; l'o» voir qtie Ton trouvera en avant ôu en arrière du 
point m , et sur ab, un point m' tel' que Thélïce qu'il'dêcrira fera avec Taxe P le 
même an|[le que ThéKce^ fârit avec l'aide Q. 

Alors cas'dèta'héliëespé^Ttont être tâisës eïi contact, éllesf auront ukie tan- 
fmte oommfiine; et^nébessatrement on aura : p'( distance du point m' à Taxe P)est 
à q ((^afncé'dti point a' à Taxe Q) dans le rapport qui existe entre H' et /ij car 
Vliélîoe' décrite 'pak^'te pmAt-n/ pondra être formée en pliant sa tangente au point 
mf sûr lé e^Uudre d«nv le rayôti est p^ 

' Ainsî^ en ne considérant que deux de^it^, ii Vuûe ït'esi pas' coAêtrtrite ^vec eiae^ 
tjtade, si doAc les • hélices qni cèmposetitlà surface béliooîde qui doit condufrcf 
ouiôtrè cwnduitiâ» par l'Iiélfce s <}èerfte par le point t/, n'ont pas rigonreusement 
k»r|Mr«^égafl â H ,îl sera toujours^ pdssBbïe de rapprocher on ff éloigner les axesï^ 
at)Q; de mdiniéreà ce<que-le point /7'ti^ouve uti point tn' situé sur àb, lequel décrira 
une hélice faisant avec l'axe P le mêmeangte quôftiit l'hélièe i avec Taxe Q. Et 
reliée. #» <ié(viie par le point a^ ne potlntr ôtp^ «mise' db' conttei qu'avec rbéRce 
décrite par oe point i»^y tam que tes axes P et-Q , ainei^qtie fa droite R lieu "des* 
|iûiii;ts de Goiitaot):8«Gces6ifv sMCfM aMijectii k être sit«és^dàkii9 uniméme ^lanf 
car toute autre hàlice femirt arveeraxe Pun angle p4m> petit ou phisf gvand^ doil^ 
Bfiraît un point de contact plMtrilequeMeetan^etites sie Cf oisMraient ,' pai«conséquenV 
f hélice «iDe^ serait pas tangenta k là>sttr<Mehélioai4e, au point considéré x Mkt 
bipénetreraii .en «e point j: tesidents^ne pourraienideoo eeeendvîre. Mais aussi 

R9 vitesses des axes P et ne seront plus dans le rapport detnandé -, mais dans 

P 

le rapport ^pj étant le rayon de.rhéiice &' sut- laquelle se r o ul e r héli c^ i . 
Mais un engrenage ne peut être formé par devreues n*ayaiit chacune' qu^ttie 



^eule deiU. Il Taut rorcérif)Qni placer^fur.c^s roMps pj,uçjei|ca.(]|eqt^e( i^i^çj^s^ poslr 
lions telles que Iq mouvemeiU de rQlatioj^ .puisse se cant|ffuea:,f%i|s ^tr^ .«^risâ^. 

Il 'faudra 4onc placer sur.le.cjlifxdre (g, Q).qo^3VÙe^4b^lH^éguJ4>^Uf)4e6*o 
leurs points de départ Bur le cercle G tr^^oé par lepQijcU a étant.^ussj é^uidisl^^li 
entre eux^ et divisant ce cercjie Cen arc3 égaux;, pu isi^ire roi|Ier ce>cyUndrie)(f,4i} 
^ur le cylindre (p;>P). toufces les hélijcesdu.cjUndre (9, Q) lajisperoi^ ^up» ^e cjlii^ce 
(p,P) pour traces des héfices aussi équidislantes, mais dont lesjioiiilsde 4épari.^^«)f 
le cercle G' décrit par le^ppint » ne«âeroiM éq.uidistuut$.qif autant qua le qoeel^ C , 
donl le rayon est q^ sodéveloppera u^ nombre exact de iqJs.&ar le cerqle .G^d^^tf 
le rayon est;), c'est-à-dire qu'autant que p e%q seroni entre /aux 'dan^ uq rapport 
commensurable ; et ceUe condition doit êtrie évidemmeat j^JÛ^faiteppuniquele 
inQuvement de rotation ne soit p^ iiiterrqmpjiu ,. , 1 1 .. 1 

Mais supposant le pignon tennûjçté.par le cylindre idéal (91 QJsurlequ^ âe tfo^ 
vent tracées ^es.hélic^s équidjstantes «^ s\ A.etc«vd.aaLJes.pai.sont(tou$^(é^ux 
à /i|'.et les points de départ do ces hélices divisant en par lias égales Je (Oenele 
base du cylindre (7, Q)» nous njs pouvons pas. supposer q^ueia roue soit leroH^ 
pfir le cylindre idéal (p;P), parce que les dents .doivent avoir un exc^s^ de longueur 
pour que Thélice s conduise son liomalogue S autremeut que )par l^^ ^niaie&p 
c'est<-à-dire ne puisse pas s'échappcTi si la résistance d/evicuc jpJus grândaqueoelfe 
que peut vaincre le frottement déroulement. Le cylindro idéal aura donc. pour la 
roue un rayon p" plus grand que p, et nous appellerons ce PJ^indfe(p'V.P)(/%r• IT!)* 

Puisque no\is supposons que leeylifidre'(</^ Q) se développe un non^bre exact de 
(bis sur le cylindre (p, P) , et que nous supposons en même ifmps que l^s surface 
des dents de la roue sont formées par une surface bélicoide, il s'ensuit quaronaura 
sur le cylindre (p", P) des hélices équidistantes entre elles, et dont les poiols de 
départ diviseront lecercle qui lui sert de base et dont le rayon eslp^', a^ssi en par- 
ties égales; et les distances de ces hélices , distances xnesucées sur les génératcioei 
du cylindre (p^\ P) , seront toutes égales entre elles et à celles des hélices tracées 
sjurle cylindre (9,Q) du pignon. Dans ce cas, les hélices du pignon ne pourront se 
mettre en •oontaot qu'avec oellas tracées sur le c.ylindpe (p, •P), supposant fe point 
de .eontaot dans le plaa.des deux a&es P et Q. 

liais si, par un vice de Aonstriicilîoas les.héliees eomposant les surfiices héH« 
foides qui forment les dent8«de ila roue .n'avaient pas leui^pct^ dans le rapport 

^ = ", il arriverait nécessairement ,' ou que les points de départ des hélices 

sur le cercle des bases né seraient point également distants , les distances daa 
hélices dans le sens des génératrices du cylindre n'ayant point varié , ou qye c^a 
distances auraient varié, si les points de départ étaient reatés les JuuÊmes^.p'iQSt-* 
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il-dire divisant le cercle base en arcs égaux. Dans le deuxième cas , les hélices du 
pignon et de la roue ne pourraient se mettre en contact, car les dents ne pour- 
raient s*enchà$ser les unes dans les autres ; et dans le premier cas, le mouvement 

» 

de rotation ne pourrait être continu. Ainsi Tengrenage de Withe ne peut mar- 
€heT qu'autant que les hélices sont parfaitement exécutées, toutefois, en suppo- 
sant, ainsi que nous l'avons fait dans tout ce qui précède , que le point de contact 
sera dans le plan des axes. 

• Withe est parvenu à vaincre toutes les diflScultés que Texécution présentait, 
iM>mme on peut s'en assurer en examinant un modèle d'engrenage cylindrique 
qui. existe dans le cabinet de l'École polytechnique. Les hélices sont construites 
'avec une rare précision , la division des surfaces cylindriques de la roue et du 
pignon est d'une grande égalité. Mais malgré la perfection de son travail, est-il 
-'Vrai que ces engrenages, mis en place , jouissent du frottement de roulement? 

Mous venons de démontrer que tant que le point de contact des hélices qui se 
conduisaient était dans le plan des axes, cela avait lieu. Nous avons aussi démon- 
tré que la moindre inexactitude dans Tinclinaison voulue des hélices , conduisait 
à des roues et pignons qui ne pouvaient s'engager^ si l'on cherchait à mettre le 
point de contact dans le plan des axes. Mais le pignon ne peut-il pas avoir son 
contact hors du plan des axes? Et dans ce cas, les vitesses angulaires seraient- 
elles toujours dans le même rapport, et le frottement ne pourrait-il pas être de 
glissement? C'est ce que je vais examiner. 

Supposons (fig. 17) une surface béJicôide E engendrée par la droite ab tour- 
nant autour de l'axe P, puis une hélice s engendrée par lé pointa' tournant autour 
de l'axe Q; la tangente à rhélice s fera, je suppose, avec Taxe Q un angle a. 
• Sur la surface E je prends un point arbitraire m ; par ce point je fais passer un 
plan tangent T à celte surface. Par le point m passe une hélice S de la surface 
hélicôide dont le pas est H. La distance du point m à l'axe P étant p, la tangente 

à rhélice S fait avec Taxe P un angle dont la tangente trigonométrique sera — • 

Par le point m j'élève une. parallèle Y à l'axe P, puis je fais passer par ce môme 
point une droite faisant avec cette parallèle l'angle a. Cette droite engendrera 
par son mouvement de rotation un cône droit dont l'axe sera Y. Le plan T 
pourra : l"" ne rencontrer le cône qu'en son sommet ; 2"* toucher ce cône suivant 
une génératrice; 3* couper le cône suivant deux génératrices. 

Dans le premier cas, de quelque manière que l'on place les deux axes P et Q 
en les supposant toujours dans le même plan, l'hélice $ ne pourra être tangente 
au pûfint m à la surface Ë : elle la pénétrera toujours. 
~ ' Dans le deuxièjfnë cas', les axes P et Q devront être à une distance déterminée 
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pour que rhéiice $ soit tangente & la surface E, et il n*y aura qu'une position 
de coDlact. 

Dans le troisième cas » il y aura deux positions de contact. 

Voyons , d'après ce qui précède , ce qui doit arriver dans les engrenages de 
Witbe. 

La surface E d'une dent de la roue est composée d'hélices dont les pas égaux 

H n 

^nt avec celui de Thélice s du pignon dans le rapport ^ = - , p et q étant les 

rayons des cercles bases des cylindres sur lesquels sont tracées les hélices S et $, 
qui se conduisent , et ces cercles se développant un nombre exact de fois l'un sur 
l'autre, c'est-à-dire que pet 9 sont commensurables entre eux, et que les hélices 
S et « ont pour tangentes des lignes qui font avec les axes P et Q des angles égaux. 

J'appelle iS la tangente à l'hélice S, et l^ la tangente à l'hélice $j m un point 
quelconque de S, et a' un point quelconque des, p la distance du point m à 
l'axe P^ et 9 la distance du point a à l'axe Q. 

Et rappelons -nous que la surface E est engendrée par une droite (qui ne sera 
autre que le côté ab du triangle générateur employé par m^itbe) , laquelle s'ap- 
puie sur l'axe P et l'hélice S^ et qui se meut en restant parallèle à une surface 
conique droite dont P serait l'axe, ou bien en restant parallèle au plan perpen-» 
diculaire à l'axe P. Désignons par d la position particulière de cette droite lors-^ 
qu'elle passe par le point m. 

Si nous prenons sur d un point m dont la distance p' à l'axe P soit plus grande 
que p, par ce point m passera une hélice S' dont la tangente tS' fera avec l'axe P 
un angle «' > «. 

Par le point m' faisons passer une droite Y parallèle à P, et dans le plan qui passe 
par Y et tS'^ traçons une droite/ passant par rn et qui fasse avec Taxe P un angle a. 

Si je fais tourner la droite/ autour de l'axe Y, elle engendrera une surface co-* 
nique droite 2 dont Y sera Taxe et / la génératrice j et il pourra arriver deux cas 
(en se rappelant que la droite ts est comprise dans l'angle formé par les droites Y 
et iS', puisque »> a), ou que ce cône ne rencontre pas le plan T tangent à la 
surface Ë en m', plan qui passe par les droites det iS', ou qu'il lui soit tangent ; 
car le plan qui passe par les droites Y et <S' n'est point perpendiculaire au plan 
tangent T. (Cela n'aurait lieu qu'autant que la droite i< serait perpendiculaire à 
l'axe P, c'est-à-dire lorsque la surface E sera engendrée par une droite» s-ap^ 
puyant sur Taxe P et sur l'hélice S , tout en restant parallèle au plan perpendi- 
culaire à Taxe P; et dans ce dernier cas, le cône 2 ne serait tangent au plan Tque 
lorsque le point m' se confondrait avec le point m.) Si le cône 2 lie rencontre pas le 
plan tangent T, lorsque l'on mettra l'hélice $ en contact avec l'héliee S\ et qu'ainsi 
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l^apoiQts a' let.tn' c^coirt.sctuk^eDt «iperpœés t que Ton fiaisae éloigner ou np^ 
procher les axes P et Q Tun de l'autre en les faisant tourner autour dû la dit^itD 
Y^dans quelque posîtion^ enfin, que L'on plaoeiles.hélines S'et^ Fufteyar rap|K>rt 
à.rautre,,.Uai^riva^a toujows q.ue rbéUœ «coi^i^ana la surface £; par conséquent 
les deux roues dentées ne pourront être mises en contact par les points a.^n^. 

Si le cdne est langent au plan taAgei;it,à.k&ui?raQe JË^rbélic^ ^ pourra ètrâ mise 
en contact avec cette surjfece E , et sa position sera celle où sa tangente ts se con- 
fondra avec Tarête de coatact du {ilan langent T avec le cône décrit par la droite/ 
tauraant Autour de Taxe Y. 

jMaîs alors les ^leux ibéliots ^^ et S'. D'ayant point les rayons des "oylindres sur 
lesquels elles sonL tracéesidaBs ta rapport exact' et iniverse des vitesses des axes <P 
et Quelles ne Touldrotit point «ngubirecnent Tunesur l'autre» mais glisseront 
anguifeirement Tune sur l'autre. J'ai employé l'expression mgulairej parce que 
(iaos ka positioASi qu'occupant' les hélipes s et ^', Ton voit que leurs tangentes ne 
se confondent point, mais se croisent au peint quilear est commun* celui en 
lequel ies ipcânts a' ettn se qonlbndeni. 

dfaiaBÎ «ptts.QonsidéroDS le point m appartenant à rhéliceS, et si nous é(a* 
blisseas q\m les points q' et m se superposent , alors la tangente U pourra prendra 
deux po^itionrsifiur le plaa tangent à la surface E , lequel plan passe par les droites 
4ei iS. Car leiplan qui passera par la droite tS et sera parallèle à TaxeP, ne sera 
point perpendiculaire au plan tangent au point m à la surfbce E , à moins que la 
droite c/m soit perpendieulaire à l'axe P; et dans ce dernier cas la tangente ts ne 
pourra prendre qu'une seule position, et ce sera celle où elle se confond avec la 
tangente tS. Dans le premier cas les hélices « et S pourront avoir un frottement 
de roulement direct ou angulaire , et dans le deuxième cas elles auront un frotte- 
inent de roulement. direct seulement. En prenant un point m" sur la droite det 
situé entre l'axe P et le point m, et établissant que le point a' se superpose avec ce 
point m\ aloffs la droite ts pourra toujours prendre deux positions sur le flan 
tangent àibisurfaee Ë au point m''. Ainsi l'on doit conclure de tout ce qui précède : 

Que si la'génératrîee d de la surface hélicoideE, qui forme la surfaee des dents, 
eat.ioeUBée par ireppottA Taxe P, brs même que les. hélices s\ei S (qui doivent 
se développer l'une «sur l'autre en roulant) seraient en contact, il ipourra arriver, 
eu.qtteieut8 tangentes se» confondent ou qu'élise se croisent, sans que Ton puisse 
en ^tce averti > par aytrechos^e que par le calcul que Ton fera de la somme des 
àù^hmfitmj^e^ff. «Si la dislanee des axes P et Q dans la position de contact égale 
(p. «fi 9), les: tangentes ce confondront; si elleest plus petite, les 'tangentes se 
ereîaefenL Itensileiprenuer oas le frottement sera direct et de roulement , ettdaos 
tei4eii0KièeQ^^lassra tangulaire ei demuleeieiic. 
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Mais GOiinii« iicros avons vu que l'hélice^ s pefdr se itiietlti^ eta cottlitbt'dânïs èenx 
pOffltioQS différentes ou dans une seule (la droite rf étant toujours inctrnéè pâffr%i{>^ 
port à Taxe P),a\ec unehélioeS' suireque &i il pourra atritiw quelû diîiMice des 
^ûLOB P et Q soit >OQ<{p^ii)r0i que le frottement s«dit, dès lors , un friftkfthem 
angulaire et de glissement. Et Ton ne pourra le reconnaître qu'autant que Ton atiirà 
calculé les épaisseurs des roues, de manière que les cercles supérieurs^ et inférieurs 
eoient dans le même plan , les points a et m étant en contact, et que le mouvemeilt 
de rotation soit bien donné par le travail des hélices set S ; si donc par une poèè 
défectueuse de Tengrenage le movvenient de rotation est donné par le travail des 
hélices s et S^, les cercles supérieurs et inférieurs ne seront point dans le même 
plan (la droite d étant toujours inclinée par rapport à Taxe P). Mais dans le cas où 
la droite d sera perpendiculaire à Taxe P, qudque position que Thélice s prenne, les 
cercles supérieurs et inférieurs qui terminent la roue et le pignon seront toujours 
dans le même plan, et aussi dans ce cas sera-t*on assuré que l'hélice $ est en contact 
avec rhéliceS lorsque la distance des axes P et Q sera égale à (p -h ?)• 

On doit donc préférer pour les engrenages de Wiihe la génération de la surface 
hélicoide E par une droite d perpendiculaire à l'axe P. Mais on voit par tout ce 
qui précède , que même dans ce cas , on ne pourra affirmer que le frottement 
est direct et de roulenoient , car les moyens mécaniques manquent pour mesurer 
avec une exactitude mathématique la distance des deux axes P et Q, de sorte que 
l'on ne pourra jamais^ étre^ûr que le frottement ne soit pas angulaire et de gtis* 
Htneni. Le glissement sera , il est vrai , très^petit , et de plus sera constant , c'est^ 
à«<iire que les dents glisseront l'une sur l'autre de la même quantité pour des 
espaces angulaires parcourus- en temps égaux^ 

On voit d'après ce qui précède que Ton doit reconnaître quatre espèces de 
frottement , que je désignerai ainsi (^) : 

l"" [ de roulement \ 2® /de ronlemeot ], 

Frottement direct < et [et angulaire | et 

( de glissement ) (de glissement. 

Les premiers anroni Ireolersque les courbes en contact auront même taiig^ntè 
au point de covitact, les seconds lorsque leurs tangentes se croiseront au point 
commun. Mais , dam les engrenages de Withe ; il ne pourra exister qtre trots dé 
ees quatre ft*ottements : 

1* Frottement direct et dé roulement; lorsqtfe les hélices qui sont en cotttâet ottt 
nème incliuftisonf, et que le point decontaet'est d&në'le pléudes ajtei ; 
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3* FroUemait angultûre et de mUement, lorsque les hélices qui sont en contact, 
ont même iDclinaison et que le point de contact n*est pas dans le plan des axes; 

3* Enfin f frotiemeni angulaire et de glissement ^ lorsque les hélices qui sont en 
intact n'ont pas la même inclinaison , et que le point de contact n'est pas dans 
le plan des axes. 

Pour rendre plus clair tout ce que je viens de dire sur la difficulté que Ton 
éprouve à mettre en place les engrenages de Withe , et pour mieux faire com*- 
prendre la nature des divers frottements que je viens d'indiquer, je vais construire 
géométriquement des courbes qui pendant leur mouvement jouiront de l'un ou 
de Tautre des deux frottements angulaires remarqués dans les engrenages de 
Withe. Je supposerai que ces courbes sont tracées sur des cylindres droits dont 
les bases sont des cercles ou des courbes arbitraires ; car ce que nous dirons dans 
le cas des cercles sera vrai pour le cas des courbes arbitraires. 

Fig. 19. Supposons deux cercles de rayons inégaux tracés dans un même plan. Le 
centre du premier étant le point P, son rayon étant égal àp; le centre du deuxième 
étant le point Q, et son rayon égal àq. Ces deux cercles se couperont aux points m 
et n, et supposons deux cylindres verticaux ayant ces cercles horizontaux pour 

bases* 

Nous nommerons P' Taxe du premier, Q' Taxe du deuxième , et M et N les géné- 
ratrices d'intersection , lesquelles passeront respectivement par les points m et it« 
Supposons par M un plan dans lequel nous tracerons une droite d ou une courbe f 
(noM emploierons dans les arts la droite d); puis enroulons ce plan , soit sur le 
cylindre P', soit sur le cylindre Q'. La droite d laissera pour trace sur le premier 
cylindre une hélice G, et sur le deuxième cylindre une hélice g^ qui se croiseront 
au point m situé sur la génératrice d'intersection M; la droite d passant par ce 
point m'j les droites m'T' et mV tangentes au point m' et respectivement à l'hélice G 
et à l'hélice 9, se projetteront suivant les droites mT et mt tangentes respectives 
en m aux cercles décrits des rayons p et q. 

Si le cylindre P' tourne autour de son axe, Fhélice G conduira Thélice g et le 
frottement sera angulaire et de roulement j car les points homologues de ces deux 
hélices se conduiront angulairement les uns par rapport aux autres de la môme 
manière qu'ils se conduiraient directement si le cylindre Q\ prenant un mouv^ 
jpaent de rotation autour de la génératrice M , venait se mettre en contact avec le 
cylindre P' suivant cette même ligne M, auquel cas les deux hélic^ G et g auraient 
une tangente commune et rouleraient directement Tune sur l'autre. 

Si donc par les deux tangentes m'T' et mY je fais passer un plan , il coupera 
les deux axes P' et Q\ le premier au point 0, le deuxième au point o. Je joins les 
points et m', 0' et. m' par des droites, puis dans le plan passant par m' et P^ je 
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trace une courbe L tangente en m' à ia droite <mi\ et dans le plan passant par m' 
et Q' une courbe L' tangente en w! à la droite aW. 

Je fais mouvoir la coorfce L le long de rhélicé G , de niaiiîére qu'elle soft tou- 
jours dans un plan passant par Taxe P', et que la droite o/infiy dans ses diverses 
positions, reste parallèle à xine surface conique droite engendrée par d^t! tout- 
nant autour de Taxe P', le point o' étant le sommet du cône. 

Je fiiis mouvoir de la môme manière la courbe L' autour de Taxé Q' et le long 
de rhélice g\ j'aurai alors formé deux surfeces hélicoïdales E et e qui seront pen- 
dant le mouvement de rotation toujours tangentes l'une à l'autre, et le point de 
contact se mouvra sur la droite M. 

Les 4eux cycles décrits des rayons p et 9 se coupent , par conséquent le rayon 
f étant > q^ l'arc nén appartenant au cercle (9) et qui tourne sa concavité vers l'arc 
mb'n appartenant au cercle (p) sera plus grand que lui. Par conséquent l'hélice g 
aura un point dont la projection sera en n et qui se trouvera au-dessus de celui de 
rhélice G qui a le môme point n pour projection horizontale; il faudra donc que 
fhéltce g conduise en dessous l'hélice G ou soit conduite en dessus par elle. Ainsi 
la courbe L' sera au-dessous de la courbe L par rapport au plan tangent commun 
nux deux surfaces E et e(plan tangent qui n'est autre que celui qui passe par les 
deux tangentes m'T' et mY), et ces deux surfaces e et E se conduiront par un 
frottement angulaire et de roulement. 

Dans le cas des engrenages de Withe^ la surface e se réduit à l'hélice g et la 
courbe V se réduit à un point de cette hélice , et la courbe L n'est autre que la 
droite om\ 

Mais si au lieu dé tracer sur le plan passant par la génératrice M une seule 
courbe f ou une droite d| nous traçons deux courbes <p et 9' ou deux droites d et 
(/'passant par le point m! situé sur la droite M (et ce que nous dirons pour les 
droites (/et d! sera vrai pour le cas où Ton aurait les courbes 9 et 9'); en roulant 
ce plan sur le cylindre P', la droite d laissera pour trace sur ce cylindre une 
hélice G 9 et la droite d laissera pour trace oii empreinte sur le cylindre Q' une 
hélice g'. Ces deux hélices G et g' auront des tangentes qui se croiseront en m', 
mais si je fais tourner le éylindre Q' autour de la droite M pour venir se mettre 
en contact avec le cylindre P', suivant cette môme génératrice M , alors les deux 
hélices G et g' auront bien pour plan tangent commun le plan vertical passant par 
la génératrice M et les tangentes aux hélices G et ^ ; mais ces tangentes ne se 
confondront plus en une seule, elles se croiseront. Les deux hélices G et g^ 
dans cette position ne pourront plus se rouler ; et pour qu'elles conservent un 
point commun le long de la génératrice M pendant le mouvement de rotation, elles 
devront glisser Tune sur l'autre, de sorte que , quoique dans leur position pri- 

%7 
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jnUive.dq^9'ure.,,>e piiissQ^çqr.mAner.mi ph^n tangm(.€Ofnfiiiiiriiar totrs Jm^ 
gentcs viT ei mV (tangentes q^uivoe ^oat autroç que ^^^droitepitA Al (<<')), .«planrqui 
.cpifper.a Las deux.f^)ke&;R' e4.Q',iet ini9»f>ari»et((ra de cpuatfttÎDeidbii^/héltcuides.iS et 
.V tangents lluatà llaUiPOiau >poiniim'^.le<froM0inônt •eAkeJestiifiu^iW.wbesiC «t 
.f S6ra néeessuiromenit aHgulaira.eL;de.:gUs$oniejit,.et n(M[i.i[lC;rAuIdiMnt. 

Nous n*avons encore.dons la coikstruction de ces engr(snagos.a froUemeotangu- 
iaife coq$i<iéré quiddoox filets on deni[;deiUs.eniContaat,;ftlaÂ5 four que.le mou- 
vewent de rotation puisse /être aontinM,.il>faudm disptoficc wr cbaque fou^tui^ 
jiévie deillets équidistaut^» 

Dans le cas où les rayons peiq seront commansurablesicnlre^iiXiefaatfoiitdttM 
lifitapport Inverse des vitesses desftx6s.,/Ofi>.wctiqiie>le&liôUoo8)lraMQfrjattrckacy«* 
iftodres vP' et Q' oot des pas quiisant ^ansle rapport des rpyomideBiirer4Jes.baM8j4d 

ces cylindres, c'est-à-dire que Ton a -r- £='".«A;insi laconstruciion sera absôluniedt 

lan^ême dans le cas du rouleniem angulair/e.Qt.dai^ celui^u.cauleooi^Qt ilirect» 

Jtfaîs lorsque]^ et. 7 sont incommensurabJos entre ^eu&^iou /ve^fioiUipas 4aii8:te 
xapporl inverse des vLies^s.des ^es, «i les MlicGSidiSrrbaliisoido Eiaj^nt^poiir 
.pas H , 1 hélice tracée «sur le cylindre. Q'. avait r|iour pasilir de^êorteique l>c<|ua* 

H fi 

tîon ^ == - subsiste, on ne pourrait avoir sur ce cylindre des hélices 5, k\ /','elc., 

équidis(anlesi entre elles sur la génératrice. M ât delà même quantité /jue. bes hélices 
des surfaces £, E\iE'%.^ic.^ lesontsuricette.mêaie.génér^lriee, at depljutsxllvi- 
sant par leurs points de départ le cercle base du cylindre Q' en parties çgalos. 
Alors il faudra incliner ces hélices,, exiles faisant pivoter autour, de. leursjpaînls 
situés sur la génératrice M» jusqu'à ce gué l'on, obtienne un pas h' tel^e Jiss 
•points de d<;part sur le cercle base du oylindre Q' soient éfpildistants. Dans ce ^s 
OD voit que les hélices 5 et S ne .serontplus^galexnontiAcJiaéQS^par capportà leurs 
axes respectifs P' et Q', et que l'on auraiunfrottea)eiUiar)g)ilaii:e oju djQ^glijSS^XPeiU* 

Il faut .emcore renuirquer que^.^i .l'on av^it ^pour iba^esidas .oyilindce^i^ (Mf^ 
^coucbes.autr.e^qjue.d^xâr.cJeâ«(rig;20,,il fauxlra .qiia,)poQdafiAle 0U)uvwiM(^de 
.roiatioa,iles,petitsarcs.dc.la ooufbe y in^eixieptésriKir la courMy' «oicat U»^îfQMrs 
,plus petits ou pUis^ grands que oew que cette Qourbe .yiiater^çptait suryl^pame 
tfliieiron A <vu:quil faUait.,,pûur.que Jes hélices ipussMt AâtO^fidiiice,, qitiittfs 
ja'eussent, pajs.de point* .commun mr^La deuxi^^megcaécatrîceid'iiit^cswti^^id^- 
^néejpar I^y.xiais^fyeu^epQcot.^iâr la pr/emiène^, qii.e .nous.^vpos..4lé^i8Rito>p9irnll» 

' NlMtSiHtaiisaAéœaiitréilpilD J«s;eii^eDaegedde WitJic,ii<eisiqiiei«edMCMtoi«i'i«9 
^âtisDmttruite, sBn}si^pfiaaiaK]ûoii/iHUicDideJEi69t.>eii^ ei^tpa^ 

•la Ksnriace e seirékkiità iindtékioe,7(]Kii]^ÎMit'étretiimHcnt2ontaot do' trois manières 
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irelîeatf-irpafi^à^ljf'DâlTife'des sMtfàcesr H^ét*^cpre^Wlhe acHoisfes*, et srr Ton^ 
employait des surfaces E et c dont'Iës'Conrbes gftiéiurtHc«s E et li' seraient; autres* 
(fit^ne dfOîlèf«i»urrpw»f«, ces^(^0ïS'^15SÎtîons dé côntficH'seraîent^ellbs' possibles? 
A-ÎI19Î? Fengfetmge* étriÀt^eonstl^tt afvee préctsiori*, potrr jjm position de coniatt; 
lorsqu'on le mettra en place, ne sera-t-il pas forcé de prendre la position voulbe*, 
8«ii8^ pouvoir ât prendre une autre, èomttie celaarriie à ceux construite par 
W4rti0, quelque préoîsfon d'ailleurs qu'ow apporte àileur exécution f 

Jb'SQpposequeJâ point nr situé' sur lèrcourBeL décrtvearne hélice* ddnt le jiar 
eot^H, et que la distant^e dte»ce pointin à^râxe'Psdit ^; que sur la courbe L' j'aie 
un point' aquidêcrive^wne MHce dont lé fa^^%^h\ que^lû distance de ce poîiifa- 

à Taxe Q soit ç, et que Ton ait - = -; dès ïors, les deux hélices rouleront Tune 

sur l'autre, et le plan.t)an]geDUàIla/.sur&ce(>S>au. peiat is*9iCeFaiate6.1a vrinticàlei 
pBflBanlvpar ce poiolmilo mèmo>a0g{e) qu8ilè)p)aal tai^enfeàila.âurfajse! a au 
|nîftfr.ay.i£iit.a;^û& lavefiical^ pasidaLpartlèpcàntai J/appeile.'«ei ajiglo)d. < 
' Skippospons tuarntenant u«> peint m^ 9itué sur la'0Duriie*L efitt*e TaKe Pet'Iêr 
poiflt*m ou*aU'dèlàdti'p(Hiit my^l* rapporta' HaMiP ; le pion tangent' à 4a 'surfltee» 
E pour ce point tà^ fepdKafeotofverCioalepassawt ^rc&i>oinUm' un an^^ts 9. Stur; 
là^oourbe^lL'je prencts uiitpomt'a' placé'd'one mamèf'e'qiiekoiique>parTOppart à 
TaxeQ^t lëpoin^a*; j»'»^''^ lepIanitaDgeM àJftisurfaM'^'éii depointa' : oe^phrni 
fera» awer la^T^rtiealè vn angle 8^. 

Si les angles 6 et 6' sont égaux, je pourrai mrettreiIesdûinD 8urfiice9i£'<dt a^m 
contMt^ piM^ l»9pointsiW H éy alaii»<kesîhéIice8idéorit8s^ par ces points^ m'^et' o^se 
cnsiMrORl^etif ^n>aura )nipfratt6nmhU;aingu)aire'4è glissementi 

Od^voit donc qu'il'ftujt:qu0acNi$vlès ptam^itanrgenlaà'liprarftkee'E.fttesèiit hvM- 
l^eiPdlA'anglesiplus granite ou plus .petits* c|uo l^aiigte* ^\ et' que tous\le9 plans* 
tMgontsià la^sunfaee e*fassMtaveo l^xe-<^'de9angiM plu9 petits ov^plm^gratids* 
qne est^a^gtedi feyplkns tOM^fentstam sutDarceaiB etr^ Mspoicrirm et^a étaiit \m> 
stuia qui 'Aissrauaipe^r'IeBfaxef !P «t Qiun anglo^ôgal; àl d^ epalars léa^deuv-surOkoes* 
B(«|)#^0*p0iirroiit»^Aire misMiMr ooBtacti quepar lé9ls«ulBJpoint9}m«eu.(r; maiiy 
aus«, «H' satisfaisante à eeUaamuditioD) r6xécotion*dê9 suHaGesiE-ef^ darîen^- 
drailpta^ difficile dana la* pratique. ! 

Tiout c6 quej'aîidîi surlesiengrenaifCB oyKndri^ast^srappIScabla a€ii>eiigiie^* 
noges'coniquesi €ansi l^ummène*^UD.planitaBg<eal:aux deux sur4hceB'com<)ueais«r; 
I6sq|ufellëaaixnritraioè0s;lbs' spirales^ fstpknrpassaiit parleur arèle^âeioomact, on 
wil quales dauiYcourfibsise^dé^'cdopiMcoiit sur ee plan tangbnt suitant^ane^mèma 
flpiraleiilAMliUttéda^ t^aûtcte^soBiaetvooninniA^auv deux e^w{i!aur7tdi<sûtout«a 
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fois les pas U et h dçs spiralesconiquefi sont dans le rapport des raycas des cercles 
bases des cônes) ainsi ces cercles auront pour pôle commun le sommet des cô- 
nes, et pour rayon vecteur l'apothème commune* 

Ainsi les engrenages coniques de Withe jouissent des mêmes propriétés et des 
mêmes inconvénients dont nous avons parlé en examinant les engrenages eylin* 
driques. 

Dans ce qui précède, j'ai discuté les propriétés qui appartenaient aui engre-* 
nages exécutés par ^ithe; j'ai fait remarquer les inconvénients qui résultaient 
de la forme que ce mécanicien avait donnée aux dents ; enûn j'ai indiqué les con- 
ditions géométriques auxquelles devraient satisfaire les surfaces des dents afin 
que ces inconvénients n'eussent pas )ieu, c'est*à^irepour qu'on fôt toujours assuré 
que le point de contact était dans le plan des axes, lorsque les roues étaient en 
place. Mais en même temps j'ai faif sentir quç Texécution mécanique des surfaces 
hélicoïdes des dents serait sans doute beaucoup plus difficile. 

Au lieu donc de sorfoceb hélicoides , je pense que l'on devrait employer des 
surfaces coniques ayant pour courbe^ directrices les hélices équidistantes tracées 
sur l'un des deux cylindres ou sur l'un des deux cônes idéaux que nous av<ms 
désignés précédemment pai^ (p,P) ou (^^Q)» toutes, ces surfaces coniques ayant 
pour sommet commun un point de l'axe de la roue dentée. 
. Je vais donner la construction de ces surfaces coniques, et les avantages qui 
résnl ter aient de leur emploi par là même deviendront évidents. J'examinerai seu- 
lement le cas des engrenages cylindriques , tout ce que j'aurai dit pour eux s'ap- 
pliquait aux engrenages coniques. 

Ayant deux cylindres, dont les axes sont parallèles et mis en contact suivant 
une génératrice G; appelant P l'axe du premier et Q celui du deuxième ; nom* 
mant p le rayon du cercle base du premier et q celui du deuxième, et supposant 
que peiq sont commensurables enf re eux , on a vu que si l'on traçait sur le pre- 
oii^ une hélice qt dpnt la. tangente, 'faisait avec l'axe P un angle «, et sur le 
deuxième une Jbéliee ( dcAt la tangente faisait avec Taxe Q le. môme angle a , ces 
deux hiéliçes étant.en cont^ptsuivanfi un. point m situé sur la génératrice G ; on a 
vu, dis*je, que ces deux hélices rou|aient directement l'une sur l'autre pendant 
le.mouvement de rotation des deux cylindres. Supposons que j'éloighe l'axe Q et 
qu'il prenne la position Q', en le faisant mouvoir parallèlement à lui-môme dans 
le plan des bx08 ; lepoint^ m glissant Eut une droite «no perpendiculaire à l'axe P, 
(ce points étant sur cet axe) , dès lots le point m prendra une positio|iii9i' sur la. 
droite mo^et par ce point m'.passera une droite m'G' arête du cylindre {q^Q'). Cette 
arête<^ en tournant autour.de Taxe P, engendrera unesurfice cylindriqhe ayant 
om'^=s^p' pour rayon du cercle qui Juit servira de base; et si l'on imprime un 
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mouvement de rotation à ce nouveau système» Thélice ( aura pour homologue sur 
le cylindre (p'yP) une hélice 9 dont la tangente fera avec l'axe P un angle a. En 
jGakisant passer successivement le point m par les divers points de la droite mo^ et à 
chaque position nouvelle faisant les constructions précédentes j on voit que par les 
divers points m, m^ fn'\ m"\ etc. de la ligne mo passeront des hélices f , f'» V's 
f ", etc., dont les tangentes feront toutes avec Taxe P le même angle (x, ces hé- 
lices étant tracées sur des cylindres concentriques , dont les cercles bases auront 
respectivement pour rayons les distances des points m, m', m", m'", etc. au point 
situé sur l'axe P, distances que je désignerai par p, p', p", p'", etc. et p'y p"f 
p'"f etc. 5 étant les unes > et les autres < que p. 

La surface formée par les hélices 9 ^ 9', 9", 9"' étant désignée par E , on voit que 
suivant la droite mo , qui sera une génératrice de cette surface , il existera un plan 
tangent unique qui passera par les tangentes aux courbes 9, 9', 9", 9"^ etc., et 
menées respectivement aux points m^nij rn\ m'" y etc. de ces hélices. Mainte- 
nant démontrons que cette surface E est un cône dont le sommet est au point 0. 

Pour cela (fig.^i), supposons trois cercles concentriques (ojp")^ (o,p), (Ofpy 
Désignant par leur centre commun et par p'^ <^p<:^p' leurs rayons , coupons ces 
trois cercles par une droite ob passant parle centre. Les points d'intersection étant 
m", m y m y supposons que ces trois cercles sont les bases de trois cylindres ver- 
ticaux, et par chaque génératrice passant respectivement par les points m", m, 
m'y menons à ces cylindres des plans tangents M", M, M'. Dans chacun de ces plans 
traçons des droites parallèles entre elles et passant par les trois points situés sur 
les cercles de base, ces trois droites faisant avec Taxe commun aux cylindres le 
même angle a ; désignons ces droites par m"dy mdy ntld. Les trois plans tangents 
couperont le plan horizontal sur lequel sont tracés les trois cercles suivant des 
tangentes à ces cercles et que nous désignerons par m"r, ml, m'i. 

Par le point menons une droite oc coupant les trois tangentes aux points n"y 
n, it' ; élevant par ces trois points des verticales qui seront respectivement situées 
dans les trois plans tangents, elles couperont les droites m!'dy mdy m'd, en trois 
points g'' y g y g' y qui seront sur une droite oG passant par le point 0. 

Si maintenant j'enroule les trois droites m"dymdy m'd, sur leurs cylindres 
respectifs, j'aurai trois hélices 9", 9, 9^ faisant avec Taxe un angle constant «x, 
et chacun des points g\ g^ g' ^ placera sur les hélices correspondantes en des 
points h" 9 h y h\ qui seront évidemment sur une droite oH passant par le point o. 
Ainsi toutes les hélices 9", 9 , 9' seront sur un cône dont le sommet sera au point o. 

Nous avons jusqu'ici supposé qu'il n'existait sur le pignon (9,Q) qu'une seule 
hélice (. Supposons qu'il existe d hélices équidistantes entre elles [la distance 
entre deux hélices étant mesurée sur une génératrice du cylindre (^,0)], ces hé- 
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lîoM iy, }^j ^^ .r. ¥f&. éfmeronv to «erete base d» pî^gwoff en JFarc^'égemr. Sf je fti^ 
MOuiKDHr «e>cyliii(h»e9urcelHifdb]»l )ewjonégo\ep9i dtont Taxe est P^alorrcontme 
te cylindre- (r/,Q) se* cfé^tel^pera' exact?e«eiil'8irr le* eylîwdre (/i,?), mp ablieitdra* 
f- • iS Hélices sur ce cyîîncfre, et toutes équîdîslantes entre elles et d'ç là méfam 

quantiléqui existe i^our deux hélices consécutives l^; Ç[, tracées sur I(8cvIiûdreta,0iK 
Nommons 9, 9', &",.•• ^^Q» ïes hélices obtenues sur le cylindre (pJP)., nomt 
pourrons les regarder comme les directrices d'une série de cônes ayant tQu^pojuut 
sommet comm,an le points. 

Nbus pourrons couper ces cônes par deux cylindres (p',P) et (p",P),, le rayon e"' 
étant < que p et le rayon p'>Pr ^t les zones coniques interceptées formeront' 
les surfaces des dents de la roue ayant pour axe P. Et comme les hélices ioterâij^- 
tions de la série des cônes et du cylindre (p",P) seront équidislantes, mais d'uAft 
quantité plus grande que celle qui existe entre deux hélices consécutitos i;,,C<l* 
pignon ; et que celles qui seront rîniersection de la série des mêmes cônes et dJ* 
cylindre (p',P),. le seront d'une quantité plus petite; il est évident que le cyliodre 
(9,0) du pignon ne pourra se mettre en contact qu'avec le cylindre (p,P) de la.roui^ 
le mouvement de rotation ne pouvant être continu, qu'autant que les hélicea ^ 
Ç', etc. conduiront respectivement les hélices 0, 6', etc. ; et comme les contacts doR 
diverses dents seront situés sur une génératrice du cylindre (p,.P), et que par cm 
points passeront respectivement des génératrices des divers cônes formant la suc- 
face des dents en contact, ces génératrices feiront avec Taxe P des angles diflëreatan 
puisqu'elles partent toutes du même point o. Les plans tangents aux points de coor» 
tact feront donc des angles différents avec Taxe P j par conséquent le pig/aou, VnSk 
]^ourra pas tourner autour de la ligne qui contient les points successifs de conlac^ 
pour prendre une autre position que celle que la construction a déterminé^. 

On appliquerait facilement les mêmes raisonnements et les mêmAs CQUKtMC- 
tions à l'engrenage conique (*). 

Dans ce paragraphe, j^ me propose d^texpoçcr en peu de mots toute ta tBéorie 



^" 



(*)^J*ai publié ce Aérnoiresans y rien changer, ni modiGer ; U efitconfomaaUf UiKte^ilu «annscskprifi 
«enlé a rinstilut , sauf les corrections de slyle qui arrivent (oujours lors de rimprossion. J'ai pens^quftji 
devais iiwprinier ce mémoire textuellement pour que Ton pût s'assurer qu'en effet la question se trouvait 
résolue dw 48W ., et fu'amsi. Wilhe^avait raison. Jb oroib devoir ajpqter que iaidémonstrotioif exposée 
dans ce mémoire , avait été trouvée dèé^ 48481, lorsq^ie^ j;é|ai9 élèfve.. aous-Uautenantd'aiiillerierâ 1! 



d'application de McU, et que je n'ai fait que iransci ire ce q^ue j'avais écrit, à caUe éMmatt» aur te OQmr 
nages dto Wltiic. ^•^ 
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géométrique ^esengreoage$|lo"Wïtlie9 et de démontrer d'une manièretrès-simple^ 
qu'en effet, on peut constnuire des engrenages à la jWithequi jouissent à volonté 
des trois espèces de froUement, savoir : flottement de roulement, i"" direclou 
9^angaIfliRe^ let d^ frcrlbeni^ntdeigUssâfDâEit angulaire; f^ouvauft d'ailloms rendre 
jwissi Qoosîdécûble .que You voudra, ou Aussi peut queJon woudra, ieglisseinent 
^'uoe deot 6ur i auire, pendant te temps que ces deux dents ^emploient à «se 
HKindtiîce. 

Supposées d€UK axes parallèles Piet tQ .distants l'un de l'autce d' une quantité /:, 
et supposons que dans le plan de ces axiâs on ait une droite A parallèle à l'une ^et 
dlautnekdroiie JP^etQ et telle que la.distanoep de la dcoiteHàtrajiePsoîtàila distance 
ij|^ideliMD6iiie.dr(iîte iR à TaxetQ d^ins le rapport inverse des vitesses des axes PutL^. 

A'insi^V étant la vitesse de Taxe Pet t; celle de Taxe Q , on aura : 

P_ ^ JL 

La droite R, en tournant.autourde Taxe P, engendrera un cylindre (p,P,) et ea 
tournant autour de Taxe Q elle engendrera .un cylindre (9,Q). 

Coupons ces deux cylindres par deux plans^parallèle$ entre eux et perpendîcu-» 
laires à la droite R, et désignons par z la distance entre ces deux plans. 

Le premier plî\n .coupera le cylindre (p,P) suivant un cercle C , et le second 
plan coupera i^uivant un cercle C. 

Le premier plan coijpera le cylindre (7,Q) suivant un cercle c, et le second 
I^lan coupera suivant un cercle c. 

Supposons ces qualre cercles liés deux à deux respectivement aux axes^^ et Q , 
on voit que lorsque Taxe P tournera sur lui-même avec la vitesse V, les cercles C 
et G' entraîneront respectivement les cercles c et c' et forceront Taxe Q à se mou- 
voir avec la vitesse t;; les cercles homologues G etc, G' et c' roulant F un sur Tautre. 

Si Ton mène suivant la droite R un plan tangent commun aux deux cylindres 
[j{,P) et (îjiQ), et que dans ce^plan on mèpe une droite D, en pliant ce plan sur,Je 
cylindre (p,P), la droite D se déformera suivant une hélice S, et., en pliaqt le 
j?ièttie,plan sur le cylindre {q,Q) ^Ja droite D. se déformera suivant une hélice.^. 

Et ci nous désignons par a Tangle^sous lequel la droite D coupe la droite R, pn 
,puri]| , en désignant^par H le pa^ de Thélice S et pjar /i,le pas de l'hélice s : 

(^n.p)cot« = H et (2n.7)cot<x=/i 
On aura donc : 

H p V 
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Ainsi les pas des hélices S et « seront dans le rapport inverse des vitesses des 
axes , ainsi que le sont les rayons des cercles homologues G et c. 

Gela posé : 

Il est évident que la portion de rhélice S , ainsi que celle de Thélice s^ com- 
prises entre les deux plans distants entre eux de la quantité z seront égales 
entre elles, et dès lors pendant le mouvement de rotation, ces deux portions 
d'hélices rouleront Tune sur l'autre , ayant en chacun de leurs points de contact 
une tangente commune ; et le point de contact décrira la droite R. On aura donc 
le frottement de roulement direct (i" cas). 

Si maintenant on fait tourner le cylindre (q^Q) autour de la droite R, sans rien 
changer à ce qui a été construit précédemment ( sinon que la distance des deux 
axes P et Q sera plus petite que ft ) , les deux hélices S et « se croiseront en un 
point situé sur la droite R , et pendant le mouvement de rotation , elles se déve- 
lopperont l'une sur l'autre , mais le frottement de roulement sera angulaire , 
puisque pour chaque point de contact angulaire , leurs tangentes se croisent au 
lieu de se superposer. On aura donc le frottement de roulement angulaire (2* cas). 

Mais si l'on prend deux cylindres ayant pour axe Tun P et l'autre Q , ces deux 
cylindres se coupant suivant deux droites M et N , et si l'on mène deux plans 
perpendiculaires à la droite M et distants entre eux d'une quantité z] en sorte 
que le cylindre ayant P pour axe soit coupé par le premier plan, suivant un cer-> 
de G. du rayon p., et par le second plan suivant un cercle G', du même rayon p^ ; 
et que le cylindre ayant Q pour axe soit coupé par le premier plan suivant un 
cercle c, du rayon q, et par le second plan suivant un cercle c\ du même rayon q,. 

Si les axes P et Q se meuvent avec les vitesses V et tf , les cercles homologues 
C« et c., G', et c\ ne rouleront angulairement l'un sur l'autre qu'autant que Ton 
aura : 

Mais si cette équation ne subsiste pas , alors les cercles homologues glisseront an- 
gulairement l'un sur l'autre. 

Supposons donc que l'équation (1) n'a pas lieu, et menons par la droite M un 
plan et dans ce plan une droite D coupant la droite M sous l'angle a. Enroulons 
ce plan sur le cylindre (p„P) ; la droite D se déformera suivant une hélice S., et 
en enroulant le même plan sur le cylindre (<jf.,Q)» '» droite D se déformera sui- 
vant une hélice s, . 
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Et désignant par H, le pas de l'hélice S, et par h, celui de Thélice^., on aura : 

(2n.p,)cota=H. et (ân.f,) oolassA, 
on aura donc: 

Mais comme Téquation (1) n'est pas satisfaite , les pa$ des hélices S, et s, ne 
seront pas dans le rapport inverse des vitesses des axes ; si donc Ton veut que 
les deux axes P et Q ne changent pas de vitesses , il faudra nécessairement y en 
supposant que l'hélice S. coupe la droite M sous l'angle a, supposer que l'on 
a une hélice «', autre que s, qui soit chargée de conduire l'hélice S,. 

En désignant par h\ le pas de cette hélice particulière s!^ on devra avoir : 

Désignant donc par </ l'angle sous lequel l'hélice sj doit couper la droite M , on 

aura: 

(2n.pJcota = H, et (2n.g,)cota'=*'. 



et en vertu de ce que l'équation (2) doit être satisfaite , on aura : 

p.. cet « V 



(3) 



î,.C0ta' V 

Ainsi, cette équation (3) servira à déterminer l'inclinaison a de l'hélice s,' né- 
cessaire pour que cette hélice Si conduise angulairement l'hélice S, et de telle 

manière que les vitesses des axes soient toujours dans le rapport constant -. 

Mais la position deThélice S, comprise entre les deux plans distants de la quan- 
tité s, ne sera pas égale en longueur à la portion de l'hélice s/ comprise entre 
ces deux mêmes plans ; et la différence qui existera entre la longueur rectifiée L 
de la portion de l'hélice S, et la longueur rectifiée /' de la portion de l'hélice «/, 
sera aussi grande ou aussi petite que Ton voudra; pour cela il suffira de faire va- 
rier convenablement les rayons p, et q^ . 

Ainsi plus ~ différera de s, plus la différence (L — C) sera grande; plus au 
*■ 

contraire - approchera d'être égal à ^ , plus la différence (L — /') sera petite. 

On aura donc, dans ce cas, un frottement de glissement angulaire qui pourra 
devenir aussi petit que possible {3* cas). 

38 
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Et remar^uom q«6 plu9 - âpprodfaede ^ , plus Tangte a approche d'être égal 

à Tangle a. 

D'après ce qui précède, on voit : i"" que dans les deux premier eas, ks 
rayons p et </ doivent être commensuraUes entre eux pour que le mouvement de 
rotation puisse être continu , car il faut que te cercle c se développe un nombre 
exact de fois sur le cercle G , pour que Thélice « puisse venir reprendre l'hélice 
S ; et V qttc , dans le troisième cas , fes rayons p. et q^ n'ont pas besoin d'être 
cooMiieosurables entre eux ; ainsi il suffira dans les trois cas de diviser les cercles 
hoMologves G et c ou G; et cr, en un nombre d'arcs égaux entre eux et tels que si 

on en placent sur G ou C.et nsur coui^„ onaiica:--£=3 a^DéakM^ ai fsm k» 

points de division desicereles. G a» €, ^ on fait passer des hélices telles que S ou S , 
et si par les points de division des cercles c ou c, , on fait aussi passer des hélices 
telles que « ou^/, le mouvement de rotatidn se continuera sans interruption. 



CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQOC I^'UN ENGRENAGE 

DANS LIQIJBL 

Lez axes des deux roues dentées ne s(M pas êitmiê dane Hnt même pim et eamprennmm 
entre eux un angle plus petit que C angle dretl^ leê «îAMtt étmti dmu wm t ëpp ^ n 
constant et le frottement étant de roulement angulaire (^). 

Étant donnés deux axes P et Q qui ne se cencontreat poiiit et qui se«t dbigés 
d'une manière arbitraire dans l'espace» compneAaoA par oèMéqpiQnt enlfe eux 
un angle quelconque « ^ on demande s'il est possiUe ( d'après^ i» principes géo«- 
métriques sur lesquels repose la eoAstruction des engvenages cylindriqiaes et 
coniques de Withe) , da construire deux roues dentées m coodvisant par un 
frottement de roulement , et les vitesses angulaires de ces axes étant dane un 
rapport constant. 

Jusqu'à présent l'on a cru qu'il n'était pas possible de transmettre le mouve- 
ment d'un axe à un autre dans le eau où ces axes n'étaient point dus un Même 



•^^ 



<*) Ce mémoire^ qui fut présenté à llnstitul de France (Atadéoiie royaljd das sciences ) en décaBUro 
1 H?5 , a été publié dans le Jwirndl des mathématiques pures et appliquées de M. Liouvillb. 



plan, {Mur un eifpreiMige fo»mé de dmn M«ei seulement^ etoepié tofM|iie toiaies 
étaienl à angle droit , et alors on avtit lesfBtèBWMàomvsons ié nom é^'eiÊfrenâge 
à m mn$fim. Mais lot a^pie ran^compris entre -tes dett nm était plus p^it ou 
plus grand qu'un droit, Foiif «Tuit recours à une troîsîèim rove douMement 
deMée , diAe «upi^énetttairey dont Taxe oawpaît les deu% nèa^ donnés , -et: le 
mawement m transmettait par le s^fstètne de detix >engreoiifges Oéufiques, la 
^oue iatermédiaire étant formée de deu reves éeMées eoniques juttapoeées par 
leur grande baae {*}m 

Suppesona que le plan vertical de projection soit parallèle aux dew axM don« 
nés et que le plan heriaontal de projection uoil perpendiculaire à Fvn des axes 
Py par eiiefliple , l'autre étant désigné par Q {fi§. 22 ). Dès lors t'axe P autra pour 
prpÎBCtinii Torticale la ligne oV perpendiculaire à la ligne de terre LT, et peur 
projection horixontale le ponit o. ( Noos supposons que l'axe P est Sftuô dans le 
pfatfi vertical de projection. ) L'axe Q aura pour projection verticale la droite ^H 
faisant avec oY un angle a arbitraire , et pevr pn^tio» liorirontale la dreite 
nXL' parallèle à la ligne de terse ; de sorte que la ligne tm perpendiculaire' ir la 
Kgne de terre sera la projection horizontale de la plus courte dislance entM les 
deux .axes P et Q , et le point m sera la preifectioD verticale de cette plim cewte 
distance. 

Les vitesees de rotaticm des deux axes sont doMiées. Désignant par ¥ la vitesse 

de Taxe P et par s edle de Taxe Q , — sera le rapport des vitesses des axes du 

système. 

Si sur la ligne on je prends un point p tel que l'on ait ep : prt *: v : V, c'est-à- 
<Kre tel que ses distances anx deux axes donnés P et Q soient dans le rappor' 
inverse des vitesses de ces axes , je pourrai regarder le point n comme le centre 
4f ttn cercle dont le rayon serait égri à np et dont le plan serait perpendiculaire 
à l'axe Q. J'appelle ce cercle c. 

le pourrai aussi regarder le point o comme le centre d'un cercle dont le rayon 
sersntégalà opetdontle plan serait perpendiculaire à Taxe P. rappelle ce cercle G. 

Les plans de ces deux cercles se coupent suivant la droite on située sur le plan 
horizontal , et ces deux cercles ne se coupent que suivant le seul point p ; si Ton 
fait mouvoir les deux axes P et Q et que par leur mouvement de rotation ils en- 
traînent avec eux les deux cercles c et G , ces deux cercles rouleront Fun sur 
Tautre, c'est-à-dire qu'un point de Tun d'eux ne se mettra jamais en contact 
qu'avec un seul point de l'autre cercle. Maïs comme au point commun les tan* 



(*) Voyez le chapitre n de la TkéorU géométrip^ 
M. Bechefier, libraire-éditeur. 
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gentes à ces certes font entre elles «n angle, nous avons désigné ce genre de 
roulement par les mots rmlemeni angulaire. 

Ainsi le frotteinent qui existera entre les deux cercles c et G ike sera point un 
frottement de glissement, mais bien de roulement, et qui , dans ce cas, vu la 
position qu'affectent les deux courbes l'une par rapport à l'autre, n'est point de 
même nature que lorsque les tangentes au point commun se confondent. Dans ce 
dernier cais , les courbes ont un contact , et depuis longtemps le frottement de 
cette espèce est connu et désigné ainsi : frottement de roulement direct. 

Mais dans le cas que nous examinons les deux cercles se coupent et nous 
adopterons la dénomination de frottement de roulement angulaire. 

Si maintenant on construit une ligne D passant par le point dont les projections 
sont p et 0, et telle que les distances de chacun de ses points aux deux axes P et Q 
soient dai\s un rapport constant et inverse de celdi des vitesses des axes, cette 
ligne D engendrera par son mouvement de rotation autour de l'axe P une surface 
de révolution P. et par son mouvement de rotation autour de Taxe Q une deuxième 
surface de révolution Qi , qui se couperont suivant la ligne D et une courbe i. 
jGbacun des points de la ligne D décrira , soit autour de P, soit autour de Q, des 
cycles qui se couperont deu^ à deux de la même manière que les cercles c et C ; 
de sorte que si sur la surface P, je trace une courbe arbitraire \ et que je fasse 
mouvoir cette surface P. autour de son axe P, elle entraînera la surface Q, sur la- 
quelle la courbe ^ laissera pour empreinte une courbe (', et ces deux courbes 
seront évidemment telles qu'un point de Tune d'elles ne se mettra jamais en con- 
tact qu'avec un seul point de l'autre. 

Ainsi les deux courbes l et X auront un frottement de roulement, et comme il 
est évident que leurs tangentes au point commun font un angle entre elles (comme 
<:in peut s'en assurer en construisant ces tangentes par la méthode de Roberval)^ 
ce frottement sera angulaire. 

, Si maintenant, pour une position de rencontre des courl)es ( et (', je fais passer 
un plan T par les deux tangentes à ces courbes , ce plan sera tangent à ces deux 
courbes ; et si dans ce plan je mène une droite quelconque R passant par le point 
commun aux deux courbes, et par cette droite un plan N perpendiculaire au plan 
T, et qu'ensuite dans le plan N je construise deux courbes 7 et y aj^ant pour tangente 
. commune la droite R, Tune de ces courbes étant en dessus, l'autre en dessous 
de la droite R, ou en d'autres termes, deux courbes retournant leur convexité, 
et que je fasse mouvoir le plan N de manière qu'il soit toujours perpendiculaire 
aux différents plans T', T", T'", etc. passant par les tangentes qui se croisent aux 
points successifs de rencontre des courbes \ et g', et que la droite R soit toujours 
l'intersection du plan N avec ces différents plans tangents aux deux courbes 4 ^t (', 
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les courbes y et 7' auront formé deux surfaces 1 et l' qui seront tangentes l'une à 
l'autre dans toutes les positions qu'elles prendront par le mouvement de rotation 
des axes P et Q ; ces deux filets ou dents 2 et 1' se conduiront par un frottement 
de roulement angulaire , et le rapport des vitesses des deux roues dentées sera con- 

stant et égal à celui des axes , c'est-à-dire à *—. 

Cherchons maintenant quelle est la nature de la ligne D« Je dis que cette ligne 
sera une droite dont la projection horizontale sera pg parallèle à la ligne de terre, 
et dont la projection verticale sera oG partageant Tangle a en deux , dont les sinus 
seront dans le rapport inverse des vitesses des axes P et Q. 

En effet , il faut qu'un point de l'espace dont les projections sont m sur le plan 
vertical et m' sur le plan horizontal, soit tel que ses distances aux deux axes P et 
Q se trouvent être dans le rapport inverse des vitesses de ces axes. Si par ce point 
je mène les droites mh et tti^ respectivement perpendiculaires aux projections 
verticales des axes P et Q , elles seront les projections verticales des distances du 
point de l'espace aux deux axes. La distance du point (m, m') à l'axe P sera donc 
en véritable grandeur la ligne otn', hypoténuse d'un triangle rectangle dont l'un 
des côtés est m!o'=:op, et l'autre la ligne mh\ La distance du point (m, m') à Taxe 
Q sera donc en véritable grandeur la ligne mVy hypoténuse d'un triangle dont 
l'un des côtés est mn'v=tpnj et l'autre la ligne nV zzz mr =: mq^ Or il faut que 
l'on ait : 

om' : mV :: mV : mV :: op : pn :: » : V. 



Par conséquent nV = mq doit être à o'o=imh dans le même rapport v : Y. Ainsi 
les deux lignes menées du point m perpendiculairement aux projections verticales 
des axes P et Q seront dans le rapport inverse des vitesses de ces axes ; par con- 
séquent, tous les points de la droite (oG, p^) satisferont à cette condition. Ainsi 
la ligne D est une droite dont les projections sont oG et pg^ la projection verti- 
cale oG partageant l'angle a en deux angles S et & tels que leurs sinus sont dans 
le rapport inverse des vitesses des axes P et Q ; la projection horizontale pg étant 
parallèle à la ligne de terre. 

Ainsi les deux surfaces P, et Q, sont deux hyperboloîdes à une nappe et de ré- 
volution se coupant suivant une génératrice sur laquelle se mouvra le point de 
contact des deux dents 2 et 1'. 

Ces deux hyperboloîdes se couperont encore suivant une courbe du troisième 
degré ; mais on ne doit y faire aucune attention , puisque l'on peut ici faire la 
même remarque que pour le cas des engrenages cylindriques dans lesquels les 
surfaces cylindriques idéales « contenant la ligne droite , lieu des contacts succes- 
sifs des dents, n'étaient point tangentes suivant cette ligne, mais se coupaient 
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suivant elle; ainsi les deux filets ,ZHS! Q*oiMt qu'un md j>oim coohiuiii d«|i8 
chaque position ^ et ils ue peuvent point avoir de contact suivant ^mwk point ^^e 
la courbe du troisième de^ré, mais seuleinent suivant les points .4e lagôaéralcice 
dMntersection par rapport à laquelle on a fait les constructÎQna« 

Dans la pratique on peut, pour plus de facilité, supposer que les courbes (et 
l' sont des spirales tracées sur les kyperboloîdes, réduire la surface l^ii, la courbe 
(' et supposer que la snrfaee 2 est engendrée par une droite au lieu de Tétre par 
la ooorbe y. 

Dàt lors la surface 2 seft un fllel de vis hyperboloîdîque , et f on voit que les 
surfaces hyperboioîdes P, et Q. sont idéales , c'est-à-dire n'existent que par la 
pensée, il n'existe de rhyperbotoide P, que fa spirale l qui fait partie de la surface 
1 dtt filet de vis , et il n'existe de Thyperboloïde Q. que la spirale Ç^ On pourra 
cMBtruîre autant de filets qu'on le voudra , mais pour que le mouvement de rota- 
lion puisse se continuer, il fhudra que ces filets ou dents soient équidislants sur 
TuM et Tautre roue. 

Ainsi, autant il y aura de spirales telles que l\^ 9 etc. qu! couperont la gêné* 
ratrÎM des hyperbofoides idéaux , autant il y aura de dents par lesquelles les roues 
seront en contact. 

On doit remarquer que , pour le point p situé sur la plus courte dislance des 
axes P et Q , leadei» byperbdoides sont tangents , et que les deux surfaces Z et 
l' le seront aussi en ce même point ; que par conséquent , pour ce point , le plan ' 
T sera vertical et parallèle aux deux axes P et Q. ( Les deux courbes ^ et i' étant 
supposées avoir pour point commun ce point p. 

Lorsque les deux surfaces Z et X par le nu>uvement de rotation sertit en cdn- 
tact suivant un autre point m de la droite (oG, pg) , alors le plan T^'^^cocrespon* 
dant à ce point commun aux deux courbes i et 4' coupera Taxe P, et l'o» prendra 
pour génératrice de la surface 2» en supposant que X êe réduise à la oourke (', 
la droite qui passera par le point m commun aux deux courbes ( et (' et par Mlui 
où le plan T^"*^ coupera Taxe P. 

On voit donc que la surface 2 sera engendrée par une droite qui l'^q^ynierAipir 
l'axe P et la courbe l et qui aura son mouvement réglé par la condition qu'elle 
soit toujours contenue dans le plan pasisantpar les deux tangentea aux ooiutImb ( 
et l' au point qui leur est commun. Cette génératrice pour le point p serai pturtl- 
lèle à Taxe P, et pour le point situé à Tinfini sur h droit» {o&iPg}> ^Ue sera 
horizontale» 

On doit encore remarquer que la droite (oG , pg) n'est pa& la seule qui satisfisse 
au problème ; on peut encore, par le point p situé sur la plus courte diatnase , 
faire passer une droite (oG', pg) qui soit contenue dans un plan parallèle aux éukx 
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aiM P et Q , et qiD ditise le suppléhieiH de Tangle a. de ces dxes en deux dont les 
sinus seront dans le rapport inverse de leurs vitesses. 

On peut encore, sur la pTus courte distance, prendre un point p' tel que 
Ton ait ^o ; p'n :; t; ; Y^ et par ce point foire passer deux droites respectivement 
paraUètes aux droites (06, fg) , (ciG', fg). 

Ainsi, l'on peut satisbire an problème par quatre systèmes diiïérents formant 
ou deux engrenages intérieurs, ou deux engrenages extérieurs. Si Ton voulait 
résoudre le problème par l'analyse , on aurait un nombre infini de solutions. Car 
on trouverait que la surface qui jouit de la propriété d'avoir ses points distants 
des deux axes Pet Q, dans un rapport constant, est une hyperboloïde à une nappe 
non de révolution et passant par les points p et p' de la plus courte distance; par 
conséqneni Ton peut prendre pour la ligne D une courbe arbitraire tracée sur 
la snrfiice byperboloide que nous venons d^'ndiquer; mais je n'ai vouhi donner 
ici que les lignes D qui pourraient être déduites par la géométrie. 

Dus» un mémoire intitulé : Théorie des engrenages ^ etc., j'ai donné (^) la solu- 
tion analytique et complète de ee problème. 

Dans fesengrenafges hyperboloidiqoes dont je viens de donner la construction, 
l'on n'a point à craindre rinconvénient que j'ai signalé dans les engrenages cy- 
lindriques ou coniques construits par "Withe , savoir : que lorsque la génératrice 
de la snrlaee liéliceide de la dent était perpendiculaire à la ligne droite sur la- 
quelle se mouvait lé point de contact des dents, les roues pouvaient prendre 
deux positions diflérentes de contact^ et troîs positions de contact lorsque la gé- 
nératrice de la surface était inclinée par rapport à la ligne des contacts des dents. 

Gel inconvénient n'existe pas ici, parce que les plans tangents aux divers 
pOînis où les surfaces des dents coupent la droite (oG, p^) ; lieu des contacts, ne 
sont point pafieilléles entre eux. En effet , supposons une surface courbe 2 et une 
courbe tt ^ ^^ X ayant un point de contact. Nommons iX la tangente à la courbe 
X au point m , et T le plan tangent au point m à la surface 2 , ce plan T contien- 
dra la droite 1^'. Par le point m, élevons une droite N perpendiculaire au plan T. 
Si l'on fini tourner la courbe X autour de N comme axe , on engendrera une 
surface de révolution S tangente à 2 au point m, et la courbe X pourra prendre 
autour deN une infinité de positions dans lesquelles elle sera toujours tangente 
à fa surfiace 2. 

Mais si par le point m on mène une droite N' inclinée par rapport au plan T 
et telle que l'angle formé par les droites N' et iX soit Fangle de la droite N' avec 
le plan T^ alors la courbe X ne pourra plus tourner autour de la droite N*" en 

(*) Voyez tol>clb«[o]»pMieiiM êegémnéMe de$criptive^ chap. Vf , peg. 332 , 337 et ils. 
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restant tangente au point m à la surface 2 ; dans toute autre position que celle 
qu'elle affecte primitivement , elle coupera la surface 2. Si la ligne N' ne fait point 
avec 1^' l'angle le plus petit ou le plus grand qui existe entre elle et le plan T dans 
la position qu'on lui a donnée , alors on pourra , par le point m , mener dans le 
plan T une droite t' qui fasse avec N' un angle égal à celui que font entre eux la 
droite N' et le plan T ; et dès lors, si l'on fait tourner la coyrbe (' autour de N\ 
il y aura un moment où la droite tl' prendra une position t"y telle que l'angle 
t'mfz=z tmi\ et en cette position la courbe ^' sera encore tangente à la surface 2; 
mais dans toute autre position (' coupera 2. 

Si donc nous désignons les deux axes par P et Q ; si nous nommons R la géné- 
ratrice suivant laquelle les deux byperboloîdes se coupent ( désignant par HP 
rhyperboloïde qui a pour axe P, et par HQ celui qui a pour axe Q); si nous sup- 
posons {fig. 23) que l'on ait trois dents sur la surface HP et coupant la droite R 
aux points m\ w!\ m'", la surface de la première dent étant désignée par 2', celle 
de la seconde par 2", et celle de la troisième par 2'", l'on aura sur l'byperboloîde 
HQ trois dents correspondant à celles situées sur la surface HP. Ces dents seront 
terminées par trois courbes ^\ (", ('", la première passant par le point m\ la 
deuxième par m'' et la troisième par m'" ; sur la surface 2' existera une courbe (.'cor- 
respondante de ^', et telle que ces deux courbes pendant le mouvement de rotation 
se conduiront par un contact angulaire , les points de contact étant successive- 
ment sur les divers points de la droite R et le premier contact étant en m'\ de 
même sur la surface 2" on aura la courbe t" passant par le point m"^ et sur la 
surface 2'" la courbe H" passant par le point wf". 

La génératrice de la surface 2' correspondant au point m sera une droite con- 
tenue dans le plan qui contient les deux tangentes aux courbes ^ et H au point ml 
et passant par l'axe P. Nous nommerons i" la tangente à Xj ^! 1^ tangente à ^\ et 
g la génératrice. Nous aurons de même au point m", les tangentes t"j i/', et la 
génératrice ]g" de la surface 2"; nous aurons de même au point m"' les trois 
droites r,e/" et y'". 

Les droites g'^ g", g^'^ ne feront point avec l'axe P le même angle , d'après ce 
que nous avons dit; ainsi le point m' étant le plus près de celui qui est situé sur 
la plus courte distance des axes P et Q , il arrivera que Tangle if formé par l'axe 
P et la droite g sera plus petit que l'angle i" formé par l'axe P et la droite g" 9 
et plus petit que d"' formé par l'axe P et la droite g'''. 

Par conséquent y les trois points m', m", m"\ en tant qu'appartenant à la sur- 
face HQ, ne pourront se placer que sur les points m', m'\ m''' des droites g\ g" 9 g'"- 
Aucuns autres points n\ n'y n'\ en ligne droite et situés respectivement sur les 
génératrices g\ g\ g'\ ne pourront se mettre en contact avec eux ; par consé- 
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quent la posilioD respective des deux hyperboloides HP et HQ est déterminée 
d'une manière invariable. Les roues de l'engrenage ne pourront donc prendre 
une autre position que celle qui leur est assignée par la construction. 

La génération de h surface 2 qui doit terminer la denl de la roue HP pourrait 
présenter des difficultés dans Fexécution pratique ; je proposerai donc de con- 
struire les dents de l'engrenage de la manière suivante : 

Étant donnés deux axes P et Q et une droite R telle que tous ses points soient 
distants des deux axes dans un rapport constint et inverse de celui de leurs 
vitesses respectives , l'on obtiendra , ainsi que nous l'avons dit plus haut , en fai- 
sant tourner la droite R autour de l'axe P une surface de révolution, un hyper- 
boloîde k une nappe HP; de même en faisant tourner la même droite R autour 
de l'axe Q, on aura la surface HQ. Ces deux surfaces se couperont suivant la 
droite R passant par un point de la plus courte distance qui existe entre les axes 
P et Q y et une courbe du troisième degré y qui passera aussi par le point où la 
droite R coupe la plus courte distance. 

Cela posé : si l'on divise la droite R en (n— i) parties égales entre elles , par les 
points m', m'\ m'"... in^"^ et que par chacun de ces points on mène des plans per- 
pendiculaires à Taxe P, Ton aura pour intersections dans la surface HP des cer* 
clés. Désignant l'un de ces cercles par C ; si par l'axe P Ton mène une suite de plans 
méridiens au nombre de (n — <), ils diviseront le cercle C en (n— 1) arcs égaux, 
ainsi que tous les cercles parallèles à celui-ci , et la courbe qui passera par le 
premier point situé sur le cercle Cm', par le deuxième point situé sur le cercle 
Cm", par le troisième point situé sur le cercle Cm'^' et enfin par le dernier point 
m*** ou le (ft — 1)* situé sur le cercle Cm^*\ sera une spirale hyperboloïdique dont le 
pas sera mesuré sur la droite R par la distance comprise entre les points m' et m^"^ 

Nous nommerons H ce pas et l la courbe spirale. On voit évidemment que cette 
courbe peut être tracée mécaniquement par un mouvement continu. Si l'on 
divise de même un cercle C\ippartenant h la surface HQ , par une suite de plans 
méridiena passant par Taxe Q en un certain nombre de parties égales entreelles, 
ce nombre étant représenté par ( n' — 1 ) et tel que le rapport entre (n — 1 ) et 
(îi' — i)soit celui qui existe entre les distances respectives d'un des points de la 
droite R aux deux axes P et Q , on construira une spirale Ç, qui sera la corres- 

pondante de l ; son pas h mesuré sfur la droite R sera tel que -^ = -r— r, et ces deux 

courbes (et (, su conduiront par un frottement de roulement angulaire. 

Maintenant , par chacun des points de la courbe ( , Ton fera passer des droites 
perpendiculaires à Taxe P et qui formeront une surface spirale hyperboloïdique; 
cette surface sera nommée li De môme par la courbe i on fera t)a8ser des dfoite« 
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perpendiculaires àtl'axe jQ et formant aussi une surface spirale hyperboloidique 2^. 
Ces deux surfaces pendant le mouvement de rotation ne seront en contact qu^ 
par des points situés respectivement sur les courbes ^ et Ç,. On ne prolongera les 
surfaces 2, et 2", du côté des axes P et Q , et respectivement , qu'autant qu'il sera 
nécessaire pour que la courbe g. puisse passer, puisqu'elle pénètre dans l'intérieur 
de la surface HP, et pour que la courbe ^ puisse aussi passer > puisqu'elle pénètre 
aussi elle-même dans l'intérieur de la surface HQ. De sorte qu'il y aura un noyau 
fixé à l'axe P et à la surface duquel la surface 1 s'arrêtera; de même aussi la sur-^ 
face 2' s'arrêtera à la surface d'un noyau fixé à Taxe Q et assez rapproché de 
cet axe pour permettre un libre mouvement à la courbe ^. 

Ensuite l'on donnera à la dent une épaisseur suffisante ( comme à un filet de 
vis). On n'aura pas besoin de lui donner un excès de longueur ; on pourra la 
terminer à l'hyperboloîde HP ou HQ ^ parce que les deux courbes ^ et i, n'ayant 
point leur plan tangent commun en chacun de leurs points de contact successifa 
( excepté pour celui situé sur la plus courte distance), parallèle aux deux axes P 
et Q , les dents ne pourront s'échapper pendant le mouvement de rotation. 

Cette construction pourra s'exécuter facilement sur le tour , et par conséquent 
Ton peut, je crois, regarder le problème qui fait le sujet de ce mémoire • comme 
résolu, soit en théorie , soit en pratique* 

Il faut cependant démontrer que la surface 2, dans quelque, position que ce 
soit , ne rencontrera la courbe t qu'au seul point de contact angulaire existant 
entre les deux courbes l et ^. 

Soient P et Q {fig. 24) les deux axes donnés. Soii R la génératrice commune 
aux deux hyperboloides HP et HQ, et en même temps la droite des contacts an- 
gulaires successifs des dents de Tengrenage. Soit y la courbe du troisième degré, 
seconde ligne d'intersection des deux surfaces HP et HQ. Soit ab la plus courte 
distance entre les axes, le point d étant situé sur celte plus courte distance, de telle 
manière que ad et db soient dans le rapport inverse des vitesses des axes ; h 
droite R et la oourbe y passeront par le point d. 

U est évident que si par un point m pris arbitrairement sur la droite R je fais 
passer deux plans respectivement perpendiculaires aux axes P et Q, Tun coupera 
la surface HP suivant un cercle C, l'autre coupera la sur&ce HQ suivant ua cercle 
G^ tels que le premier coupera la courbe y en un point m" et le deuxième en un 
point m', et que.i^es deux points seront toujours dans la même posilion relative, 
savoir : que W. aer» toujours au^asMU&de m?, et qu'ainsi^ si la dcoile.Wjmi" 
repcéaenie rintepsection des plans des deux ceroles^la partie mm' dueerdûXI'.iera 
toujours em deasoufi da pUn du cericle C et que la, i3artie vm" sera tcyujwm au** 
deiAiM. de!C« ai6nie.i4««. 



Les deox'ceretes CVettl'som dés^fourbem «(yirespotidftmcfS/c'eM-à^direqu^iMts 
se roulent angnlairemetit , te point de eotAact se plaçant toujotfrs au point Yi»r 
ponr deux courbes correspotidantes , telles qae g et ^., on aura les mAmes ré- 
sultats , seulement le point de contaet variera de position sur la droite R. 

Ainsi (fig. '!i5) les deux courbes correspondantes l et (. étant en contact an- 
gulaire au point m situé sur la droite R*, si je prends sur la courbe | un point m" 
qui soit le correspondant du point m'" situé sur la courbe l, , ces deux points seront 
tels que les cercles G et G' passant Fun par m"^ et son plan étant perpendiculaire à 
Tante P, l'autre par tnf^\ et son plan étant perpendiculaire à Take Q, se^coupeiroai êh 
un point m' situé sur la droite R. Il est évident que toute la portion mm'" dé la 
courbe t sera au*dessous du plan du cercle C^ et que tous les points de l'arc mm*" 
eerevit at^dessns de la surftrce spirale hyperboloidique formée par les droites per- 
pendiculaires à Taxe P et s'appuyant sur la courbe | ; qu'il en aéra de mdme psir 
rapport à la surfece spirale ayant Q et t pour directrices, c'est^^re que la partie 
mm" de la courbe ( sera au-dessus d^elle. 

AtBsi les deux sniifaces spirales hyperboleidiques n'avroiitjanisfis^'datis quelqite 
pmttion que Te soit, qu'un seul point commun, qui^sera celui «é lequel lu 
courbes Ç et Ç, ont leur contact angulaire. 

lies deux roti^ dentées étant supposées mises en piMe , il arrhrere ^ 0» wrtu de 
la forme géométrique que nous avons donftée «Mx deiMt , que la roue qui a pour 
axe P restant fixe dans sa position , celle qui a pour axe Q, pourra prendre un mou- 
vement de rotation autour de la droite R comme charnière, l'axe Q décrivant un 
hyperboloïde à une nappe et de révolution autour de R, et que par conséquent les 
deux roues pourront donner des systèmes différents , dans lesquels les axes P et 
Q comprendront des angles variables; et camme la ligne R dans chaque système 
sera la ligne des contacts et que les distances de ses points aux axes P et Q n'au- 
ront point changé, il s'ensuivra que le rapport des vitesses sera toujours le même, 
et que le frottement sera de même nature, c'est-à-dire , de roulement angtUaire. 

Cependant Taxe Q ne pourra pas prendre une infinité de positions par rapport à 
Taxe p €ft à la droite R restés invariables, ces positions auront des limites déter^ 
minées par la considération suivante , savoir : que Taxe Q dans son mouvement de 
rotation autour deR , entraîne la courbe ^, et que lorsque cette courbe rencon- 
trera la surface héKcoïde 2 qui a pour directrice la courbe Ç, Vme Q ne pourra dé- 
passer la position qu'il affectera alors. Que de même lorsque la courbe l touchera 
la surface hélicoide l! ayant ^, pour directrice, l'axe Q ne pourra plus continuer 
à se mouvoir autour de la droite R; mais entre ces deux posvtiows ex!tF««ies l^axe 
Q pourra prendre toutes les positions intermédiaires. On voit aussi que pour ces 
diverses positions intermédiaires de l'axe Q , la droite R ae^gse pïu* p^r 'U» 
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point de la plus courte distance des deux axes. Cette consîdératioii da mouYement 
de l'axe Q autour de la droite R , qui lui permet de prendre une infinité de posi- 
tions sans que les propriétés du système résultant soient changées, excepté l'angle 
des deux axes, nous démontre que la surface qui doit jouir de la propriété d'avoir 
ses points distants des deux axes dans un rapport constant, est nécessairement 
engendrée par une ligne droite. J'ai dit ci-dessus que l'on savait par l'analyse que 
cette surface était un hyperboloide à une nappe et non de révolution. 

Dans le système que nous venons de construire, la droite R, en tant qu'appar- 
tenant à la surface HQ, ne pourra se placer sur aucune des génératrices du para- 
boloîde hyperbolique engendré par des droites perpendiculaires à l'axe P et s'ap^ 
puyant sur Taxe P et sur la droite R, la droite R étant une génératrice de cette 
surface paraboldide et supposée appartenir aussi à la surface PH ; parce que comme 
les dents doivent être équidistanies, les génératrices perpendiculaires à Taxe P 
couperont bien toutes les génératrices du deuxième système du paraboloide en 
parties égales entre elles, mais non égales à celles qui existent sur la droite di- 
rectrice R. Ainsi l'engrenage ne pourra se mettre en contact que par des points 
situés sur la droite idéale R dont tous les points sont distants des axes P et Q dans 
le rapport inverse des vitesses de ces axes , le frottement dès lors sera de roule- 
ment oR^tatre, car on ne pourra mettre les roues dentées en présence de manière 
à avoir un frottement de glissement angulidre ; la pose sera donc facile (^). 



PT 5. 

NOTE SUR LES ENGRENAGES DE VVHITE (**). 

La démonstration relative aux engrenages de White , que M. Delaunay a 
publié dans le Journal des mathématiques de M. Liouville , n'est pas nou- 
velle. Cette démonstration est la première qui se soit présentée i mon esprit 



(•) La construction géométrique exposée dans ce mémoire a été trouvée en 4847 , à l'École d'application 
de Metz alors que j'étais élève sousJieutenanl d'artillerie ; à cette époque j'avais à faire , comme travail 
d'étude, un projet de machines ; je donnai alors les dessins d'une machine propre à tailler les dents de 
rengrenage précédent. On peut lire à ce sujet une note de Hachette , imprimée dans la deuxième édiUon 
de son Traité des machinée , à la On du chapitre tur les engrenagei. 

(**) Cette note, accompagnée des pièces justificatives, a été communiquée à la Société philomatîque,dans 
sa séance du 24 mars 4 8i0 , et elle a été publiée dans le Journal de mathénuaiquM fwm el afpliçnée$ 
de M. UomnuLB , tome V (4 S40). ^« 0- 
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lorsque j'ai commencé à m'occuper de la théorie des engrenages. Je Tai commu- 
niquée à plusieurs personnes, et en particulier à M. Arago, lorsqu'il était chargé 
du Cours de machines à l'École polytechnique. Enfin je m'en suis constamment 
servi dans mes leçons à TÉcoIe centrale des arts et manufactures , depuis 4839. 
On ne peut en effet imaginer rien de plus simple quand il s'agit seulement de faire 
voir que les engrenages de White ont, en effet, les propriétés que leur attribuait 
ce mécanicien. C'est à cause de cette simplicité même que je tiens à mon droit 
de priorité. Ce droit, je l'établirai d'une manière incontestable par l'extrait sui- 
vant d'un mémoire que j'ai composé en i817 , à l'École d'application de Metz, et 
qui a été visé (ainsi que le sont les travaux des élèves sous-lieutenants) par les 
officiers placés alors à la tète de l'École. 

Exiraii du mémoire sur le projet de machine (École de Metz )• 

€ La première idée qui conduit à l'engrenage de White est celle--ci. 

» Considérons l'engrenage composé d'une crémaillère et d'un pignon. 

» Supposons la crémaillère composée de m bandes dentées réunies ensemble 
et de manière à ne former qu'une seule bande dentée ; considérons le pignon 
comme composé aussi de m rondelles dentées ; donnons à chaque rondelle du 
pignon un mouvement proportionnel de rotation autour de Taxe et à chaque 
bande de la crémaillère un mouvement de translation correspondant i celui de la 
rondelle qui est chargée de la conduire. 

» On voit qu'après ce mouvement^ les extrémités des dents formeront une 
série d'hélices sur le cylindre du pignon et des lignes droites parallèles entre elles 
et obliques sur la crémaillère, et ce système se conduira parfaitement. 

» Mais de cette idée on est conduit à cette conséquence , que vu le grand nombre 
de ces bandes dentées et des rondelles dentées ( ou pignons) correspondantes , 
on peut diminuer la longueur des dents dans chaque système , et la diminuer 
d'autant plus, que le nombre des bandes sera plus grand ; et en effet, la longueur 
de la dent n'est -nécessaire que pour que , vu l'écartement des dents , lorsqu'une 
dent quitte , une nouvelle puisse prendre , et elle doit se mettre en prise un peu 
avant, et cela , pour qu'il n'y ait pas d'interruption dans le mouvement de rota* 
tion, ni de perte de temps ; mais l'on voit que si la première dent de la première 
bande quitte , et que la deuxième dent de cette même bande ne puisse encore se 
mettre en prise, la première dent de la deuxième bande n'aura pas encore quitté^ 
et ainsi de suite. De sorte que de proche en proche , on voit que pendant tout le 
temps du mouvement, on aura des bandes qui, alternativement, conduiront et 
ne serviront pas à conduire le pignon , et nice versât 



*» CHi sslit qti^'Ia^uaafité de gîissetuMt iqui &'opëre mr une "ûmt d'une pre^ 
inlfere tout parr 'fa dent^correspoAdatite de la deuxièCM rotiez petit 6lre reiîdm 
-âwsrf prtite qwe l'ten têtu , en rogntnt !a longueur des dents ; par cônséqfuent , 
plus on^^ugtnenteraiettottibfe des bandes, plus on-arrivera à a^oîr un engre- 
nage patrdl,' un engrenage dans leqtsrel le*frottement1ra tetijonrs en diminuant. 

^ 'Enfin, la* surface sur iaquélle «^opère le frottement est réduhei un point, «u 
premier point-deicoiitaci des deux dents en prise, forsqtre Ton appose les bandes 
en iionrbre infini. 

>l.es dents tmt demc changé de forme; auparavant, la oourbe tpii les termi- 
nait 6tait tsontenueilans un plan perpendiculaire & Taxe éê mouvement de rota- 
tion ; maintenant celle courbe se réduit à fa ligne formée par le premier point de 
chaque dent de ce nombre infini de bandes , en sorte que la forme de la dent a 
disparu , elle «i>sst (plus oâcwsttire» puisque 6oo pramèor point .nul sufiit pour 
obtenir la ligne de contact qui seule forme actuellement la dent, et cette ligne est 
tracée sur* la suH^ace ettérieure du noyau à denter sm>nMffen de la manéhîne. 
Pour une crémaillère, cette ligne est une droite; pour une roue ^Ile est unelié- 
Hce tracée «ut le cylindre noyau de la roue ou pignon. 

» *De plus , t)n voit que cbaïqfue ptilm delà ligne de contact tJe la première sur- 
face a ^on homologuersur là ligne de contact correspondantede la seconde surfhfce, 
et que ces points homblogues se toucbrem , pour se quitter immédiatement en 
tendant à glisser fun surTautre. 

» Le frottement est donc ici leffel d*tm roulement' des lignes de contact les 
unes sur les autres, ce qui donne le frottement le plus doux que l'on connaisse 
dans les arts , celui dit de deuxième ^èce. 

» De celte discussion- nx^usconduronB : quela forme pritnhîve des dents ne 
doit plus être prise en considération, puisque le premier point de contact de 
chaque dent est seul nécessaire, le seul considéré et empfloyé ; 

» Oublie mouvement est uniforme, puisque Ton est pafrti d^un mouvement 
uniforme qui dépendait alors 'de la figure de fa dent, et qui ne dépend plus main- 
tenant que de ce que les lignes de contact qui forment l'arèle extrême des dents , 
se roulent sans se glisser. Et l'on voit évidemment que cet engrenage, par Tusage 
continuel, te tratail, tendra nécessairement à se perfectionner. 

» La figure des dents du nouvd engrenage est arbitraire ; elle ne dépend plus 
que de la ténacité de la matière employée , etc » 

Metz, 49 aDût 4847. 
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Si dans les- deux mémoires préseMés à l'Institut en 1826, je n*ai pas consigné 
cette démonstration , c'est qu^«»n^èst pa^^assez générale. 



i'a^nm b6soki4'uu autre jnodede iéaiMstraUpnpûurbiQalairermr.^ l'oa 
pourrait» d'aprèa les procédés mécamqpos de Wbita,. construixe Urok espèces 
dfen^peoages : la premier ayaot unicoUfxaent: de roiUewQQtaQgivdair& direct.^ le 
second ayant un frottement de roulement, et le troisième ayant un frottement de 
gjpssesient ai^ulaire. Vfhke n'avait pas aperçu les frottement a^gijilaires; je 
crois être le premier qui ait signalé ce genre de frottement. 

La méthode que j'ai employée dans les mémoires présentés à Tlnstitut, avait 
non-seulement l'avantage d'être vraiment géométrique et rigoureuse» mais encore 
celui.de bien faire, voir, sans aucun doute , que pour les engrenages cylindriques 
et coniques, le frottement de roulemeni (Ureot existait lorsque la ligne l^ lieu des 
contacts successifs de deux dents, était une droite située dans le plan des axjes, 
et que le frottement de roulement angulaire existait lorsque cette droite.^ n'était 
pas située dans le plan<les axes; dans Tun et l'autre de ces deux cas, les distances 
de. chacun de^ points de la droite $ aux deux axes, étant toujours dan& un rapport 
constant et inverse de celui des vitesses de ces deux axes. 

Celle même méthode me permettait aussi défaire voir qvie le frottemeifU de 
gtisiement angulaire ^ non-seulemont existait toujours dans.les en^jfrena^^s cylin- 
driques et coniques à la White, lorsque les distances des pointa de la droite 4 aux 
deux axes, n'étaient. pas dans le: rapi^rt inverse, d^s. vitessevs des axes^ mais qju'il 
fallait impérieusement, dans ce cas., que la droite 4 fût boi?s des/p^ns des axes» 
pour que J'engfenage fûl possible* 

D'ailleurs» c'est par la .considéra lion dea surfaces idéalesret^ de: révoluiion en* 
gendréea par la lignée» Lieu dea. contacts successifs de deux dents en prise t^ que 
X'^i pu établir le théorème qui, à mon avis, constitue toutcklalJbéorie géométrique 
des engrenages à la White , de ceux dans lesquels les surfaces dea dents ne ae 
mettent successivement en contact que par un seul point. Yoûu ce théorème : 

Étant donnés : l"" deux axes A et A' animés, le premier d'une vitesae.ti et le 
seMnd d'une, vitesse v*j H" deux surfaces ( et.^' fixéea, la preinièreà L'axe A, la 
seconde à l'axe A'.. 

Si ces deux surfaces en tournant respectivement autour de l'axe auquel cha- 
cune se trouve liée, se mettent suocessivement en contact p^r un seul point m ^ 
m\ m",... lesquelsr points forment dans l'espace une oourbe^ dite /teu des cooioct» 
mfceu{f9 des surfaces dstdeux. dents homologues ou en j^me.i 

En faisant tourner la courbe l autour des axes , on.obtiandra deux aurfaces.de 
révolution, Tune $, fixée à l'axe A ; Tautre $' , fixée à l'axe A'. 

L^aidfliiikattr£MMifi6tCâci>0Qi4]|eraot suivant me canthoid, lèt^auxiaurâces 
9' et i;' se couperont suivant une courbai!; et l'ioatpMirni BOWfJaom laB>aurfaaai 
«(Ot^^^porilM OÊÊSÊàUmi tùi4t>éSÊi*<» senaeqiie. ati roiimpiiii i aaiitittufeiaoufbej 
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comme rigides » elles se conduiront Tune par i*dutre, ainsi que le faisaient les 
deux surfaces C el (' ; et le frottement qui se manifestera pour les courbes 9 et V^ 
sera de même nature que celui qui se développerait sur les deux surfaces C et Hf. 

Gela posé : 

l"" Si les distances aux deux axes de tout point m de la courbe ^ sont dans le 
rapport inverse de celui des vitesses i; et i;', le rapport de ces vitesses étant sup- 
posé être constant^ être le même à chaque instant du mouvement, le frottement 
sera de roulement; 

2* Si le rapport des distances aux axes n'est pas constant ou n'est pas inverse 
du rapport constant des vitesses, le frottement sera de gUssement; 

3* Chaque point m de la courbe ^ engendre un cercle en tournant , soit autour 
de Taxe A , soit autour de Taxe A'; désignant par C et C les cercles engendrés 
par le point m, el respectivement autour des axes A et A', il pourra arriver que C 
et C soient tangents Tun à Tautre au point m, ou qu'ils se croisent en ce point m. 
Lorsque les deux cercles sont tangents, le frottement est direct; lorsque les deux 
cercles se croisent, le frottement est angiUaire; car .dans le premier cas, les 
courbes i et S^ ont même tangente au point m ; dans le second cas, ces courbes se 
croisent en ce point m ; 

4"" Si les deux cercles G et G' sont tangents , alors le point m et les deux axes 
sont dans un même plan , dans ce cas les deux axes et la courbe ( seront dans un 
même plan ; dés lors les deux surfaces $ et $' seront tangentes l'une à Tautre, 
suivant la courbe (. Dans ce cas, on retombe sur les engrenages cylindriques et 
coniques , et la courbe l doit impérieusement être une droite , si l'on veut que le 
frottement de roulement existe , et dés lors le frottement est de roulement direct. 
On ne peut pas construire un engrenage à la White dans lequel le frottement 
soit de glissement direct ; 

5* Si les deux cercles G et G' se croisent, alors les axes peuvent être dans un 
même plan ou non; le point m est hors du plan des axes dans le premier cas; les 
deux surfaces $ et 9\ dans tous les cas, se couperont suivant la courbe l. 

Le frottement sera donc , dans tous les cas , un frottement angulaire , car les 
courbe d et ^ se croiseront au point m, et l'on pourra construire deux espèces 
d'engrenage : dans l'un le frottement sera de roulement angulaire y dans l'autre le 
frottement sera de glissement angulaire ; et pour Tuh et l'autre , les vitesses des 
lixes seront dans lin rapport constant. 

ie crois devoir consigner ici une idée que j'ai eue depuis plusieurs années i et 
que j'ai communiquée à plusieurs personnes. 
Il s'agit d'une espèce toute particulière d'engrenages à la White , et auxquels je 



4loiiMi le nat» <l*qii^B|f>fGifl k.lke^^'hmslm^ n'ayMt pas trouvé d'eipi;enbli.qm 
.fû( Hii0tti en rapport ai?6o la towwt^ de eieB sovtes d'engrenages» 

Eq ae rappebint ce qui a ét6 dît préoédemment et ce que j'm développé 
dans le S 2 de non premier mémoire aur les engrenages de White» poblié 
ci -avant sous le n* 3, on voit que l'idée géométrique est de considérer les 
oourbea d et d' intersections d^ surfaces C et (^ de deux dents en présence, par 
les surfaces de révolution ^ et 9^' engendrées par la révolution de la ligne { 
des points successifs de contact des deux dents autour (et respectivement) des 
axes À et À' des roues dentées, comme deux lignes rigides, et que l'on peut 
remplacer les surfaces ( et (' par ces courbes 9 et ^^ 

Cette i.dée géométrique me parait devoir être facile à réaliser en pratique , et 
cela en prenant des tiges cylindriques que l'on plierait suivant la forme des 
courbes d et d", et dés lors les surfaces C et (' ne seraient autres que les sur&ces 
de ces tiges ainsi pliées« 

Je développe mon idée. 

Prenons l'engrenage cylindrique pour lequel les surfaces idéales et de révolu- 
tion $ et 4' engendrées autour des axes seront deux cylindres se coupant suivant 
deux droites^ parallèles aux axes, dont Tune s^ra considérée comme étant la ligne 
(, lieu des contacts des dents. Les coail)es d et j' siéront deux hélices tracées, la 
première sur le ^lindre # , la seconde sur le cylindre 9\ et ces deux courbes 
couperont chacune les génératrices du cylindre sur lequel elle se trouve tracée 
sous le même angle a* 

On sait qu'alors les deux courbes i et d' se conduiront uniformément et avec 
un frottement de roulement angulaire. 

Concevons que le premier axe A soit une tige 0xée par son extrémité à une 
rondelle circulaire V, et que cette rondelle V soit divisée en un nombre de 
parties ^les, et que de chaque division s'élance une tige i cylindrique 
tout d'abord, mais pliée ensuite sous la forme d'une hélice cylindrique et cou* 
pant les génératrices du cylindre sous l'angle a. De sorte que cette tige hélicoi* 
dale soit fixée i la rondelle V par une de ses extrémités, l'autre extrémité étant 
19l>re comme dans un tire-bouchon. 

Imaginons la même chose pour le deuxième axe ; mais lorsque Ton mettra 
.l'engrenage en présence, il sera placé UU-béche^ c'est-à-dire que les extrémités 
libres des tiges hélicoïdales i seront tournées vers la rondelle V sur laquelle 
^eroat fixées les tîges hâUcoidales i\ et réciproquement , les extrémités libres des 
tiges hélicoïdales H seront tournées vers la nmdelle V sur laquelle seront fixées 
les tiges hélicoïdales i. 

Si l'on considère deux dents ou t^es faéKooidales itii devant s'engrener ou se 
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façon de deux aniMMU^d'ime^oliÉtae, HiéMMeipiefa fige-B^loime autour *dela tige 
dVlwmcaitréiqitéf libre v6naM>0mbras8ev cette fige If t»tlès ëe lafwidéMeWV'pour 
i|U'eai5uile, après un «n^tain angle de révtftotion des woea, i^strémiéélibrà^e 
X se dégage de la tige d^Qtprès de laranddki V^ 

On Toil'tovtide euiteciUQ les tiges héKe<yïdaies , for tnées tnrtsi que^noos 1%^- 
qooQS, ne donneront 'point tes «urfeeea géométriques ngoureuses qui se trah- 
iraient ^pendant lie mouvement derotaCiondés axes^en contact parades "-peints 'qui 
aetrooveraieift rigoureusement' si tués'surilâ 'drortegéométrîque'Ç. 

On aura donc tout d'abord un 'frottement' de glissement angulaire, et tfe {ilus 
Ie&vitesses<(los axes ne seront 'pas dans un rapport constant. 

IMais ie frottement de glissement sera titès -'petit et les variations dant^lhinfi- 
liENrmité du mouvement des axes 'seront aussi très -petites, de sorte que par un 
travail soutenu pendant quelque temps, les tiges d etd' s'useront réciproquement, 
et Ton arrivera à avoir un engrenage géométrique. . . 

Ce que je vt^ns de dire pour l'engrenage cylindrique s'applique évidemment à 
Vengrenageooniqueoùlesaxes se ooupent, et<à l'engr enago fryperboloîâique ^ 
iea..axes me sont pas situés *dans un même pAan. 

lei joiidois feire uneTemarque quF n'est' pos-^nsiiiiiporta^èe. 

Lorsque dans >»! engrenage ;>e frot4ement de glissement,* qu'il seit '^ireet ou 
aBgulaire,a lieu,* iesdonts s'usent riine^^par l'autre ^se détonnent et' Cendant A 
prendre la forme qui permettra au frottement de roulement dUroét ou angulaire, 
d'exister* Dans les 'eafg^enagestordinaires lé profil des^enisquidofViè le frotte- 
ment de roulement, n'est autre que les cercles primitiis-; de aorte que par 4e 
travail rengrunagetae ité|tr«h«a«S'cesse. 

Dans les engrenages >à b l^Mte, le profll ides denta est arbitraire^ U suffitqoe 
lepoint'de contax^ dedeux dents se meuve «pr la ligne^; dès lors l^greoage 
par le travpildéiruit^ur les surTaoes »ç et J^'^^des dents, tout cpqa-il est nécessaine 
de détruire pour arniver à 4a ligne t. 

Cette destruction opérée, l'engrenage «n'en subsiste pas moins ^ enee^ens'que 
les dents existent toujours, quoique leur forme primitive soit altérée par le4ra¥ftil, 
maisperfectionnéeei amenée^roe^môme travail ji la forme géométrique ^Foulue. 

On conçoit dàa>lors «que 'pour «es ^sortes d'engrenages, illaut; que ^l'etéaviion 
pnimiiive. laisse peu A «faire au Savait des dants, s' usant 4'*une par 4'autre, afin 
que rengranage>pimse>6toeprompief|iont li^résn'bon état^etsMifl^santA la 
dit4on duivotteiMpt^ue^ffoulemant. 
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BB. LA FOME QUte DOIT AVOIR LAC0UBB9 GÉtlÉIUTRIGE PE LA SIUIFAOE BtUGOiiM- 

QUI TERMINE LA DENT d'uN WGRENAGE'A LA WflITK. (*)^ 

NbQST'atmisr dit &as fe mémoire n"" 3\ ci-dessus , que lorsque Ton avait deur 
cyffndres deré^utibirtàDgentlsrun à l'autre suivant une génératrice droite M^ 
81 l'on traçaii'sap le ^irenAiercylindre une hélice S et sur le deuxième cylindre une 
hélice S'^en Contact par un point m situé' sur la droite M, nous avons démontré, 
dis-je y que ces deux hélices S et S^ roulaient l'une sut* Tautré si elles avaient 
même inclinaison sur la génératHce M. 

IHbus ârvons ensuite ajouté' que si Ton menait un plan P'par les deux axes àei 
cylindres, et si dans ce plan P et par le point m on menait une droite arbitraire^ 
et', ce qui est mf^u^t; diins là pratique, si Von menait une droite D perpendicu^ 
lèrire à la génératrice jtf , et puis que par cette droite D on mena un plan Q 
{fig. 1) perpendiculaire au plan P et dès lors perpendiculaire aux axes des deux 
cylindres, èir traçant dans ce 'plan Q dfeul courbes 3 et ^ tangentes entre elles au 
point m et ayant en ce point m pour tangente commune la droite D, en faisant 
tourner Té pFan P*d'abord autour de Taxe du premier cylindre , ce plan P entrât- 
iiatit avec lui là cbdrb'e 3'et le poîhl m parcourant Thélice S , et ensuite autour de 
l'axe du deuxième cylindre, ce plan P entraînant avec lui la courbe d' et le point 
m parcourant PWéîîcef s, fa courfce^S' engendrait une surface hélîcoïde A, et la 
courbe d' engendrait une surface hélicoide A', telles que ces deux surfaces étaient 
€fn contact au point m et en tous les points m', tn^y etc., de la droite M , à mesure 
qu'en vertu du mouvement de rotation les hélices S et S' venaient se mettre en 
contact, et successivement par ces mêmes points m\ m", etc. 

Mais ce qui précède ne suffit pas pou^'que Tengrenage à la White puisse libre- 
ment fonctionner, car il faut que les deux dents en contact ou en prise puissent 
ÊK^Henent te dégagar i'une db l!aotrv, lë^ mouvement de rotatiôu' vanantà se 
prolonger;, eilâetpktt il faut ioaq^érteuMûient que pendant que ces deux dentr 
sont en prise y elles ne s'opposent point, par certaines de léfurs parties, an mou- 
vement 4e «otaiioD. 

IMsikMwlaft eoni4ie»d.et d'^nv^penvont pas être aribitraim. 
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Si Ton coupe les deux roues de Tengrenage par un plan Q perpendiculaire aux 
axes , l*on obtiendra pour sectiota dans le premier cylindre le cercle C {figi 2 ) , 
et dans le deuxième cylindre le cercle G; ces deux cercles seront tangents Tun à 
l'autre en le point m. Ce même plan Q coupera la surface hélicoide qui forme la 
dent de la seconde roue suivant la courbe i. 

Gela posé : si le deuxième cylindre (G) tourne autour de son axe d'un angle «, 
le premier cylindre (G^ tournera autour de son axe d'un angle 6, et les arcs nrn' . 
du cercle G et mit. du cercle G' étant rectifiés seront égaux en longueur. 

La courbe i aura dès lors pris la position i, lorsque la roue (G) aura tourné 
autour de son axe de la quantité angulaire «• 

Or il est évident, pour que les dents des deux roues puissent s'échapper ou ne 
pas se gêner pendant ce mouvement de rotation , qu'il faut que la courbe d, soit 
en arrière du point n, , position que le point m est venu prendre sur le cercle G'. 

Dès lors il est encore évident que si la courbe à est telle qu'en tournant autour 
de Taxe (o) de la seconde roue elle puisse conduire uniformément le point m 
supposé tourner autour de Taxe (o') de la première roue, la courbe d aura la 
forme /imite, c'est-à-dire que l'on devra prendre pour la courbe i une courbe 
intérieure à celte courbe limite. 

Mais la forme de cette courbe limite nous est connue, nous savons qu'elle 
n'est autre que l'épiçycloîde plane engendrée par le point m du cercle G' roulant 
sur le cercle G supposé fixe. 

Dès lors pour déterminer les courbes d et d' qui doivent être les sections faites 
à travers deux dents, en prise, par le plan Q, ces courbes d et d'étant telles qu'elles 
ne se gêneront pas pendant le mouvement de rotation de Tengrenage , il faudra 
employer la construction suivante. 

S m. 

: Les deux cylindres verticaux (fig. 3) sur lesquels sont tracées les hélices S et 
S' également inclinées à l'horizon, seront coupés par le plan horizontal sui- 
vant les cercles G et G'. 

Si l'on fait rouler le cercle G sur le cercle G', le point m engendrera l'épiçy- 
cloîde E'î si l'on fait rouler le cercle G' sur le cercle G, le point m engendrera 
L'épiçycloîde £. 

Si répicycloïde E se meut autour de Paie du cylindre (G), son point de 
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rfb<ftu$8eiiKiii;9i'paltMwrant f liélioe -S» m Mira Me sni^âK^ héllcoid^pfcyddi^'^ 
d^le ^; .8i répicycloi^eE' se meut autour de Taxeidueyliadre (€^)^ 8qii poial deî 
rebroussemeut m par^courant ThéHca S', on aura uqe second^ surface, béHcoid^^ 
épicyclôïdale <b' ; ces deux surfaces hélicoîdes-épi^cloîdales $ et $' seront en 
contact par le point m. Mais si l'on suppose que le mouvement de rotation est 
indiqué par les flèches F et F', les deux surfaces ^ et 9' seront en outre en. 
contact suivant Thélice S', en sorte que le frottement sera de roulement entre les 
surfaces $ et 4^^ au point en lequel rhélice S' est coupée par le plan des axes (o) 
et (o'); mais il sera de glissement en tous les autres points de l'hélice S'. 

-L'engrenage ainsi composé sera donc V analogue de celui que l'on connaît sous 
le nom de cames et pilons, où la dent cylindrique a pour section droite une déve- 
loppante de cercle, et dans lequel la dent frotte continuellement sur une même 
arête droite du mentonnet du pUon • 

Il faudra donc pour que les deux surfaces $ et <b' ne soient pas en contact sui- 
vant l'hélice S', que les courbes E et E' soient changées, et il faudra dès lors 
prendre une courbe i intérieure à la courbe E et une courbe if intérieure à la 
courbe £'; alors les surfaces hélicoîdes 0, et $/ engendrées respectivement par la 
courbe i se mouvant sur Phélice S , et par la courbe d' se mouvant sur l'hélice S', 
ne seront jamais en contact que par le point des contacts sucessifs des hélices S et 
S', point de contact qui sera toujours dans le plan des axes (o) et (o') et situé sur 
la droite M génératrice de contact des deux cylindres (C) et (C). 

Mais les cylindres (G) et (C) doivent être évidés l'un et l'autre pour donner res 
pectivement passage aux dents en contact (S) et (j'), fig. 3. 
Dès lors la dent (d) doit ôlre reliée au cylindre noyau (B) par une surface , 

et la plus simple sera un paraboloîde 4; engendré parle rayon om, se mouvant 
horizontalement sur l'axe (0) et sur ThéliceS; de même la dent {if) sera reliée 

au cylindre noyau (B^ par un paraboloîde ^' engendré par le rayon o'm^ se mou- 
vant horizontalement sur l'axe (0') et sur l'hélice S'. 

Or les dents terminées, l'une par la surface hélicoide (S) et le paraboloîde ^ , 
l'autre par la surface hélicoide (d') et le paraboloîde ^\ se mettront successivement 
en contact par le point m se mouvant sur la droite M , si dans le plan horizontal 
Q la droite omou om' ne rencontre pas en d'autres points que le point m la courbe 
d* ou d et cela pendant le mouvement de rotation. 

Or : l'on sait que l'épicycloîde E, décrite par le point m du cercle G/ (construt 



Ulraf|DiinoM9i etf4M«^«<*nH^I^'^y«>olâe El' dëdrifë' pàr'lér iriédî» pioibr m dik^ 
cç*c!e d; tfcotistrttié^soHè^raffata^^'db'^^^ C pris pour diamètre) roulant sur, 
Itf cercle C,',' conduit le rayon o m. 

n fà'u(fra donc impérieusement que la courbe j^^oît intérieure ài répicjcloide; 
ë1\ et que Ta courbe d^soit intérieure à J'épicycloide E/^ pour q)ie. le». dents? de 
l'engrenage ne se mettent deux à deux en contact que par ua seuLp^oint cbemirf^ 
Haut sur ladroite M.9 ejt cela pendant le mouvement de rotation* 

Tout ce que nous venons de.dire aura Lieu , que Tengrenagerse trauve intérieur 
ou extérieur; là Dg. 3 représente Tengreuage extérieur» U sera facile de. fiûrai 
Vépure dans le cas de Tengrenage intérieur (^).. 

Ce qui précède nous révèle certaines propnété& gj&ojnétidqueft donfa joiuBaenli 
les surfaces hélicoîdes-épicyc!oîdale&. 

Si Ton, engendre une surface:<>. au moyen d'une. épicycloida EdaiiMe^{ioihl.de> 
rebroussem/snt parcourt une hélicç 8 décrite sur un. cylindce £ de: véivolatkmi 
ayant pour section droite un cercle G, du.rayon R,. celte surfaee sera un^ héli-«'' 
coîde , car il est évident que chacun des points de la counbe g^énéraiiWlca E décnîrai 
une hélice située sur un cylindre de révolution concentrique au cylindre S,. 

Et si Ton trace sur le plan du cercle G le cercle G' du rayon R', ce cercle G' 
étant le cercle générateur de répicycloïdè EE^ le cylindre 2' ayant ce cercle G' pour 
section droite coupera la surface 0, en vertu de ce qui a été dit ci-devant , sui- 
vant une hélicieS' ayant mômet inclinaison que Fliélice 8^. 

La surface hélicoîde-^ii^yclDldale <ft seraidonotooupéesciivaiit-desliéUces etpar 
des^ylîiKkasidû.révoluliûiiidedeutr'maBières distinctes : 

l*" Par des cylindraS' 2-.,. 2,^ 2^*'.. dei rayons* différente el conoentriqnesatt' 
cylindre.Z^ et les héUeesc Mront des inclinaisons différentes ; 

T Par des cylindres4e mèmerdyon 2', 2.!, 2.'... tous Ungent9 au 'cylindre 2^ 
et les hélices auront toutes même inellnaîson que ThélieeS' directrice du mou- 
vemeuiH. héliccttdal du^pointiderebroufisementde Tépicycloide génératrice B. 
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(*)^ Il^«y B 'éléjl^ <pK]8ieÉrg4iniiéerqu^*j'ai*coinMUfriqtté cesconsidérations géométriques à mes élèves , soU 
à.r£Qol^>c«iti^# 4to4irl« ei^ nuBufaiMwrûi't ml.au Ctonaerwtoiftcroyal die» arts^el métier»; T. 0. 
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UrpiWlprÀéAé 4oonc^ cindeswSn.|:V> «titra Jleu,.9«e ftépieyebi^ £^^«Mt>iHilé- 

Si donc le cercle C a son rayon R' égal à la moitié du ra;jKiQiA«il'à|tteyfdM4e 
E ne sera autre gue lerajron>R duiçe«^Ie'C« 0^ lors itewiÂoe jbéliiiÂde-épicy- 
cloîdale ,0^ deviendra la sjic&ce da fi^f 4^ fiaxoeméief. 

La surface dwfilei de vis carrée jouit donc des mêmes propriétés que la surface 
hélicoîde-épicycloîdale , et elle en jouit non parce qu'elle appartient à h famille 
des surfaces hélicoîdes-reclilignes , mais parée qu'elle appartient à h famille des 
surfaces hélicoïdes-épicycloïdales (^), et ainsi parce qu'elle es t une particularité 

-«itte )ltt8i8uvlMeg hâfwîdes^épieydoito^ 

Mats doroque ia» surface >^h&lieDide^pk7Qlold aie êSt eBrtériêwy^ , le rayon >R' "eu 

ioerole C^peutâsvenir in(mi^^d9ii$ eecas /la rai«Aioe#ileviem vife^suf^feee^déf^lop- 

i|iabl6^Qar ^aHeibnaatsuiiesurtee.hélioolitte , poisqtm l^épicycldî4ef] 

devient une développante» du >oenole;C; et en 4iffi8i,»iie^àît-oii^pa»qney quel que 
soit le pas de l'hélice S tracée sur le cylindre de révolution (G) , le plan Qde sec- 
tion droite de ce cylindre coupera la surface développable formée par les diverses 
tangentes à cette hélice S suivant -mie cGèveloppante du cercle C? Et dans ce 
cas , les cylindres 2', 2/, 2/,... (§ V) ne sont autres que les plans tangents au 

/cylîndn^ (G)., «et.tes/bélices 4e ^seolton . ae ^ool lauloes queues (tangentes de 
l'hélice S. 

^issîy kttsuffeoe hélîcoide développable appartient à la fÊmUl^ (ûk smtîhces 
hélicoîdes-épicycloîdales dites erctérieure^. BUeiin.#sÉaiaisfHvtic|daiQié. 

§VII. 

Lorsque l'on considère un -cerole C du rayon ÎR et un tieréle C du rayon 
H'cs^R et^uMui est tangent en un proint m , l'on^saîlique te cerde G', roulant 
4ntérîeu rement sur lecercle C, le point m décrit le rafyoto H (fig-i:). 

Si Ton coBdtritit donc ime -série -de ceTclesvC/',-€,,^3y...' concentriques au 
cercle G et ayant respectivement pour rayon R,, R,, Rj»**- et si jbm construit 
lie&tcendM G/, CJ^ G,'^^.ia]iant >r66peictiv6maBt^paiir)#aymK|[l/c=^R, , (RJ^^R,, 
iB^szs^R,^... des Mtcles C, «t Q^'y£^BUG^., G^«l €,V- «^i'^ Mqg6nis1''Qn -à 



(*) Voyez dans les Développements de géométrie descripiivey€ii9f. Ir^,^p. 5!^, u^e démonstration directe 
te Texistence de ces propriétés pour la surfaee^^lirtletr^e^m carrée. ^ ' 



l'autre et respectivement aux points m^fîn^f m,, ... en lesquels le rayon R pro<- 
longé est coupé par les cercles concentHques C. , G, , G,, .. l'on voit de suite que 
les cercles G/, G/, G/,... roulant respectivement dans le même sens et intérieu- 
remeivlisur iescercles 0,, t^, G,,... les points m. , m., m^yé.. engendreront tous 
la même épicycloîde intérieure qui ne sera autre que le rayon R supposé pro- 
longé indéfinisient. 

En sorte que l'on peut y en vertu de ce que répicycloide intérieure et recti- 
ligne R a une infinité de cercles généiPateurs ^ énoncer le théorème suivant : 

m 

THÉORÈME. 

• 

Étant donnée une surface de filet de ws carrée, si m la coupe par un cylindre de ré' 
«oftflton 2 cTtin rayon arbitraire p , et ayant pour axe taxe k delam, on aura pour 
section une hélice S et ai [on coupe la même surface par un cylindre de révolution passant 
par l'axe À et tangent au cylindre 2 on obtiendra pour section une hélice S\ et les deux 
hélices S et S' awronî mime inclinaison par rapport à l'axe À. 



§ VIII. 

Tout ce qui précède étant compris, cherchons si un cylindre ne pourrait pas 
toucher la surface hélicoide-épicycloidale suivant une hélice. 

Goncevons deux cylindres de révolution ayant pour sections droites les cercles 
G et G' {fig. 5) tangents au point m. 

Traçons sur le cylindre (G) une hélice S partant du point m et faisant avec 
Taxe (o) de ce cylindre un angle a. 

Traçons sur le cylindre (G') une hélice S' partant aussi du même point m et 
faisant avec Taxe (o') de ce cylindre le même angle ». 

Les deux hélices rampant l'une de droite à gauche et l'autre de gauche à droite» 
de manière à ce qu'elles roulent l'une sur Tautre pendant le mouvement de rota- 
tion uniforme des cylindres (G) et (G') autour de leurs axes (p) et {o'). 

Gela posé : 

Traçons dans le plan horizontal Tépicycloide engendrée par le point m du 
cercle G' supposé rouler sur le cercle G et faisons mouvoir horiiontalement cette 
courbe épicycloidale de manière à ce que son point de rebroussement parcoure 
l'hélice S, nous engendrerons une surface hélicoide-épicycloidale E, qui sera 
coupée par le cylindre (G') suivant l'hélice S'. 
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€ebi posé: 

Coupons la surface E par une suite de plans borisonlaux et équidistants entre 
eux, nou» aurons les courbes épicjcloidales d , y, d",... coupant Thélice S' et 
respectivement aux points x y x\ x",... et rencontrant Thélice S et respective* 
ment auxpoints n^ ?/» n",... 

Les tangentes aux points jc, x\x"j... des épicycloïdes de section seront dési- 
gnées par ty t\ fy... et leurs projections sur le plan horizontal seront f^ t'\ 

f'y... droites passant toutes par le point t extrémité du diamètre mi du cercle C 
qui est le cercle générateur de l'épicycloîde ayant le point m pour origine ou 
point de rebroussement. 

Les tangentes aux points o:, x'y x"t. . de Thélice S', étant désignées par 6, 9', 
9", ... leurs projections sur le plan borizonial seront 9\ G'\ 0"\... tangentes aux 
points «*, j:'*, x"*,... au cercle C qui doit être ici considéré comme la projec- 
tion borizontale S'^ de rbélice S'. 

Cela posé : 

Désignons par T, T', T^',... les plans tangents menés à la surface bélicoide E et 
aux divers points a;, x'j x",... 

Il est évident que le plan T passera par les droites l et 

— . T' — 1* et e' 

— T" — r" et e" 

— etc. — etc. 

Or : les plans T... seront les enveloppées d^une surface développable A tan- 
gente i rbélicoide E suivant rbélice S\ 

Mais pour que la surface développable A soit un cylindre, il faudra que les plans 
T... se coupent deux à deux suivant des droites parallèles entre elles. Et il est 
évident que ce résulat aura lieu, si Ton peut mener par une eerlatite droite do 
l'espace une suite de plans 0,... re^ectivement parallèles à la série des 
plans T. ... 

Mais si nous nous rap|)elons que nous avons mené des plans de section équi- 
distants entre eux , désignant par %\ z\ s",... les bauteurs respectives des points 
Xy x\ x'\... au-dessus dû plan borizontal, on aura s'=:2.s, %":=z3.%^... 

Si Ton abaisse tous les points x^ x'^ x'\ ... de l'espace dans le plan borisontal , 
ils viendront se superposer respectiveoient sur leurs projections â^, âp% âp"^y«.. et 
For aura supposé, dès lors que rhélice S' est transformée en le cercle G. 
^ Et les tangeëtes e, 0', 9'V*« descendront en des droites G ; G'i G'V*« pisdant 
feSpeetive|iH*nt pw tes points o^, x'^^ ^%*^* du cercle G^ 

41 



Et comme ces droites G, ••• sont également inclinées sur le plan dU«of rdir C^ 
ei 86 projdUent l^mralaleneDt sutiMit en tanyMttss à ce Mwtte , elle» wMnt 
les ^néraiifices du premier système d'un bypevboioide à» une «appe «t de révo*^ 
l«lioD X^ajaiit la droite (o') pour axe et le cercle G' pour cercle de goi^. 

Par les mômes raisons , les droites i, t\ i\... descendront su» le plMn/beriu»» 
taly et ainsi sur le plan do cercle G', pour se placer raspeotiveaaeBl en les dmltes 

l y l f l y.Ué 

Gela posé , il est évident : 

0«6 le plen & passant par tee droites G et f sera parallèle au pla» T 

— 0' — G' et 1^ — T 
*- ©" -- G^'^t f" ^ T" 

— etc. — etc. — etc. 

Or tous les plans 0^- passent tous, et évldetnmenty par Fa droite B menée paf 
le point t parallèlement à la droite A tangente en m à Thélice S' ; car la droite k 
est une génératrice du premier système (du système G. .O^^ l'hyperbôioide 1 et 
la droite B sera évidemment une génératrice du second système- de ce même 
hyperboloide 1. 

Ainsi se trouve démontré d'une manière très-simple que tous les plans T, T'^ 
T'',... se coupent deux a deux suivant des droites parallèles entre elles, ou en 
d'autres termes : ainsi se trouve démontré que la surface développable A est un 
cyliadre doot les génératrices droites sont parallèles à la droite A, laquelle est 
une tangente commune en m aux deux hélices S et S'. 



§ ÏX. 

De eef qui précède , ta déduit le {héorème suitant : 

TRÉORÈMEv 

Êiam damée vmmifaDt héUt&ide'-épkyc U kUU» txiérieme «te kOéritmê B ^«Ê$eif 
éfée par ém éfOeftfMei firfi, aytmt pour cercle gànémiemi m, cettt^ G' tforaymill!, 
Ummeautmo'émtuBt vtertieti (o). pai$mipav UcenU* (fm^êniUG,. tm poim. 4ê 
rtbntmmtmmt. pummNm»>m» kélke S mdméA et Cangte,enm Smm (îi»>iatl<«Hcée 
«w MT cflShér* mamiLh unk C pèmit anim énâte)rMm ta w fpê t e édmUa^pmr m 
raym de RàHUnhfkmmt^mm r«DK^(o> uttON^Irit) laMs^de êépanOim^dlmém^ 
étiméire4ém tmhélim^S' tÊctiaée éeMa»9k>»mÊi l'a3»i0}et»mÉ»mmim0lfUÊâre 
ayant pour teetkm droUe-im mmk in ta^k^Xru tm^uàm P| > f hi* r i - i (fi^^i vA tm t ^ 



^màmmnyuMm^lumM fmr4etfeM>m imftdiemefh tC ■« -tempe' fm mmw m^ 
perpenfUattaire à bt projection L* {sur te pUm du cercle G) du rayon de lu m i i rf L. 

JLe. théorème précédent doit ètoe frui, quelle que soit la ^ur&ce béUcmdcH 
épiçycloïdale E , ainsi : i*" lorsque cette surface E étant extérieure le tcercle G' scira 
une droite tan|;ente au cercle G, auquel cas le rayon R' est supposé inGoi ; ainsi, 
2"" lorsque cette surface E étant intérieure^ le cercle G' aura son rayon W égal i 
la moitié du rayon R du cercle G. 

Dans le premier ca$ la surface E devient un bélicoide dévelappable ^ et dans le 
deuxième cas la surface E devient un hélicoide gauche, qui n'est autre qua la 
surface du ûlet de vis carrée. 

Dans le premier cas, la surface hélicoîde développable ne peut offrir une l^ne 
de séparation d'ombre et de lumière qu'autaixt que le rayon de lumière fait avec 
Taxe (o) un angle égal à l'inclinaison de 1 hélice S (arête de rebroussement de Ut 
surface), sur ce même axe (o); et lorsque les deux angles sont égaux, la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière est la génératrice droite de la surface déve- 
loppable qui se trouve parallèle au rayon de Lumière (^). 

Dans le deuxième cas, quelle que soit l'inclinaison du rayon de lumière jmt 
rapport à l'axe (o), la l\gne de séparation d'ombre et de lumière existera toujours 
sur la surface du filet de vis carrée; elle sera toujours une hélice, parce que 
cette suffacepeiitélr^ recoupée suivant une hélice par tout cylindre passant.par 
l'axe (q) , et quelle que soU la grandeur du rsfyon de ce cylindre {**)• 

§xi. 

TcHH ce que nous avons drt précédemment est vrai , quelle que soit la nature 
de la oûorbe S, ainsi lorsque cette courbe S est une courbe arbitraire f et non une 
hélice, ndais étant toujours tracée sur un cylindre de révolution. 

Concevons deux cercles G et G', Pun du rayon R et Tautre du rayon R^, et 
tracés tous deux sor le plan ^horizontal et tangents l'un à l'autre en un point m; 
désignons par (C) le cylindre de i évolution et vertical ayant le cercle G pour 
section droite et étant dit : cylindre du rayon R; désignons par 3 répicycloïde 
engendrée par le point m du cercle G', ce cercle G' roulant intérieurement ou 
extérieurement sur le cercle G; désignons par (C) le cylindre de révolution et 



(*) Toyez'-ci-aviAit cequo nous afons^fl a« premier livre (def^àmbrei) d|ns It mémoire «• S, p. 443. 
(**) Voyez ci-afant ce que nous av^Hi8'dil«««».'pfeiiiter Jivre ( »$$i9mb9m) dans te inésio«9 »• 4, p. JU. 



vertical ayant le cerclé C" poor sèctioà drohe et étant dit : eifUnére dà f«^ A^ 

Gela posé: * 

Traçons sur le cylindre (C) une courbe «p arbitraire et passant par le point m 
origine ou rebroussement de Tépicycloide i. 

Faisons mouvoir horizontalement la courbe 3, son origine m* parcourant la 
courbe 9, nous engendrerons une surface 2 qui sera dite: swface épieyptaidale 
générale et cylindrique {éptcycloide parce qu'elle est engendrée par une épicycloîde) 
générale parce que la courbe 9, ligne de rebroussement de cette surface, est arbi* 
traire, cylindrique parce que la courbe 9 est tracée sur un cylindre) 

Cela dit: 

Coupons la surface 2 par le cylindre (C^, nous aurons une courbe ^', et il est 
évident, en vertu de ce qui a été dit précédemment et en vertu du mode de gé- 
nération de la surface 1 que la courbe (f sera telle, que si Ton fait rouler le 
cylindre (C^ sur le cylindre (C) supposé flxe, elle roulera sur la courbe f , le» 
courbes f et (f\ ayant en chaque "point de contact même tangente; en sorte que 
leurs arcs compris entre deux plans horizontaux auront même longueur. 

Cela posé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Si rancoupe la surface épicyclûtdate-générale et cylindrique Ipar une suite de cylindres 
du rayon K' (R' étant le rayon de tépicycUnde génératrice) tous tangents au cylindre 
du rayon R sur lequel se trouve tracée la ligne de rebroussement tf de la surface , Ton 
obtiendra une suite de courbes <f', 9/, f/... qui pourront toutes rouler sur la courbe ^ • 

On peut engendrer la surface 1 d^une autre manière : 

Concevons le cylindre (C) et une suite de cylindres (C), (C.'), (C/)... du mèm^ 
rayon R' et tangents au cylindre (C); traçons sur le cylindre (C) une courbe arbi- 
traire cp, faisons rouler le cylindre (C) sur le cylindre (C')f la courbe ^ laissera 
pour empreinte sur ce cylindre (C) une courbe 9'; faisons rouler successivement 
le cylindre (C) sur chacun des cylindre (G/), (C/)... (ces cylindres éUnt supposés 
fixes), nous aurons les courbes 9/, 9/1 ••• et toutes les courbes 9^ f^ 9/9 ^'y- 
détermineront une surface qui ne sera autre que la surface 2, et qui jouira dès 
lors de la propriété, savoir : qu'une suite de plans horizontaux la couperont sui- 
vant des épicycloides toutes du rayon R' et ayant chacune leur origine, ou leur 
point de rebroussement, situé sur la courbe 9. 



§ XII. 

Toutes les remarques faites au sujet de rengrenage cylindrique de While , 
peuvent être faites au sujet de f engrenage conique. 
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El en effet : 

On sait que si* Ton a deux cercles G et C situés dans des plans différents et 
tangents l'un à Tautre en un point m , on peut toujours feire passer une sphère A 
par ces deux cercles , cette sphère ayant pour centre le point d en lequel se cou* 
peut les droites menées par les centres o et o' des cercles G et G', et qui seront 
respectivement perpendiculaires aux plans de ces cercles. 

On sait encore que, si Ton fait rouler le cercle G' sur le cercle C\ de manière 
à ce que Tangledes plans du cercle fixe G et du cerclemobile G' reste constant', 
le point m décrira une épicycloide sphérique d située sur la sphère A. 

On sait encore que si l'on regarde lé point d comme le sommet commun à 
deux cônes de révolution O et O' ayant respectivement pour base ou section 
droite les cercles G et G', pendant que le cône O tournera autour de son axe , la 
courbe i conduira le cdne O' en le faisant tourner autour de son axe, et cela en 
pressant sur le point m et le forçant à cheminer circulairement sur le cercle G'; 
de telle sorte que si Ton considère le cône épicycloïdal {dj d) il conduira la 
droite (dy m). 

On sait encore que si l'on construit des sphères concentriques A^ A'\ A"',... 
ayant toutes le point d pour centre commun, elles couperont l"" le cône épicy- 
cloïdal {d, i) suivant des épicycloîdes d\ d'\ d'^',.-^"" '^ droite (d, m) en des pointe 
m', m", m'",... 3* le cône (rf, G) suivant des cercles G,, G,, G,,,.. *• le cône (d, G') 
suivant des cercles G/, G^ G/,... et l'on sait, dis-je^ que les cercles G/, G/, G/,... 
roulant respectivement sur les cercles G,, G,, G,,... leurs points respectifs m\ 
m", m"',... engendreront les épicycloîdes J', d", d'",,.. 

Gela posé : 

Si Ton trace sur le cône (d] G) une courbe arbitraire ^ passant par le point m, 
et si Ton suppose que celte courbe coupe les cercles G, G,, G., G,,... en les points 
m, n\ n'\ n"\... en faisant tourner la courbe d' jusqu'à ce que son point m vienne 
en n\ elle prendra une position d.\ la courbe d" jusqu'à ce que son point m' vienne 
en n"... , elle prendra une position d/\ et ainsi de suite, les diverses épicycloîdes 
d, d/, i"y d/",... formeront une surface dite «ur/nce épicyelmdale-générale et conique 
2, et cette surface 1 sera coupée par le cône ((/, G') suivant une courbe ^ qui 
sera telle , que si l'on suppose le cône ((/, G) fixe et le cône (if , G') roulant sur 
le cône (d, G), cette courbe f roulera directement sur la courbe <p, en sorte, que 
ces deux courbes f et cp' auront même tangente en chacun de leurs contacts sue» 
cessifs. 

Et si l'on coupe la surface 1 par une suite de cônes (d, G',), (d, G'J (d. G',),... 
de révolution et ayant même angle au sommet que le cône {dp G'), ayant tous 



pour sommel commun le point d, élant tous tangents au cône (d, Q),i4HDQfcti«ildra 
uoa«raU» 4e ^mMhoKif^ f/t fi'»»».^ ()«i pourpiMftt tx^utMTauko sur teitOMPfa^^. 

La couièe ^pown étra une «pirate «oniqiie d^Arélmiièdë; ^on les courbes 
T* f/> f/i ^Z^-'* defeM dM eoorbe» owiques d^A^nthîmèdes tontes $ffpefrposablas 
entra etltisr 

L'épicycloide d peut dire* vne- droite^, dans ee cors fes deoi. cercles C et €' sont 
forcément sitoè» dam! m même pfeo , et le cercle €' est iniérieut an «ercle G , 
Mm rajren hf .étant égal à Ib mekié du rayen fi d« ceroie G ; alors, l'épioycloide i 
^st une droitQtperpendiculaipe â l'axe (rf, o); le centre o' du cerde 6'ddema tm 
<^ercle B^ayaotle point ^ pour eentre^et ayant son rayon égal à f &f ik -^ R^ 

Sur llaixe (4^ o)iumxê penrronS' prendre on- point aii^iiraire d et regarder ce 
point cMamè k aomaset «ceomiun à deux cAnes, Tua àefté$okriUn et synnt le 
•cerde G pour base ^ et Tanilare oMiqm et ayant le oerele G' peur base. 

Coupons le eystèniede oes deui cônes par une suite de plans paraRèles entre 
eux et perpendieulàires à Vnxe (rf, o), nous obtiendrons dans le cAne (cf, C) une 
suite de cercles C,, C,, C,,... et dans le cercle (d, C') une suite decerclés C/, CJ*, 
C/,..,; les cerelefr €k'. G/, G,'^... en roulant' rcnfpectvfement tmr lee^oerdes G,, G,, 
C,v»^ en^dlreront des •épicycloîdes qui neterant autres que tes>r aye a e R,, Bf,, 
R^y.i^ dés œroleJ G.^ G^» G^, supposés fixes^ 

Le plan de loue -ceb rayons coupefra le cdne {d, Û} suivant une- droite H qui 
sera la géoéraifîce de coflttrcC des demc eOnes {d, G)' et {dy G"). 

Cela pD^ : 

Traçons sur le cône (rf, G) une <;ourbe <f ^ supposons qu'^e dwIte-Gr se meute 
perpendiculairement sur Taxe {d^ o), et en s'appuyant sur la courbe f , nous 
ragendropoosuoe surfaces qui parait élre à première vue» par aon ttodO'de géné- 
ration (si la courbe f est une spirale conique), l'analoguei dans le «yt létfie c#it 191», 
de la s^^rfaee qui dans le sfS0me cylmdrique est dite : surface du filet de ^ cmrét. 

Examinona si cette surface 2 jouit en effet de propriétés géMnétriques ana- 
logues à celées dont jouit la eunface du filet de vis carrée. 

Concevbns le cône <tf , C), il cotipera la surface 1 suîvam une courbe tp' ; si la 
surface ÎS jouit &e pwpriétés géomfétr rques analogues à la surftice du filel de vis 
carrée, il fs^udre que les courbes cp et 9 roulent l'une sur Tautre pendant que les 
cônes dfoft{d^ G) et oblique {d, C) rouleront l'un sur Vautre. 

Or : Il est de toute évidence que ce résultat ne pourrait exister qu'autant que 
les cercles G et G' rouleraient Tun sur Tautre pendant le mouvement de rotation 
des cOnfeb' (d, -G) et ('d, C), et il est évident que dans nn semMable système, le 
ranleYneM dés eerde^ C et C' ne peut avoir Iteu , donc , etc. 
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Ainsi la surface précédente 1 n'est pas dans le système cïontçti^ranalogue de la 
sarface dite : filet de vis carrée , qui existé dans le système cylindrique. 

La surface du système conique que nous cherchons sera donnée par une suite 
d^épîcycloîdes sphérîques intérieures engendrées ainsi qu'il suit : 

Concevons une série de sphères S, S\ S",... ayant toutes pour centre commun 
un point d. 

Menons par ce centre une droite A et une suite de plans paralldies entre eux 
et perpendiculaires à cet axe A ; ces plans couperont les sphères suivant des cer- 
cles C, C,, C,,... Taxe A percera les sphères en les points a, i/, a";.,, menons 
par le point tx un plan tangent au cercle G, il coupera la sphère S suivant un 
cercle C; menons par le point a! un plan tangent au cercfe G. , il coupera la 
sphère S' suivant un cercle C/et ainsi de suite. 

Si nous supposons que tous les points de contact m, m', m'\... des cercles C et 
C, C, et C/, C^ et C/,... sont sur un même plan passant par l'axe A et que les cercles 
C, C, C,,*.. sont tous situés sur une même surface conique droite ayant la droite 
A, pour axe commun^ alors les plans des cercles C, C/, C/,.,. seront parallèles 
entre eux et feront tous le même angle avec la droite A; de pluscesr cercles C% 
C/, G/,... seront tous sur un même cône droit ayant le pointât pour sommet. 
Les épicycloides sphériques et intérieures engendrées par les divers points m^ 
m', m",.'- des cercles G', C/, G/,.*, roulant respectivement sur les cercles C, 
C.9 G,, supposés fixes, seront toutes sur un même cône ayant Fe point d pour 
sommet. 

Si l'on ne considère qu'une seule de ces épicycloîdttô , celle engendrée (par 
exempTe) par le cercle G' roulant sur le cercle C, on pourra tracer sur le cône 
droit (d, Q) une courbe arbitraire (f passant par le point m, et Ton pourra engen- 
drer unesarfaGe'2, épicycloidale générale et conique, comme nou^l'âvons Mi pré- 
cédemment, et cette surface jouira évidemment de la propriété d'être coupée par 
tout cône droit passant par Taxe A et tangent au cône (d, G) suivant une courbe 
qui sera apte à rouler sur la courbe f. Si au lieu de supposer que les points m, 
m\ m",... sont avec Taxe A dans un même plan , on suppose qu'ils se trouvent 
distribués sur la courbe 9 , alors les épicycloides sphériques et intérieures engen- 
drées par les cercles G', G/, G,',... (qui ne seront plus sur une même surface 
conique de révolution) roulant respectivement sur les cercles G, G,, G,, seront 
précisément les génératrices épicycloidales de la surface 1, , elles seront toutes 
situées sur cette surface 2,. 

G'est celte surface épicycloîdale-conique , toute particulière , qui est dans le 
système conique l'analogue de la surface du filet de vis carrée qui existe dans le 
système cylindrique. 
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§ XIII. 

Maiiucuant, eo vertu de ce que nous avons dit sur les épicycloides sphériqaes, 
nous pouvons déterminer^ pour les engrenages coniques de White, la forme de 
1h courbe qui doit engendrer la surface d'une dent, celte forme devant permettre 
aux deuLs en prise de se dégager facilement Tune de l'autre au moment où elles 
Cf^sseni de se conduire. 

iNous opérerons comme dans le cas de l'engrenage cylindrique; ainsi ayant 
ii-:s deux cercles primitifs C et G' tracés sur une sphère S ayant le point d pour 
centre; ces deux cercles étant en contact par un point m, nous tracerons dans 
le plan du cercle G' qui a son rayon égal à R' et sur R' comme diamètre un cercle 
G/. Le point m du cercle G/ roulant sur le cercle G engendrera une épicycloîde i 
qui sera la limite de la forme de la courbe qui doit engendrer la surface de la 
dent fixée sur le cône (G). 

Nous opérerons de même pour la surface de la dent fixée sur le cône (G'), nous 
prendrons pour limite l'épicycloide sphérique décrite par le point m du cercle 
G. tracé dans le plan du cercle G et sur son rayon R pris pour diamètre. 

Ensuite nous terminerons la dent fixée à la roue conique (G) par une surface 
gauche engendrée par une droite, s'appuyant sur Taxe (d, o) de cette roue (G), 
et sur la courbe f (spirale conique ou toute autre courbe ) tracée sur la surface 
de ce même cône (G). 

Nous en ferons autant pour la dent fixée à la roue (G"). 

Et nous serons assurés que les dents ne pourront se mettre en contact que par 
un seul point, pendant tout le temps de leur mouvement de rotation, et que ce 
point décrira la génératrice de contact des deux cônes (c(, G) et (d, G'). 
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W 7. 

CONSTRUCTION DE DF.UX NOUVEAUX ENGRENAGES A FROTTEMENT DE ROULEIfENT 

ET A flTBSSE PtRIODiQUEMENT VARIÉE (*). 

PREMIÈRE PARTIE. 



TraatfonBAtîoa d'an* ooarb« polaira s 1* «s «ne eoarb« rAppoHée A dM oooffdnnaéM v«otaBfttlaiM« 






Nous allons examiner d* abord, entre tous les modes de transformation que Ton 
peut imaginer pour passer d'une courbe polaire à une courbe à coordonnées rec' 
tangulaires , les deux modes particuliers suivants , parce que nous en déduirons 
des applications qui peuvent être utiles. 

SI- 

Premier mode de transformation. 

i. Soit (fig. a) une courbe d ayant le point o pour pôle et la droite X pour 

origine des angles tù , de telle sorte que désignant par co l'angle a'oa ou l'angle 

que le rayon vecteur o'a (que je représente par p) fait avec la droite X , l'équation 
de cette courbe d soit : 

fie.^)=^o (!) 

Si du point o comme centre et avec oa pour rayon je décris un cercle, il 
viendra couper la droite X en un point a, ; et si de ce point a, j'élève une droite 
a,b' perpendiculaire à la droite X, et que je porte de a, en b' une longueur égale à 
l'arc de cercle a'a, rectifié, j^aurai un point b' qui appartiendra à une courbe ^ 
qui sera la transformée de la courbe d. 

L'équation de la courbe ^ s'obtiendra facilement , car on voit de suite qu'il 

suflSt , pour l'obtenir, de remplacer dans l'équation (i) p par a; et » par -, en sorte 
que l'équation de la courbe d' sera : f(a^ -^=0, et cette courbe d' sera rapportée 



l*) Les principes géométriques et une partie des résultats exposéi dans ce mémoire sont extraits du 
mémoire que j'ai rédigé en 1847 et qui accompagnait le projet de machine (cette machine avait pour but 
de tracer des hélices ou tpireies cylindriques , coniques , clepsydres et hyperboloïdiques } que j'ai été 
chargé de faire , comme traTail d'étude , alors que j*etais élève sous-lieutenant d*artiUerie à l'École d'ap- 
plication de Metz. — Fof$x le commencement du mémoire n« 5. T. G* 
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à la droite X comme axe des x eikh droite Y menée perpendiculairement à la 
droite X par le pôle o; cette droite Y sora Taxe des y et le pôle o sera Torigine des 
coordonnées rectangulaires. 

3* Au lieu de prmdre Tordoonée «.6' égale à Tare rectifié a.a', on aurait pu la 
prendre égale à m fois cet arc^ dans ce cas réqualkm de la courbe d' aurait été : 

3. La transforniée d'ayant pour équation/ Tx, ~ j =3 o jouit d'une propriété 

remarquable par rapport i la Murbe polaire 9. 

Si l'on considère^ le point a , ed lequel la courbe polaire d coupe la droite X^ 
on voit de suite que la transformée i* passe nécessairement par ce point ; mais ^ 
en outre, en ce point les deux courbes d et d' ont même tangente, et en effet : 

La tangente G au point a de la courbe polaire d {fig. a) a un élément rectiligne 

et infiniment petit am en commun avec la courbe d. 

O'' 9 si {fig- f>) on a une droite. 6 -coupant une droite X en un point a , et si l'on 
prend sur cette droite 9 un point m infiniment voisin du point a, et que d'un 
point ftitué'SUr la throite- X ^ at considéré oomine centre , on décrite l'arc titm. , 

l'angle inM ^étaoïi. ÎAfinimeotr petit, l'aiHï mail du eentia C sera auaa itffiirânenEt 
petit et se confondra avec sa tangente T menée au point i^. ; en sorle que, si sur 
cette tangente T on porte de m, en n l'arc rectifié mm^^ on aura un .point n qui 
se confondra avea4e point m; car l'airc fMi« doit rigoureusement être considéré 
comme un élément rectiligne perpendiculaire en m. à la droite X, et dès lors le 
point m est nécéssâiromtôttt situé suf la tangente T, puisque la tangente T au 
point m. d\i cerdâ C (sur lequel se trouve compté Félément mm,) a nécessaire- 
ment un élément rectiligne commun a^ec ce cercle C. 

4. Lorsque la courbe 5' à pour équation fix^ î-?j 5=0, la même propriété 
gubaista ; oar si noms désignons f«r d' la courbe dont l'équation esi/rA?, ^) ^=^0 

el par 3. la courbe (Tout Téquation est /^o:, — j=0, nous savons que ces deux 

oMinlws.sontlangeiiMa i'ttttojà l'autre au poialA^ an lequel elles coupeftf l^un» 
et Tautre la droite X ( ou^ en d'autres Hermès,, l'axe des o^OX^Ju 



(*) Vofez les Dév€loppemé9d$ de géométrie ie$eriptite^ obap. II» p. ai. D'aîUMirs cie réêiêlM^ 
6»t àvidenl^^ar Vatuailysût puisque Tare mm^ ast un inûniiDeDt, petit du pcepûer ocdr^ 4oati*«xprei«OB. 
est p.â«É, el qu'ente Biultipliaut par une quantité finie if, où aura im.pMt qui JMAtoi|jpucs4ii '"' ' 
petit du premier ordre. 
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Ainsi : la courbe polaire d-dam ré^piatio» est ; /Q> « 6>);=0 coupant la droite X 
«D \m pomt ir, lati^anafinnée 9' ayant pmr équation fU, ^ j «aeO , et toutes les 

transformées a, ay^nt pour équation générale :f(x^ ^j zszO eoupevont aussi lu 

droite X au même point a, et les courbes 9 y 9* et ^, seront tangentes entre elles 
en ce même point a. 

S IL 

Deuxième mode de transformation. 

5. Sott donnée tme courbe plane 9 (fig. c) ayant le point a pour pôle et la 
droite X pour origine des angles a>i Téquation de celte courbe 9 étant : 
/(p, «)«<>. 

Du point comme centre et avec un rayon égal à Tunité décrivons le cercle C 
eoupant la droite X au point p. 

Cela feit : considérons un point quelconque ^ sur la courbe polaire 9 donnée f 

et décrivons du point a comme centre et avec le rayon vecteur p = oa' un cer^a 
qui coupera la droite X en un point a^ ; élevons en ce point a, et perpendiculaire- 
ment à la droite X une droite a.^^ et portons sur cette droite et à partir du poiot 

a, une longueu r a,6' égale à Tare rectiflé pq' complésur le oerde C ( entre la droite 
X et le rayon vecteur m') ; ca faisant la même construction pour les divers points 
a, a\ a\... de. la «ourbe polaire et donnée 9$ on obtiendra une suite de points 
a» b\ 6".«.. qui détermineront une courbe di qui sera la ^rai^/bnn^^ en coordonnées 
rectangulaires de la courbe pofatre (donnée) d, et il est évident que l'équation de 
la courbe 9^ sera : f(x » y) =s 0, Car il est évident que dans l'équation /(p, û>)s:0 
de la courbe 9, il sufDra <Jle remplacer p par jc et ai par y, pour avoir Téqualion de 
la courbe 9/ , puisque la courbe C a pour rayon Tunité et que ses arcs mesurent 

les angles a m, a'^oa ,.... qtie liss rayons vecteurs de la eourbe polaire 9 font avec 
la droite X origine des angles &>. 

6. Au lieu de prendre a,b' égal à Tare rectiflé pq' du cercle G , on aurait pu 

prendre a.6' égal à m fois l'arc rectifié f»f', et dans ce cas les divers points 6', 6".... 
auraient déterminé une courbe d/ dont l'équation serait :/(x, m.y) = 0. 

7. Nous devons faire remarquer que la courbe d« ou d/est tangente à la courbe 
9 au point a en lequel Tune et l'autre de ces courbes coupe la droite X (origine des 
angles (ù)j car nous pouvons ici^ comme précédemment (§1, articles 3 et 4), 
appliquer le mêine mode de démonstration. 
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8. Quel que soit le mode de transformation employé pour passer d'une courbe 
i à une courbe d^, lorsque ces deux courbes d et d^ ont un point commun a p ces 
deux courbes ne peuvent aflecler en ce point a que deux manières d'être l'une par 
rapport à l'autre , et ainsi : 

Ou i"" elles se couperont en ce point a ; 

Ou 2'' elles seront tangentes Tune à l'autre en ce point a. 

Or : soit par les considérations de Yanalyse infinitésimale , soit par les considé- 
rations géométriques des infiniment petits que j'ai exposés dans le septième cha- 
pitre des Développements de Géométrie descriptive , il est évident que , si les deux 
coordonnées (lignes droites ou lignes courbes ) qui passent par le point a, l'une 
appartenant à la courbe i' et l'autre à la courbe d > se coupent en ce point a, les 
deux courbes i et i' se couperont en ce même point a ; et que si les deux coor- 
données sont tangentes en ce point a, les courbes d et d' seront aussi tangentes 
l'une à l'autre en ce même point a. 

9. Ainsi , étant donnée une courbe polaire 9 (fig. d) ayant le point o pour pôle 
et la droite X pour origine des angles u , l'équation de la courbe d étant : 
/(p, ci>) = ; nous pourrons prendre sur la droite X un point o', et de ce point 
comme centre et avec les rayons op, , o p, » o'p, , ..• . décrire des cercles sur lesquels 
on portera des arcs p,b\ pj}\ p^b"\.... i"" égaux ou 2"" proportionnels aux arcs 
p,a\ p^a!\ pfi"\.... les divers points b\ b'\ o'".... formeront une courbe d^ qui sera 
tangente à la courbe i au point a. 

10. Ainsi , étant donnée une courbe polaire 3 {fig. e), nous pourrons prendre 
un point o, hors de la droite X comme pôle de la transformée d^, et alors les deux 
courbes d' et d se couperont au point a ; car les deux ordonnées courbes et circu- 
laires, l'une appartenant à la courbe d et l'autre à la courbe d', se couperont en 
ce point a, puisque ce point a ne sera pas en ligne droite avec le centre odes arcs 
circulaires coordonnées de la courbe d et le centre o, des arcs circulaires coordon-- 
nées de la courbe y. 

Et les deux courbes d et d' se croiseront au point a sous un angle égal à celui 
sous lequel se coupent les deux arcs qui sont les coordonnées correspondantes à ce 
point a. 

§ m. 

il. Ce que nous venons de dire touchant la transformation d*une courbe po- 
laire en deux courbes distinctes en coordonnées rectangulaires, suivant que nous 
emploierons le premier et le second mode de transformation exposé ci-dessus , 
peut aussi se dire de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires 
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en une courbe polaire. On doit donc remarquer qu'à la question résolue précé- 
demment correspond une question réciproque. 

Dans les applications suivantes, nous ferons usage tantôt de la transformation 
d'une courbe polaire en une courbe à coordonnées rectangulaires , tantôt et réci- 
proquement de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires en 
une courbe polaire. 

§ IV- 

Propriété remarquable dont peut jouir certaine transformée en coordonnées rectangulaires 
(et obtenue par le premier mode de transformation) par rapport à sa courbe polaire. 



12. Supposons une courbe polaire i (fig. f) ayant pour équation /(p^ u)=0 , 
le point o étant Torigine des rayons vecteurs p ou le pôle de la courbe^ et la droite 
X étant Torigine des angles a>. Supposons que la courbe d coupe Ta&e X au point 

a, et que nous construisions pour le rayon vecteur pc=ao (Tangle a> étant alors 
nul) la transformée en coordonnées rectangulaires A, dont l'équation sera : 

/[a:, - j = ; la droite X étant l'axe des x et la droite Y étant Taxe des y, le pôle 

a étant l'origine des coordonnées rectangulaires de cette courbe à, les deux 
courbes d et A seront tangentes Tune à l'autre au point a. 
Cela posé : 

13. Prenons un point a' quelconque sur la courbe polaire 9 y son rayon vec- 
teur sera oa' ; prolongeons ce rayon vecteur et désignon&-Ie par X'. Transformons 
la courbe d à partir de la droite X' comme nous avons transformé cette même 
courbe à partir de X , nous obtiendrons une courbe A' tangente en le point a^ à 
la courbe d* 

14. Si du point o comme centre et avec un rayon égal à l'unité, nous décri- 
vons le cercle C , nous pourrons représenter l'arc pq' de ce cercle G par m\ et 
dès lors l'équation de la transformée A' sera en coordonnées rectangulaires (les 
axes étant X' pour les abscisses x, et Y pour les ordonnées y\ et le pôle o étant 

l'origine des coordonnées) / ïx'y ( ^ -h m')^ =0 , l'équation de la courbe d étant, 

par rapport à la droite X', prise pour origine des angles co', /[p, (ci>'+ m')]=:: 0. 
Cela posé : 

15. Si l'on fait tourner la courbe 9 et la courbe A' autour du pôle o comme 
centre de rotation (et dans le sens indiqué par la flèche F) pour amener le point 
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d ^e^aïUufia droite X., al0r$ T^i^ X m fiupeqpQsara ^or l*a«9 X ^ .ft )*axe Y' « 
superposera sur l*axe Y; la courbe i p^^ândf a <Ui ytosition â.V ^ Jd,;^Msfoniil^ A' 

Dè6 l<yr9 Véqaama de la ooailieA/âftni /far^ /^ «fim^lnoO. 

Cette courbe A/ sera rapportée, ainsi que la courbe A, au même centre o ei 
aux mêmes axes rectangulaires X et Y. 

Gela posé : 

16. La courbe A/ identique et superposeble à la courbe A' sera-t-elle identique 
et superposable à la courbe A? 

itoiiif qtwilMidMa ^Mut^boftA el ht soÎMt kleiHM|iies*«t Miierj^MaUes, U font 
évi^tttiitteiil iiNMMportiar l'earigîoe «ks 4H>ordoQaé66 o (jS^. g )<eA luà poîiM a' (i^yant 
pour coordonnées a et 6), et changer les axes rectangulaires X et Y en de nou- 
veaux axes rectangulaires X, et Y, , les deux axes X et X, comprenant entre eux 
un angle i^ . 

Ce double changement s'opérera en substituant dans Tèquation n jj/f-+m' i1r=f<) 

de la courbe A,' à la place de x^ (jt:=ix, cosç + y. sin^ + a) , et à la place de y, 
(y=a?, sinç — j/, C0S9 ■'"6)' 
Et dés lors l'équation : 

«(» j ±_ . » r(ar,sin<p — y, 0089 + 6) , ,1) 

f4<i?,C9B»4>yirfny^-a).i ■■■■ ■ < . . ■?' ■ . ■■ v [ +mifAy m» 
'V ^ *L(a?.cosyH-y,5ni7 + «) ^ Jf 

sera Téquation de la courbe A/ rapportée au point 0' comme origine des coordon- 
nées rectangulaires dont les axes seront les droites X, et Y,. 

Gela fait : 

il. On fera tourner la courbe A/ autour du point 0' comme centre de rotation 
et dans fe sens indiqué par la flèche F^ pour amener Taxe X, à être en X, paranèle 
à Taxe X , et Taxe Y, en Y, parallèle à l'axe Y, la courbe A/ prendra dès fors la 
position A/. 

Or, si les deux courbes A et A' sont identiques et superposables , les deux 
courbes A et A/ seront aussi identiques et superposables , par conséquent il suf- 
fira de faire glisser la courbe A/ parallèlement à la droite 00' jusqu'à ce que le 
point o' se oon fende avec le point o p^ur que ces deaic courbes A/ et A se 
superposent. 

18. Toutes les opérations géométriques et mécaniques que nous venons d'in- 
diquer se traduisent en analjfse d'une manière facile, car il suiBt de dire que les 
deux équations 
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(2) 



* 

/'(a:,~)=0 et (3). /hteotef >4^»to»y -fgtjt,/ ^ !"TT7y . ^. ? .,. » . ^m') | 



seront klentiqties lermis à terme. 

Si dèncfon identifie ternie à terme les deux équations (3) et (S), on aura un 
certain nombre d*é(]faations de condition, qui serviront à déterminer les indéter- 
minées (p , a et 6* 

Si la solution de ces équations conduit à des valeurs réelles pour q» , a et 6 » 
alors la eourbe po/afr^ 9 aura toutes ses trtirnsformées A, À^ A"... identiques et 
stiperposal>Ies. 

\9» On. voii.de suite que de même que paiwi les courbes planes^ le cercle est 
la seule courbe dont toutes les développantes sont identiques et superposables^ 
de même il doit arriver qu'il n*y ait qu'un nombre limité de courbes polaires 
pour lesquelles toutes les tranafoi*mées en cooi^données i:ectaogulaiftfis ( et obte- 
nues {xar le premier mode de traj^formation } seroAtî identoques , seront s«per* 
posables. 

20.. Si pai^ hasard il existe une ou plusieurs* courJUe» pelures ^j((Miia#ant de la 
propriété d* avoir toutes leurs transformées A idenAiquesri super^vasable^ , iJ exis- 
tera entre la courbe polaire d et la transformée Ai une^ pi?opwôté jnemarqpiatde ei 
que nous alloAS éiudjer. 

2i. Si nous avons une courbe polaire d coupant l'axe X (orilgjneides angles 4ii) 
en un ^point a et ayant un point o pour pôk et pour équaticA /(p» (^ ::s ^ et si 
nous avons construit pour le point a la transformâsA., qui- aura- dtolors pour 

équation Hxy ^ j =: 0. Et si la courbe d est telle que pour un quelconque de ses 

points a' sa transformée A'^ soit identique et superposable à la courbe A, alors, 
en taisant tourner la courbe d autour de son fôle o comme centre, de relation , 
elle iuiprimera.à la courbe A un mouvement pendant lequel ces deux courbes d et 
A rouleront Tune sur l'autre. 

Et en effet : 

S2. Tmaginons h courbe polaire d, la droite X origrne des angles a> {jig. g), 
le pd/e o, et concevons la transformée A par le point a en lequel la courbe d^ coupe 
la droite X. Nous savons que les deux courbes A. et d sont tangentes Tune à 
ràntf 6 en ce point a. 

Cltd» posé' : 

Congev o ns les p o i n ts a , 4ihrd'w.^^ s ucc ess if s et laf i nim e nt ^msine de la couriiie d. 
La cpurbe A aura en coauQun.axec la courbe d le^ deux. |^at$ «MWQes^ijCs.a et al, 

OU y en d'autres termes, Télément rectiligne ac/^ puisque ces deux courbes ^«t à 
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sont tangentes Tune à l'autre au point a. Par conséquent les points successifs et 
infiniment voisins de la courbe A seront a, </, b", b'".... 

Lorsque j'imprimerai à la courbe i un mouvement de rotation autour du pôle 
o pour amener le point a' en a/ sur la droite X , j'aurai amené la courbe A en la 
position A,', et la courbe i en la position d/; le point b" de la courbe A sera 
venu en b" sur A.'» et le point a" de la courbe d sera venu en a/' sur d/. Or, il est 
évident que sur la courbe A/ les deux points a/ et b" seront des points successifs 
et infiniment voisins , et qu'ainsi les points a/ et a." seront sur la courbe d/ des 
points successifs et infiniment voisins {*) ; et comme les deux courbes i/ et A/ 
sont tangentes au point a/, il s'ensuit qu'elles ont en commun les deux points 

" et b'', ou , en d'autres termes y que les deux éléments rectilignes aja^" de la 

courbe 3/ et a/A," de la courbe A/ se superposent. 

Et il en sera de même en continuant le mouvement de rotation de la courbe 
polaire d autour de son pâle o , comme centre de rotation. Ainsi , chacun des côtés 
du polygone infinitésimal (aa'a"a!"....) qui remplace la courbe d vient, pendant 
le mouvement de rotation , se superposer avec le côté qui lui est homologue et 
appartenant au polygone infinitésimal {aa'b"b'"....) qui remplace la courbe A. 

23. On peut donc affirmer que les deux courbes d et A roulent l'une sur l'autre 
pendant le mouvement de rotation. 

24, Puisque les deux courbes d et A roulent l'une sur l'autre, elles auront des 
arcs égaux , par lesquels elles se rouleront ; et ainsi , supposant la courbe d et sa 
transformée A tangentes entre elles au point a , prenant un arc aa' sur d, on devra 
pouvoir construire sur la courbe A un arc ar égal en longueur à l'arc aa'. 

Et en effet : 

Si nous revenons à la fig. f^ nous devons nous rappeler que , pour passer de la 
courbe A/ à la courbe A/, il a fallu construire la nouvelle origine o' et faire tour- 
ner la courbe A/ autour du point o' d'un angle y égal à celui que la droite X. des 
abscisses x, faisait avec la droite X origine des angles a>. Le point a' viendra donc 
en a/ sur la courbe A/, et ce point a/ s'obtiendra en décrivant du point o' comme 

centre et avec o'a' pour rayon un cercle qui coupera la courbe A/ au point a/ 
demandé. 

Cela fait : 

On sait qu'en faisant mouvoir la courbe A,' parallèlement à la droite oo\ elle 
viendra se superposer sur la courbe A. Si donc on mène par le point a/ une 



(*) Voyez ce que j'ai dit au sujet des infiniment petits , chap. Vil des DéfMappemenU de géaméiriê 
de$criptiV0, 
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droite parallèle à oo\ elle viendra couper la courbe A en un point r, et Tare ar de 
la courbe A étant rectifié sera égal en longueur à Tare aa' de la courbe polaire d, 
œ dernier arc étant aussi supposé rectifié. 

25. Appliquons ce principe à quelques exemples. 

1*' exemple. Soit donnée une spirale d'Archimède i ayant pour équation : 

p as Otft 

Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode de 
transformation) aura pour équation : 

^' = «Sf (♦) 

Ainsi la transformée A est une parabole « et le p(Ue o est situé sur cette courbe A 
(fig. h). 

Si nous construisons la transformée A' pour un rayon vecteur p faisant a^EOC la 
droite X origine des angles » un angle m', la courbe polaire i aura pour équt*- 
tion : p = a(» + m'), et la courbe transformée A' aura pour équation : 



V = ^^ + iii') ou x^zsay'+mV 



Ainsi, la courbe A' sera encore une parabole; et comme les équations des di- 
verses transformées A 9 A', A".... ne différent entre elles que par la valeur attri- 
buée à m\ on en conclut que toutes les transformées de la spirale d'Archimède 
sont des paraboles. 

Cela posé : 

36. Voyons si toutes ces paraboles sont des courbes identiques ou non. 

On voit de suite que si Ton fait tourner le rayon vecteur p autour do pâte o 
pour amener ce rayon vecteur sur la droite X, la courbe A' viendra en A/« et que 
la courbe A/ aura pour équation : 

X* = oy -}- m'x (5) 

Il suflit donc de voir si les deux paraboles, ajfant pour équation Tune Téqua- 
tion (i) I et lautre Téquation (6) , sont identiques, sont superposables. 

Or, en regardant ces deux équations, on voit de suite que les deux paraboles 
ont même paramètre, et qu^ainsi elles sont deux courbes identiques. 

27. Mais pour la suite de nos recherches , il est nécessaire d*appliquer tout ce 
que nous avons dit précédemment et ainsi de chercher le point o' et les axes X, et 
Y, de la courbe A.\ 

Or, il est évident que les axes rectangulaires auxquels se trouve en ce mo<* 
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ment rapportée la parabole A,' soot parallèles aui Mes .recUiifiilaites da la 
courbe A . 

Il suffira donc de changer l'origine des cooirdonQéeB ^ an £Û6atti4B.«;^,if^4i.et 
y=y,+ 6, el transponant ces valeurs dans l'équaiion {&). 

On aura 4ès Iws : 

K+ a)* = aiy.+ 6) + fn'(x,+ a) 
ou 



Idenlifions terme à terme les deux équations (5) et (6), nous aurons deux 
équations de condition , savoir : 

m'— «»«0 Vf) 

et 

a6 + ma — «'=0 If) 

'Uëguâtion (7) donne : 

et par suite ^ l'équation (8) donne : 



W 



tnT m'' 



2 4 """^ 4.41 ^^^^ 
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On obtîsni diMi^ des fnteuts réeltes pour a et 6 coordonnées du poitn o*. Ayant 
construit ce point o\ nous l'unirons avec le point o par une droite D^ et en (di- 
sant glisser la parabole A/ dans son plan et parallèlement à la droHè D , cette 
parabofe A/ viendra «a superposer avec la paraboia A , lorsque les deu^ points o 
Jhfe et o' nwbile se suparposaront. 

Dés lors , si nous voulons connaître l'arc ar de ta parabole A qui Toulera 9ur 
Tare aa' de la spirale d'Archimède, il nous suffira de ramener le point a^'de 
la spirale d en a/ sur l'axe X, en décrivant du pôle o cojnroe centre et avec 

le rayon vecteur oa! pour fayon , un cercle; puis de supposer que la parabole A 
a glissé ptirallèlement à elle-même en rasant le point fixe o pour prendre la j>osiûon 
a/; et ayant construit le ^ommel^^ de la parabole A et le sommet $,'de la parabole 

A/, nous prendrons une ouverture de compas égale à ^o, et la portant da V en 
o sur la parabole A/, nous aurons la nouvelle orjgineo' (da telle sorta que les 

di^ites of et ^/ sont parallèles) ^ ensuite naus unirons lea paîats o^^' jp» mne 

droite D, et nous mènerons par le point a/ une droite D' qui, |iai4i1ièla à&y cau- 

^<^r9 1^ ^aratijQle .4 an un ipoiot.r» at .amis fNwraMs «IfiMiar qna raca^para- 



bolique ar est égal en longaeur à rarcTéetféaVdBik afritale #to^^ Ç^l ^ 

Ml. 9b pmrttak éaamuiét to Heo gAonélrifiwrdtedkefftMiiliMtt t^ $!\ à,*.... 
des diverses paraboles A , A/, A/'*»»* 

fli^ pMMèai«-e8t< fwUë à^ résoudre -, et eus effet* : 

Tmim hi»^|M»>fc<fcM As A/, A/'.... qtii'pwieiit pur lé pohrtfike o) et'dttot fes 
axes infinis sont parallèles entre eux, peutentêlrefei^féBeMéësr par Téquatiëiir 

x^s=ay '\'inx (II) 

* 

m étant une quantité qtiî varie dé parabole à parabole. 

Si nous faisons y =0 dans Féquatîon (1 1) , nous aurons xs: m, et dès lors : 

sen Pâdjttcisse da sommets; remplaçant x par sa valeur (f 2) dans ^équation (ii), 
on aura : —=iay'i , d*où Ton tire pour Tordonnée du même sommet s, 

♦ 91 • 

' Éliminant m entre, les équations (12) et (13) ^ nous aurons Téquation dp Htn 
géométrique des sommets s] celte équation sera : 

En sorte que le lieu des sommets $ est une parabole l ayant son sommet au pôle o 
{fig. i ) et ayatit pour axe des f la droite Y parallèle à Taxe infini de chacune des 
paraboles A, A/, A/'v*. et la parabole S se trouve identique à la parabole A (puis- 
qu'elle a mène iiammàira)» mats-dle est toarnée en sens opposée 

20. 2* exemple. Soit donnée une spirale hyperbolique d ayant pour équation : 

Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode de. 
transformation) auM pour Aquatioa : 

y = a (15) 



"*- — . .- 



(*) Voyez, dans les Développements de géométrie descriptivey chap. Il, p. 43i et suivantes, Temploî que 
nous avons fait de la propriété de celte parabole pour construire la tangente à la spirale d*Arcl)imède. 

Hébettal éslte preMi^r, à 6e qu'il f»âratl , qui a trauvé la propriM de la reolillottlioa de Jaifirelf 
d'Archimède au moyen de la parabole; sa démonstration n*est point parvenue jusque nous* Blai$$ 
Pascal a démontré celle propriété dans le mémoire qui a pour litre : De l'égalité des lignes spirales et 
paraboliques. Lu démonstration que je donne dans ce mémoire est tout à fait différente de celle de 
Pascal; celle de ce savant est une démonstration géométrique au moyen des incréments et décréments ; 
celle que je doa^ est véritablement une démenstraiton mécanique. Voyez dans les DéoeloppemerUs de 
géométrie descriptive Id note placée au bas de la page 43i; voyez aussi dans le Cours de géométrie 
descriptive la note placée au bas de la page 290. 
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Ainsi la traDsroniiée A sera diMS ligne droite. 

Pour un rayon vecteur p, Téquation de la comrbe i sera : p{m + m') ;s:a, et 
réqualion de sa transformée A' sera : y'+ m'x'T^^a. 

La courbe A' sera donc encore nne ligne droite, et dés lors on en conelul qœ 
lotîtes les transformées A, aV A''.«f seront desjignes identiques et superposables, 
puisque chacune d'elles sera une ligne droite. 

30. Si Ton fait tourner la droite A' autour du point o comme centre pour ame- 
ner le poinl a en a,\ et la droile A' en la droite A/, on aura pour équation : 

y + ^'^=A (16) 

ce qui nous apprend que toutes les transformées, après leur mouvement de rota* 
tion autour du pôleoj forment une série de droites qui coupent toutes Taxe Y, 
mené par le point o perpendiculairement à Taxe X qui est Torigine des angles «*, 
lequel est en un même point dont la distance au pôle o est égal à : a{fig. k). 

31 . De ce que toutes les transformées de la spirale hyperbolique sont identiques 
et sont des droites, on en conclut que la spirale hyperbolique est une courbe 
rectifiable. 

'92. Cherchons maintenant la longueur rectifiée d'un arc aa' de spirale hyper- 
bolique. 

Pour cela , nous amènerons la transformée A/ en la position A.' en nous servant 
des formules : 



<> 



^ y = x,sinf — y,cos<p-|-€ | 



(17) 



Substituant les valeurs de x et y, données par les équations (17) dans Téquation 
(16), nous aurons ; 

x.sînt— y.cost + € + m'(x,co8«p + y,8lnt+«)=« 

a\(8inç+m'co8f)4-y.(»»'«n?— «^)=^ — ^""••^* 
ou 

slny+m^cosy ^ _ a-6 — m'a .^^^ 

^'"^m'siDf — cos^p ' • m'sint— co6f 



> Identifiant terme à terme les deux équations (18) et (16) , on aura les équa- 
tions de condition : 

sin ij» + m'cos f s (19) 

et 

a — ^— fila iûA\ 

a s -; C») 

m'sinf — cosf 
réquation (19) peut s'écrire ainsi : 



— a4f — . . 

réquation (20) peut s'écrire ainsi : 



\V/l+Uing>/ 



Remplaçant dans ré(Iùiation (22) tang^ par sa valeur donnée par Véquation 
Ql) , on aura r ' 

mea + ^—a^^aV^mr+i (88) 

Ce qui nous apprend que Ton peut placer la noovdle origine des coordonnées 
partout où Ton voudra , pourvu que ses coordonnées œ et 6 satisfassent à l'équa* 
tien (23)» et que Ton pourra toujours , l'équation (23) étant satisfaite, amener la 
droite Aj à èlro parallèle à la droile A. 

83» Mais, si Toii supposait , comme dans la fig. &; que la droite A ne soit pas 
parallèle à la droite X, et si dès lors la spirale .hyperbolique Savait pour équation 
p (e» + m) =aa , la droite A aurait pour équation : 

ff+mxssa (24) 

et la droite A, aura toujours pour équation : y 4- m'x^s^a (16). 

Alors , en identifiant les deux équations (18) et (24), on aura les deux équa- 
tions de condition : 

m(m'8inr— cos7)=5iD74-m'eosr (S5) 

a — ^ —m'a 



in'sln f — cos f 

l'équation (25) peqt s'écrire sous la forme : 

m (m'tangf — 1) = langf -4- m' 
d'où Ton tire : 

^■V r (f^nif— 1) = m'-h m 
d*où 



m 






L'équation (26) peut s'écrire sous la forme : 



a— «— mti 



y III. a — « f> •— ■ra 

aVi + UDg-T «= -T. — ^ m 

' " m'uogr— < 



aura: :; i . \ .,.,. ,\/ ' 



y "^ mm'- 1 - ^ (m:+ m) . . ^ 



Bt na«6. retoviboos^sur ^q résulta^ tonJt. à iait 6emblablie«à,çi^i.i|^ft q^w^MJfi^iii 
trouvé précédemment, savoir : que l'origine o' est indéterminée, oa c^^Q$,q^a< 
^es coordonnées a et 6 doivent satisfaire à/Féq^âtioi^ (29). 

34. Le résultat auquel nous arrivons e^ confbrfrte à ce qui doit être, et ne 
doit pas nous. surprendre; en ef&tv,une fois qu'une droite A/ est parallèle à une 
droite A, on peut la faire mouvoir parallèlement à elle-même pour la transporter 
$u»]*4toHeA'^ 4'*Mé'in(fiMtÀd#'iiiMièrQii.' ; - : 

ca9^d«1#^¥ato^d^AV^iillédë'> dfe ooiMl^o4i&rmtî'die lr(mMÉ)i^'(»l^ < 

qui était égale en longueur à un arc donné de^b 9ph4ri^d^J!^UMttètlti<y %ë lA>Mir •' 
en éMsAièi' Néift 9Miihe«) dM» fdrcâ de^ahbiFiÉM<iHietaN«iifrnBll»iltppoÉff^ 
pai tieulter àmkm s^pivalé hypèHH)è»q«é. / 

36. Remarquons que la courbe d<é%iM('Grh*t^!eM^V afi^'âlf^ir'teftffféiMtèw'* 
du pôlô Ot la tMgenle A est venue en A^V6^<lP'6Ki toutes les positions que prendra 
la courbe 9 en tournant autour du point o , la droite A prendra des positions cor- 
respondantes qui tooftVi S >j3i<sstîrbm faè' h'p(ilùt:q;~^*éiMVêgAW(i: • ■ 

Cela posé : 

37. Lorsque la courbe 9/ reviendra (^g,. k) en la position iy ie point a, vien* 
dra se' placer sur le point a, le point a. tournant autour du centre o; et la 
droite A/ viendra se placer sur la df o1të A.^ fè poicit o/ venant se placer en r sur 
la droite A, ce point a/ ayant tourne autour du centre q. 

Dès lors il est évident que Tare a!a^ de ilsP spirùfe*h'yperbt)1r'qtt6»îiUftf tdoW*MH»* ' 

la droite A/ en se déve1oppantt*s»p oelte droite d'uoe longueur égale à : ar. 

Ainsi la droite ar sera égale çn longiJQur à Tare a^'a,y lequel arc est ^gtil eti 
longueur à Tare aa' de la spirale d. 

38. Si dond on veut construire fa l\)ngtt6UP rectifiée d'un arc aa de spirale 
hyperbolique, on mènera les deux rayons vecteurs oa et oa'\ du point o comme 
centre et avec le plus petit rayon vecteuVoà', rfrf dét^rlVaf uti*«é?fble*4ut iwmpot- 
tcra le point, a' en a/ sur le glmnd rayon vecteur mi on unira le point fixe q avec 

le point a' ; et du point q comme centré avec qa/ pour rayon , on décrira un cercle 



géra égale à 1'^ rq jf^i^,va«', 4% b i^|s$h)«idiMAé^ {% ' 

39. Ce qui précède nous démonlre que, pendant que la spirdAts icontftiit sa 
. t$iùpÊÊ»!p 4*tieâitàMqevA0ip^.^&^ pmkÛKe^.'M^h ëti^f remarquer 

que la spirale èo«*hant«iiftforBn)èfi»ffllt auttiw dé son*f>MI^^, «ffil'tétigetite we tour- 
nera pas uniformément autour du ffi^i fixe q. 

40. Si Ton suppose que là spirale^ tourne autour de son pôle o jusqu'à ce que 
la tangente A prenne la position A en laquelle eibwKi«ffarallèie<àiii *droîte'X, 
alors la courbe d, en sa nouvelle position , aura la droite A pour asymptote, et le 

point infini de cette courbe i sera-^ilué Àir la froite A et du côté du point /. Et 

1 

si Ton a décrit du point q comme centre , et avec qr pour rayon , un arc coupant 
la droite A au point r\ Tare infini de la courbe dVià partir 'd>u ]Kâat «'^ stra.pepré- 
sente en sa rectification par la portion infinie r7 de la droite A. 

Mais a Ton suppose que là cou tvben^ tourné 4n sdûs inverse, et que sa tangente 
vienne passer par le pôle o, alors elle aura pris la position Y, et en cette position 
elle sera tangiMè à 4^ nofiielie pcfeiiion» prise par la spirale 9 en son point 
asymptote o. V 

Si donc nous décrivons du poînt.f coHmrescmre et avec oq pour rayon (et nous 

savons que oq = a) un cercle coupant la droite A en un point &^ la portion rk de 
la droite K Scri^>^Je à Tare de la spirak coixipptô Mire le poiniW et le pôle ou 
point asymptote o. En sorte que l'arc a o de la spirale hyperbolique n'a que l'appa- 
rence d'être infini ; cet arc a réellement une longueur finie. 

41. Il eniest donc de la spirale hyperbolique comme âesttfrfes^ thez lesquelles 
la somme de leurs lermes en nombre infini est pour les unes une quantité finie, 
et pour les {autres une quantité infinie. 

Â% 3* exemple. Soit donnée la courbe polaire à ayant pour équation : 



' '1?+:-H 



* 

sa transformée A aura pour équation : 

m 

I 

Cette transformée sera donc une ellipse ayant le pôle o p^ur etnitre, et ses axes 



(•)[ Voy^z âans le chap. îl des Développements de géométrie descriptive , Jes divers probltoes que 
ili0ii9fira9ftrM(«60«r laBpifBtetliyt»itoMqim«n nouB w#vtit4é latran^ôrikkfeX en coordonnées reclan* 
gulaires) de celte courbe. 
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MTont dirigés» Tun sai^aot to droite X origine des angles et, et Tftutfe soBnnt 
la droite Y menée par le pâte o perpendiciilaireiKtent à là drcité'X: 

Cela posé: 

Si Ton fait tourner la courbe i autour du pôle o pour prendre la ptsitiod i' 
( Tangle de rotation étant m') , l'équation de cette position i' sera s 

et l'équation de la transformée A.' sera : • 






s=l 



et après les réductions » oit aura : 






(M) 



Nous remplacerons dans Téquation (Si) o; et y par les valews 



et Ton aura : 






> 






+î 



*' 



6' 



** 



2sÎDvO(Mf 



+ 



6' 
2m'c08'y 
F"" 

6* 



*.».+ 



Csinf 



+ 



6" 
2ii»'«8inf 



6cos<f 



6' 
2tii'€ain<{) 

— p — 



'H<1.+f) 



+51 



+ 






= (SS) 



— I 



li faudra maintenant identifier terme à terme les deux équations (32) et (30). 

43. Mais si l'on examine l'équation (31) , on voit de suite qu'elle appartient k 
une ellipse concentrityue à l'ellipse A. 
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Par conséqaent, il sera inutile de changer Torigine de place pour reconnaître 
« les deux ellipses A et À,' sont des courbes identiques, superpoisables; il suffira 
de changer les coordonnées rectangulaires X et Y en d'autres coordonnées rectan> 
gukires X, et Y. ; dès lors l'équation (32) se réduira, après y avoir fait «=0 et 
6=0, à : 



«in*f 
6» 



+ 



V 



Sm'sinfoosr 



+ 



6* 






6' 
â.m'cot'y 

6* 



*.y. 



=1 (3S) 



Pour faire disparaître le terme en x.y. dans l'équation (33) , nous poserons 
l'équation de condition : 

Cette équation peut se mettre sous la forme : 



/ i , m"\ tmgf m' m'tang> 



6* 



= 



oo 



oa 



d'où l'on tire : 



tang*T. jT + tongf (^- - ^ + ^ j - ^ = 







• « * 






et l'on aura , après réduction : 



44. Les coefficients des carrés x* et y,% après y avoir remplacé cosf et sin^ 
par leurs valeurs en tangf seront : 
Pour X' ; savoir : 






44 
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«l;PûàciyL' j, savoir :. 

Or, en remplaçant dans îes expressions -jr et -g^ , tangç par sa tafbar (WJ, 

on aura les valeurs des demi-axes A et B de Tellipse A/, et il est facile de voir, 
sans pousser p^i^ loia \^ calculs, que qes demî-aaes A eli 6 qe serQnjt jMint igànx 
aux demi-a>^s a et 6 de l'eMipse A. 

45. Ainsi, pour la c<HH*be polaire dont il s'a^, les diverses tranaCbrniées sont 
dw ellipses Qyant toul^es ipëme centre, {nais n'étant point de^ cgurbe^ identiques, 
superposablfs. 

§ V. 

41^ l^ùf^çfi q|V»fréçp4&,,AQU9.%vi)nj»i(ecyvuM Viatoi^ 
spirale hyperbolique jouissaient l'une et l'autre de la j^çQQfiélA ri^Ri;)p%uaAll|i^^ 
savoir : que toutes leurs transformées en coordonnées rectangulaires (d*après le 
premier m^de de trQJYsfonnatloA). étaient des courbe;^ identiques, superposables. 

Il est évident que la circonférence d'un cercle est encore une courbe qui jouit 
"^ de la même propriété , puisqu'elle s^. tr^fisfoi^m^ suivant ^ l^HgfiM»*, 

Ainsi, nous connaissons trois courbes polaires: i"* la circonférence du cercle, 
2"* la spirale liyperboUqu£^ et 3" la spir^ife d'Archimède,. j^our lesquelles toutes 
les transformées sont des courbes identiques et superposables; pour les deux pre- 
mières, la transformée esk unedwite qui leur est tangente ; pour la seconde, la 
transformée est une section conique qui esft une parabole. 

Mais n'y a-t-il que ces trois courbes polaires qui jouissent de cette propriété? '' 

§ VI. 

Pour résoudre cette question , qui o'est j^s sans iatérèl (vu les applications 
aux engrenages, que nous aHons faire, ci-apjws, em utîlisaai les propriétés géo- 
métriques des spirales d' Archimède et hyperbolique ), on devrait délermjwismfii: 
Vanalysej quelles sont les courbes pour lesquelles les deux équations : 

/(x.|) = o et r[^.(| + «)j=o 

en supposant que 

o^ss or cosf -|-y siof ^« 

9* = xsiof — y CO87 4-6 
peuvent être rendui» idbmiiqy^ ^ par 4es^ valeois^céeUdii db f ^«nql S. 
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J'abandonne cette recherche aux analysies^ car elle est tsgsenûénmnmt An ifo- 
maine de Vanaly^e; les problèmes de ce genre ne peuvent être résolus que par la 
iannue algébrique. 

•^ ^ î vn. 



47. En examinant attenliveiMiM la fig% f ^ 'om wit-»M pm% ^poe k Muièttfiti» 
laire d peut être considcrce comme Tenveloppe de l'espace parcouru par sa trans- 
formée en coordonnées rectangulaires. 

On voit donc, d'après ce qui a été dit ci-dessus, que lescourbes polaires qui 
aiuvnt mi^me longueur d*arc que leur transformée^ davriint être TeoyejQppf <le 
l'ej^>ai;e parcourir par une courbe de forme consl^iUe. 

Mais la loi du mouvement de l'enveloppée (constante de forme) ne sera pai& 
vbitraire » pour que Ja propriété des arcs ég;aux sjubsiste. La loi du mouvement 
def^i^a èlrc une de celles que nous avons précédemment établies. 

48. Ainsi, par exemple, lorsque la loi du mouvemeol» de l'enveloppée sent 
loUe que c^Ue que uous avons reconnue exister pour la parabole traosfor aué^ en 
^OArdoQUces rectanguluires do la spirale d'Arcbimède, il sera facile de trouver 
réqiualîon difli^rcDiieile de la courbe polaire enveloppe; et^n e£foi : 

Soit /(a;, y) = Téqu^ioxi de renveloppée^ 
OndilTcreoliera celte équation , et r<Ni aura : 

et dans celte équation différentielle » on remplacera a; par p , dx par rfp, ^ pajr up,, 
'eii(ypar (p4gt> -H eocfp)^ et Ton aura l'équation différeniieJlo de toutes, les courb^ 
poUires qMÎ pouvcut ôire l'enveloppe de l'espace parcouru par une enveloppée 
^Mtante de forme, ei soumise à une loi de mouvement identique à celle qui di«> 
r\ge l<^ mouvemeot de \i\ parabole p^r rapport à la ispirate d' Arciiimède. 

49. Vérifions ce qui précède par un exemple : 
Soit x" =atj réquation de Tenveloppée. 

En difTéreiHÛIMllf ^ Uouw * 

^xdx = ady 

Remplnçiint j|^ im^ y, ify |Mr ks valmii^ inidi^uéMoî^-dassiiitt op inwfm V^uff/^ 
tion diilérenliellc : 

dont l'intégrale 

sera l'équation en coordonnée» f)o1alres do la courbe enveloppe cherchée; 



— 348 — 
Cette intégrale est : 

(en négligeant la constante arbitraire G^ ce qui évidemment est permis dans ce 
cas, puisque pour p = on a u=0, et que par suite on a C = 0); et loo 
retrouve bien l*équation de la spirale d' Arcbimède. 

8 VIII. 

50. Le premier mode de transformation , que nous avons examiné § I, n'est 
qu'un cas particulier d'un mode de transformation plus général , et que je vais 
exposer. 

Soit (fig. e) une courbe polaire d ayant pour équation /(p, (io)=:0, le point o 
étant le pôUj la droite X étant l'origine des angles &> comptés de gauche à droite, 
ainsi que l'indique la flèche. 

Prenons sur la droite X un point o, distant du point o d'une quantité a. Cela 
fait, prenons sur la courbe d une suite de points m\ m", m", etc., dont les rayons 
vecteurs seront respectivement p', p", p'", etc., ces rayons vecteurs faisant avec la 
droite X etrespeciivemenl des angles a>', (ù\ tù", etc. Du point o comme centre 
commun , décrivons des cercles C\ G", G'", etc. et respectivement avec les rayons 
p', p", p'\ etc. ; ces cercles couperont respectivement la droite X aux points q\ q"y 
q , etc. 

Cela fait , du point o. comme nouveau centre commun , décrivons les cercles 
D\ D", D'", etc. et respectivement avec les rayons qot ^=:p +a, q"o, = p" + a, 
ç"'o, =:p'" 4- a, etc. Puis prenons sur ces cercles D', D", D'", etc. des arcs^V, 
ç'V, q"x"\ etc. tels que Ton ait : arc rectifié . qx = arc rectifié . q'tn\ arc rectifié. 
q"x' =arc rectifié, q m", etc. Les divers points x\ x",x"\ etc. détermineront 
une courbe A qui sera la transformée de la courbe S, et les deux courbes 3 et A cou- 
peront la droite X en un même point m en lequel elles seront tangentes Tune à 
Tautre. 

51. L'équation de la courbe à sera facile à trouver ; et en effet : 
Désignons par l un des rayons vecteurs de la courbe A, et par |a l'angle que ce 

rayon vecteur X fait avec la droite X; on aura , en se rappelant que le pôle est le 

point o, : 

P = >— a et wp = i«3^ 

De ces deux équations on tire : 

A=> — a et wss; 



^ z*»-^ 



SutMtilaaot ces valeurs de p et de w dans l'équatioo /(p,«»)s=0, qui est celle 
de la courbe d, on aurar: 



qui sera réquation de la transformée Ai 



, « 



§ix. 

I • 

52. Si j au lieu de chercher la transformée A de la courbe 9 par rapport à la 
droite X, on cherchait la Iransformée A' par rapport à une droite X! {fig. 1) pas» 
sant par le point tn de la courbe d» et faisant avec la droite X un angle (ù\ on 
devrait prendre sur la droite X' un point fii^e o/ qui (distant du pôle a d*une quan^ 
tilé a') devrait être considéré comme étant le pôle de la transformée A', et faire, 
par rapport à la droite X' et aux deux pôles o et o', des constructions analogues à 
celles que nous avons exécutées ci-dossiis^§ VIII. On construirait dès lors par points 
la courbe A', laquelle serait tangente à la courbe i au point m\ 

53. Pour obtenir réquation de la transformée A', il faut au préalable trouver 
réquation de la courbe d , en passant de la droite X à la droite X' comme origine 
des angles tù. 

Or, on sait que dans ce cas l'équation de la courbe d sera , en désignant Fangle 
u/ (qui reste constant pour toutes les constructions subséquentes) par n : 

11 suffira donc de remplacer, dans cette équation : 

p par X — a' et o», par : 

et Ton aura: 



'["-^^ (î^+")]=« * 



qui fiera l'équation de la courbe A'. 
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54. On voit que si Ton cherche les> transformées A , A', A'\ à"\ etc. correspon- 
dant aux divers points m, m\ m\ m''\ etc. de la courbe polaire donnée d» les 
divers pôles ( nouveaux) o,^ oj, o/', o,"\ etc. pourront déterminer une courbe non 
arbitraire et dont Téqu^tioa sera évidemment : * 



• f . f 

réquation de la courbe i élant : - 

De sorte qu*à une valeur de p prise dans l^éqwitÂ0f)b((<4) «ÉvmsfNindii^Upevftiaiir 
dea>qui^ substituée dans Téquaiion (3), donnera une certaine valeur pour le 
rayon vecteur a. 

Nous désignerons la courbe polnire diXIt Inéquation est (3) par B. Ainsi la courbe 
B sera le lieu des pôles des diverses transformées A y A\ A", A"', etc. de la courbe 

9h. >iy^|ii^s e^qiii fyfécède, on vort que >lon pein^prendraiMMlnMrenditt)!» 
courbe pélétre'B^ et cfu^ ébrque cmtrbe ^B. nouve44«y cot^respondmiit tÀes'irnM« 
(brnifées'SMter^Mefi; % ^ !Â'/, A.", )S:'^ etc. deh courbe petaire 4oDAéeO. 
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56. .Oojpeut se proposer.la solution du problème suivant : 

Étant donnée upe combe polaire d ayant pour équation : ,/Tpi (w + «)1 =04 
reconnatlre si celte courbe aura toutes ses transformées A, A\ 6!\ etc. identiques 
4^t superposables^ pour une. certaine courbe B, lieu des pôles respectifs 
0,, o/, o\ etc. de ces diverses iransformées. 

57. Ceprdblème, dont j'abandonne la solution aux ana/i^^^é*^, nous conduirait 
à connaître^les courbes polaires d et A qui pourraient rouler Tune sur Tautre* 
Jusqu'à présent on ne connaît que le cercle d, ayant le pôle pour centre, qui 
jouisse de la propriété d'avoir pour ses transTormées A , A', A", etc. des courbes 
identiques et superposnbles(;..et cela lorsque la courbe B est elle-même un cercla 
ayan^ aussi le pôle o pour Cûulr£ ; él dans ce cas , les transformées A , A', A", etc. 

'sont des cercles identiques ayant leurs centres respectifs situés sur le«eene(e B% 
{Voyez lai%. m). 

DEUXIÈME PARTIE. 

Applîoatîont de oe qos précède à la co^itfpolion de deux ncraveafis eagreiuiget. 

lies'denxengreiiageB deni'^iHMis'riWoifs expeser'la c©n^udfie«^|wi^8W0i.ae la 
même proptiété'que1e8'«»Bgr6ii6^es de Whiie } Hs ont^un^réttemeiit de^MUleioeilt 
ti les deuxHJenis en prï««*ne sont enxoniaet qite^par' un seMl*poirtt, * 

Mais le mouvement de rotation 'de T une tdcs roùes*derttéea**»i*lMHiWD»nie l*oii^ 
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déniée esl variable; en sorte que dans ces sortes d'engreiiag|^^;dewi,QU plusieurs 
dçnls^de Tune dies rpues^i\e^pe«jveaVât«*e eu |^rise^%v^c dçux ou, I:^llsÎ€^ll:s d^nts 
d^ raut/*e rom^ il ne peut jj»mais y avoir qu'uoeis^ule dept.eit.^i^^^^et.aDssiiAt 
q|]^elle qjjiitte.^ M faut que la deat suivânie se meUe imniéiliatementieajjm^paiir 
fj/at Ie,mou>veAient de rolatjon puisse se continuer sans interruption. 

Ce mouvement de rotation varié de l*une des roues ( le mouvement dé rotation 
de TautrQ roue étant uniforme) recommence à chaque nouvelle dent en prise ^ 
de sorte que le mouvement de rotation de cette roue est périodique de dent i 
dent. 

On pourrait donc désigner ces deCix engrenages, sous le nom d'engrenage$ à 
fnouvemeni , de rotation , varié et périodique ou périodiquement varié. 

Premiçr engrenage dans lequel les axe^ se coupent^ 

88; SI sur un plan (fg. n), noas traçons une spirale d*Archîmède^ îiyant l^^poîrtl 
ûpouf pùleeLuneiparaholeÂ tangente,- en a ili taspirale^^tpassant par lepotnt'o; 
son sommet étant en ^ et cette parabole étanth» ^ytn^m^eile 4»^ifatod-j M 

voit(d6iSMi^<: 

• Otte^si leplaiitdstJar s|>ir%to pd«t: pv«n4i^ ontmouvenifiil' cle^relatton autoii»» 
d»<poini«^ la parabole d'eHtgU^ssmlsurlepoiniO', son -axe infttii^estanl pendant 
kl neaveuftei^tioanillttle à l«» mèmOf conduîroi: ave^ un* froitén^MBit ^e-rouleoMmi 
kk«ptr9^te d en ia for^Munt-à toupner.outoui^.dii potn^io.' 

fil lorsqiid'l^spiraleid aui^prisJa f>ositioad|t) latpaMiboI«i44tMit «Mv^ien Art 
QD iwittqiie : 4*H4e somfieti s de 4; sera venu ea^^^ ayMit^paicaaurtt*rai^W deJ» 
parabole (^^^te point 'a''de à sera venuen a', et le pqtn4 a-de datera- vmu en (m^j^ 
l4s^ots»ei>a^ ayant déerit'daB^*ros*de oeroles autour ii|u poin^^^of 3^te poialif 
de^^Mfn, ven>i»en«9, et le point r de A sera venaen a,'; en* aorte «que Tare or do la 
poBttkuloK.A^acisera' développé o»rottUinl«8ur'J*affc on' ide Jà^ apwfAo^ 

fUL D*apràocoqui préaéde, onii^oii qae^sÀ L*k>ihjpeMcansèiÛMii%qo>l'«ra»as 4f II» 
liirabfil»iA;ok laneaci'tlola spUtakttd^ c6S:deiiXk>arcoise,i)0iid«^Pttnl4llwi raKtrf^ 
par- un frottement de roulement, Tare aa' de d ayant tourné autour du.pqîMj^ 
(ttiuiMigte'ai^liIarcior de>^ sléiMfciDù paniboliqiienetttoQl; pMlMleineiit^ è ia 
PMbMo {»» kl^qum^idO'lrattelalio» étatttT^'. skm'a 

11 est bien évident que si Ton ne considère que le point de déffc«lie4ilt>yiMH 
d*arrivée, on pourra supposer que Tare ar de A s*est mA parallèlement à la droite 
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D^ laquelle est parallèle à la droite D qui unit les sommets $ et / des paraboles de 
départ A et d'arrivée A^ 

60. On voit donc que si Ton prend : V une règle (fig.q)suT laquelle on trace 
des arcs équidislants de paraboles égales A, A., A., etc., et 2"" un plateau tournant 
(Jig. p) sur lequel on trace des arcs équidislants de spirales égales d, d. , d^ etc. 

La régie; en glissant parallèlement à la flèche /(les deux droites X et X. 
étant supposées superposées), fera tourner le plateau autour de son centre o. 

I 

§ II- 
Engrenage à crémaillère. 

61. Il est évident que Ton a dans ce qui précède tous les éléments d*un engre* 
nage à crémaillère, dans lequel le frottement sera de roulement, et pour lequel 
la vitesse de rotation de la roue dentée étant uniforme, la vitesse de translation 
de la crémaillère sera périodiquement uniforme, car pendant que le pointa' de 
A se mouvera pour arriver au point a/ de A, (jig. 9), son mouvement de trans- 
lation. De sera pas uniforme, mais les espaces entiers ÔV., oV., etc., seront 
parcourus dans des tenaps égaux. 

62. Pour achever l'engrenage , il faut habiller les courbes A et 3 que nous 
Mons considérées jusqu'ici comme des lignes rigides ^ et il faudra les habiller^ on 
en' d'autres termes il faudra leur donner du corps^ pour en faire de véritables 
daUs d'engreoage, absolument de la même manière qtie pour les engrenages à la 
Wbite, ainsi : en désignant par Q le plan sur lequel est tracée la. spirale d, 00 
fera mouvoir un plan P noripalement à la colirbe d , et dans ce plan P on aara 
tracé une courbe A ayant en le point m une tangente 1 perpendiculaire au plan P ; 
le point m parcourant- la spirale d, la courbe A engendrera une surface spirmde, 
qui formera la déni du plateau tournant {en dmUres termes de la roue dentée). 

On fera la même chose pour la crémaillère, mats la courbe A^'.qui engendrera 
la surface paraboBque de la dent de la. crémaillère,. sera tourvée en sens inversa 
de la courbe A, comme l'indiqae la fig. r^ et l'on aura soin de plaeer les courbes 
A et A' dans le plan P, de manière à ce qu'elles aient même tangente I au 
point m. 

63. Ces consid^ations et ces constructions ne peuvent offrir aucune diffiealté 
à ceux qui auront étudié avec soin la théorie des engrenages fde White exposéa. 
piréeédémment. .; 
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Engrenage campoêé de deux rùues denUee. 

(M. Si [fig. o) Ton conçoit un cylindre ayant ses génératrices droites parallèles 
à I4 droite X, et tangent à la règle suivant cette droite X. , l'on pourra enrouler la 
bande de papier DP' sur ce cylindre , et Ton obtiendra des courbes à double 
courbure, qui , lorsque le cylindre sera planiCé, se transformeront en les arcs de 
paraboles A , A, » A., etc.; et il est évident que si Ton prend ce cylindre, et qu'on 
le place tangentiellement au plateau tournant, comme l'indique la {fig. 0), ce 
cylindre en tournant autour de son axe horizontal À, fera tourner le plateau au- 
tour de son axe vertical Z. 

Et .tes surfaces des dents du cylindre, ainsi que les surfaces des dents du 
plateau étant construites comme pour les engrenages de White, on aura un en- 
grenage dans lequel le frottement sera de roulement. 

Les deux dents d et A seront en priée et en contact par un seul point , et 
aussitôt qu'elles se quitteront , les deux dents suivantes 9, et A, se mettront en 
priée , et ainsi de suite; et de telle sorte que le plateau denté tournant unifor-* 
mément autour de son axe Z , la roue cylindrique^ prendra deux mouvements, 
l'un de rotation autour de son axe Â indiqué par la flèche G, et l'autre de trans- 
lation et parallèle à cet axe et indiqué par la flèche/ {fig. 0). Pendant que les 
dents d 6t A se conduiront^ le mouvement de translation sera varié ainsi que le 
mouvement de rotation du cylindre denté. 

66. Ofk voit donc que par ce moyen on peut transmettre un mouvement de rota- 
tion périodiquement varié entre deux axes perpendiculaires entre eux, et de telle 
manière que l'axe du cylindre denté ait un mouvement de translation, qui 
aura d'autant plus d'étendue que l'on aura fait le cylindre denté plus long. 

66. Rien n'empêcherait d'enrouler sjir un cône le plateau (considéré comme 
une feuille de papier), alors on obtiendrait un engrenage composé d'une roue 
conique et d'une roue cylindrique; l'axe du cylindre serait alors parallèle à une 
géaérairice droite d\i cône , et dès lors les axes des deux roues dentées ne se 
4x>uperaient plus sous l'angle droit. Les propriétés de cet engrenage seraient 
identiquement les mêmes que celles de l'engrenage précédent. 

674 I^ourque le mouvement de rotation puisse se continuer non pas badifini- 

iiietil,^car cela est impossible dans ces sortes d'engrenages , mais de manière à ce 

<|ue le cyKndre puisse faire plusieurs révolutions autour de son axe, on ne peut 

pas prendre le diamètre de ce cylindre arbitrairement. 

45 



Et en effet : les dents placées sur le cylindre doivent être égalemept espacées; 
or : on voit de suite, en enroulant la crémaillère ( fig. 9) sur le cylindre, que le% 
droites D' et D" qui sont parallèles entre elfes ( et qui font un certain angle avec la 
droite X,h laquelle les géottralrices du cjjîodre sont parallèles), détermineront 
sur le cy'indre ( après y avoir été librement pliées et enroulées) deux hélices pa- 
nillilas.Ca]Kua pa» fioméiiucBt «kèmo^fm^)^ 

M fendis éwG pour quv les <i#iusi<|ui rampeat» ea béliMs«r It c3fKiidM»i# 

enMHent égvlenenleipiieéa^eiitredles, que* la diartance i^ que je représentai? 
par è, sOTt contenu u» nembreteniier ée ftm diM uœ spire, eu f^fokrtSen ett^ 
àêre de Thélioe doméb p»r 1^ d^He; D'^ 

On pevrva dotiesvpposeï' que* pear «M rèfoletiofl ovhtpvre dé rBéficer eir aft 
m flents ( m étant im ivombre eorier); et fl ftnidra éès ter», en désignaiif par-IV br 
rayon du cercle section droite du cylindre, et par y Ttfngfe'Cfue bdit>fteB''ftlf( 
a^ec l« direifis X, , que To* aîi : m^tcosysa flic^K ; d'ed' Toiif eateufera K, et Von 

aura : R = — r — • . 

6ftr Lonsipie Toni fermera l'eagreoage aià mejFti^ d'u» ctAne denté ( et ion 
é'uB» pkiteat» denté), il fendra auséi caleoler ledemi-en^e au seaiaict d v cAie , 
par la ccnditioD quake dent» se ifonveniégalemenC efcpaedeesvr ie oine; 

Or si nous désignons par L le rayon ecf du eercte G (Jfg. f/), et par rie rayon du 
cercle hase do c6ne sur lequel le cercle G doit s^enrouler, P^pothéme de ce ctfne 
étant égal en tongaeur à L^on voit de suite , en désignant par n le nombre de dents 

à pfacer sur le pourtour du cône, et par d Tare rectiCé aa, , qu*il faudra poser 
l'équation : 

« SB«.d 

d*eè : 

n.d 
2k 

Le* demi«angle au soninet dw c6fle sera donvé, e» t^ dékigiiattt' pafr 9, par 
Téquatien» : 

d'où Tontire : 

. ^ n.d 

I1C.L 

Wu Leagsiteiefne MoswMDt d*é*iadie» nous éttMM fMbre mfrevigeidir* 
ttrenie:^ » 

V ftoM» cyiindrîque oattdiiiaaiii ou » i* uo plafeau àootè^^ m ^ii deuM mi» 
crémaillère circulaire; ou 2*'uii0 MUOimMMqpM deMée i^ aft^ aiitlaee ummm f eu 



concave , ce qui 4mx^ «uq «ePgcaMge ûaéncMNr* 

2* Une roue conique dentée à sa surrace convexe et conduisant une €i4nmDère 
dimifit dent lâjdireokbo fiût^aniBC fuftfMiièiiiedhi cénoiiD4iiigle7. 

IfûÉo, t)m me -petrt pas Faire con(hjrre tm pAutesru dente par une crémâillëra 
droite, parce que les dents ne pourraient pas se dégager les unes des aulreSi aprSs 
«qu^efffes auraient cesse d^étre en prhe. 

70. Remarquons que dans tous ces engrenages le point de eentaci des deui 
dénis en prise se meut sur la droite X , par laquelle se mettent en contact les sur*- 
faces coniques et cylindriques; ainsi il arrive ici la même chose que pour les 
engrenages de Whiie. 

71. Remarquons encore que les distances du point de contact aux deux axes 
ûes roues dentées, ne sont point dans un rapport constant, car fa distance an 
point de contact à Taxe de la roue cylindrique est toujours ta mftme, qtiene que 
soit la position de ce point de contact sur ta droite X, lamdîs que la distance du 
.pmnt de contact à Taxe de la roue conique varie de grandeur à mesure que ce 
poiort de contact s'approche ou s'éloigne cfu sommet du cône. 

Le rapport des vitesses ne peut donc pas être constant , et Ton voit dés Ion 
pourquoi le mouvement de roratren de Tune des roues dentées étant uniforme, 
le mouvement de rotation de l'autre roue doit êtr« variable. 

72. Nous devons encore faire remarquer que le cylindre devrait avoir une lon- 
{uevr imMOnie , pour q^ie ^ mmn^irrenide rotation prisse sef eonttnuer indéfini^» 
ojyeoi ilaos k mèttie seAS» 

Par conséquent ces engrenages ne pourront être employés que pour des mou" 
MMMM «rfttvwn^ de rotttitfli de fo roue oonî^fM , kii|iidle in»prinie desmoa^ 
vemenis altaruatifs de rotation à la roue cyUndrique, et de plus imprime, en 
même temps, un mDuvemenl de va-eirviem à Taxe de la roue cylindrique. 

i IV, 

r 

Deuxième engrenage dans lequel les axes ne sont pas situés dans le même plan. 

m 

73. Sur un plan {fig. s) nous traçons : 1*" une spirale hyperbolique d ayant le 
poûn o .pour p^ {au jMHir pojnl mjfBtpt^ie ) ^ 3* um droite X passant .par le p*int 

^ùf 3*" IU16 laJSkggthLdA «au peint « hsi baqAMdl la droite X coiupe h coorbe j; 4"" une 
droite y passaatpâr Je poiat o-ei perp^odiciUaîre à la droite X , et caupaot la taif- 

4^16 A AD «V f^oim if; 8* fin eende G tsysmt ie poûil o pour eeDtre lal m>p>w 
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rayon; et 6* an cercle G' d'an rtyon arbitraire ^ mais plus petit qne ^,liyant 
le même point o pour centre* et coupant la spirale d eo un pointue 

Gela Tait : 

Si nous faisons tourner la courbe 9 autour du point o jusqu'à ce que le point a' 
vienne en a/ sur la droite X , cette courbe i aura tourné d'un angle y et prendra 
la position d,. 

Et si pendant ce mouvement la courbe 8 a entraîné avec elle sa tangente A, 
cette droite viendra prendre, à la fin du mouvement de rotation, la position A,% en 
laquelle elle sera tangente à la courbe d, au point a/; ainsi la droite A peut être 
considérée comme ayant décrit autour du point q, un angle 6. 

Si donc on suppose qu'au delà de la droite A se trouve une droite A, tangente 
à la spirale d, au point p, cette droite A, faisant avec A un angle 6 et passant aussi 

par le point 7, les arcs a a' et a a/ seront égaux , et dés lors en faisant tourner les 
rayons A,, A » A., autour du point 9, ils conduiront avec un frottement de roule- 
ment les courbes d., d, d., en les faisant tourner autour du point o. ' 

Mais comme les vitesses de rotation étant supposées uniformes pour les courbes 
9, ne seront pas uniformes pour les droites A , il faudra que pendant qu'une des 
tangentes A conduit Tune des courbes d , ou est conduite par elle , les autres tan- 
gentes et courbes homologues ne se trouvent point en contact. Or il évident, par 
le tracé graphique et tout ce qui a été dit dans la première partie de ce mémoire, 
que cela aura lieu. 

74. Pour que le mouvement de rotation puisse se continuer indéfiniment , H 
faudrait que Tare mesurant Tangle 7 soit égal à -^, m étant un nombre entier, 

et il faudrait aussi que Tare mesurant Tangle 6 soit égala -^^ n étant un nombre 

entier. Mais comme les dents courbes et droites sont enchevêtrées les unes dans 
les autres, et de telle manière qu'elles ne pourraient se dégager les unes des 
autres, tant que l'on voudrait les considérer comme placées sur deux plateaux cir- 
culaires et horizontaux, Tun tournant autour du point et Tautre tournant autour* 
du point 9, nous allons voir qu'il suffira de prendre l'angle 6 tel que l'on aH : 

11. r= 360V 

Et en effet , pour que les dents courbes 8 puissent se dégager des dents droites 
ou flancs A , il suffit de s'arranger de manière àce qu'elles passenU au-dessous di» 
plan des droites A avant et après le contact qui a* lien sur la droite X. 

Or c'est ce que Ton obtiendra en pliant le plan circulaire sur lequel se trouveM 
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thpù^s les ,ooiirtMis' d y sur un i»dne.a^<iiit sou sommet au point o et qui serait 

taiigçm à t^ pla;i tout Ie4ong de la droite X. 

^ ,00 xléieroHnera oe fône de la maaiére suivante ; 

, Ayant tracé hi roue plane à flancs (fig. t), et ayant dès iors tracé les divers 

rayons A , A,, A,,»., tels que les angles g étant égaux entre eux , on aura : 

n. 6 s= 360% 

Sfïi tracera fa droite X et on fixera le point o sur cette droite X, lequel sera d<mné 

par le pied de (a perpendiculaire abaissée du centre </ sur cette même droiie X*; 

On tracera la spirale hyperbolique i ayant le point o pour pâle ou pour point 

««ssymptoie, celte courbe d étant tangente à la droite A au point a en lequel les 

droiles A et X se coupent. 

Du point comme centre et avec oa/ pour rayon , on décrira un cercle C coiv» 
pant la courbe i au point a' ; et Ton remarquera que le point a,' est celui en lequel 
se coupent les droiles A, et X. 

Cela posé , on cherchera le rayon d'un cercle qui serait tel que sa circonférence 
seça égale à p fois l'arc rectifié a'â?. 

Et ainsi dcsignani oa/ par L, par R le rayon du cercle cherché , et par d la 
longueur de l'arc recliflc u'a,', on aura : '• . 

2ir.R = p.d 



d'où: 
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Oo construira donc un cône 1 ayant i"" son sommet au point o, ayant 2'' le 
plan des ^droites A paur plan langent tout le long de la droite X, qui sera Fapo* 
thème de ce cône 2 » et ayant 3* pour section droite un cercle du rayon R', ce 
cercle passant par le point a/. . , * 

Gela -fait : 

Supposant (fg. s) que les courbes d.» d, d,,... sont également espacées enflre 

elles ,' et que les arcs a.V , aaj^... de la fig. (s) sont égaux entre eux et à Tare a/m' 
àe la fig. (iX il suffira d'enrouler sur le cône 1 le plan sur lequel.se trouvent tra- 
cées les courbes 9 9 et Ton aqra suir le cône 2 des courbes à double courbure^qoi 
.conduiront par un frottement de roulçment les rayons ou flancs du plateau dont 
le centre e^ en 9. . 

75.. U suffira iïhdbHter les courbes du cône 2 et les rayons ou flancs du plateau , 
da ta même manière qu'on l!a fiiit pour les epgrenages de White , et Ton obtiendra 



m iroutdl 'CTgreiiffjite frTrMbnnent 9e rotflenrefrt et c<mif>09é Hf^mn ^afean ^lé 
el d*une roue conique dentée ; et (hins cet engreavg^ les 'mes m Mram^pmot 
situés dans un même plan , dem deirts seront en prise tÊ ne ise^nrdfiermft^^M 
par tm ponft, et 'le pomt de contact se inocrTra 9ur la droite X, droHe strivant 
laquelle se^toodbentet te eOne Z el le plan do plateau. 

76. Il est évident que la roue conique tournant uniformément , le plaleau aura 
un mouvement de rotation variable, car si \Jig. u) on considère un point d€ 
MAlaot^da deux dents en prise , les distances de ce point a» savoir iMq à Taxe Q 
prrjiâadîcuLftIceautplateau et passaut par soa coalise q^ eiabà TaseO du cane 2 
tfjpassajUipar soti sommet •., ne seront point dans un rapport constant locsque 
ton fera varier ia posiUon de ce point a sur la droite X (^j). 

77. U est encore évident que cet engrenage ne peut donner avcune variéiié 
comme .rengrenage précédent. U doit être rangé dans la classe des engrenages 
àxréjnallIàBe circulaire;*, U est seul et unique de son genre. 

meisiÈME PikRf lE. 

Nous allons dans cette troisième partie donner la conatrnction géométrique des 
excentriques destinés à tracer : 1* sur un plun et 2^ sur la surFace concave ou con« 
vexe, (f abord d^un cylindre et enstdte d'un eOne, <crneeo«rbe 4e fbrmeiéteriiiînée. 

§ !• 
Tracé d'une courbe sur une sur/me plane et rectangulaire. 

7.8* Soient données la droite X et une droite D perpendiculaire à cette droite X 
,et ta coupant au peint m (fig. v); d*un point o pris sur la droite X et comme 
centre et avec un rayon om , cfécrivons un cercle G; traçons une courbe d arbn 
tj*aire et passant par te point m. 

Cela fait : divisons la droite D ; et ù partir du point m, en un certam nombre 
de parties égales entre elles, par les points m , m', m\ m'",... en menant par ces 
j[>oinis des parallèles à h droite X , nous aurons les divers pomlsm, x\ x", x'^^... 
ielaeoui^^. 

Gn Wte^qoe 'lepein^ m'élmt conaMéré comme origine deaiOaovd^iinéaB elles 

droites X et D comme axes des coordonnées , Te peint x' de la eourbe 9 aura mm 
pour abscisee et mV pour ordonnée. 



(*) Voyez à ce sujet la Théorie géoméiriçue dei engrenage$ » «t tes Pétêf&fpemmîi 0$ géométrie 
ê$tcTipfiuê* 
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* Cela posé : 

Si Ton suppose que la courbe d se mesive parallèlemeut à elle-même, et dans le 
sens de la droite D, ainsi que l'indique la Qèclie/\ à mesure que les points 
m\ m\ ntf\... vieminMit si»' suf^erfiMer sot h» p^int tri) à mesure wxaà et en 
même temps» les points x\ (x!\ x'\«.. de la courbe d viendront passer par les 
l^els i/i^ fh 'r p'\ • • • 4€î la <lroi<it^ X. 

El si Ton dente le cercle C et la droite D , de mtnièM à faraMD «9 engven^gÉ^à 
crémaillère, pendant que le cercle C se mouvra uoîiorfliéiittnt^^ Jaforénwîllère D 
atr mou vra.aiissL unifoitmément 

Cela posé : 

Si IWdtvJsele cerde C «n arcs égaux entns eux ^ %nd\ vlvl\ n^V',.- ^ ^^ 

nramière à ce que Ton ait mm'ssaTO rectifié vm\ on volt de suite que les points 
W et ii.y m" et fl\ m'" et »-",.«* viendront aua9essiv«menl^se superposer sur le 
point m, parce que le cercle C- et. la. droite D sont les lignes, yrhuilhwf : de V&b^ 
grenage à crémaîilére^ et que le cejccle. C et la droite D se conddiiMat dé» Jers par 
un Trottement de roulement. 

Cela dit : 

Traçons sur le plan du cercle C les divers rajions» ouV m"» on-'V** ^ porlMw 
respectivement sur ces rayons les distances : 



I t t If n ff lit II» tt* 

tes divers points m, y', y", y"*,..* détermineront une courbe polaire ou excen^ 
îrttfue (f . 

Et il est évident que si la roue dentée tourne suivant la flèche/^' et Ibrce là 
o^émaiHàre à se meitvotr suivant la flèche/, les points homologiieB clD8-couii)e9'<^ 
et d viendront en même temps se superposer sur la droite X.; et qfi*ainsi. les points 
x' et y' viendront se superposer sur le point p\ x" et y' viendront se superposer 
sur le point p"y et ainsi de suite. Ce qui précède étant compris : 

79.. On voit de suite que si Ton suppose en m un style ou pointe à tracer,, ce 
style sera eu i* poussé le long de la droite Z par V excentrique ^ et dans le sens 
indiqué par la flèche/ et tracera sur ub plan fixé à la crémaillère la courbe d, 
oomine Hudique la fig. a; ou 2* il sera poussé le long de la droite X par le cs- 
libre i et alors if tracera sur le plateau tournant KJa courbe^ ainsi» qpe Tindiqjie 
lafig.y. 



* •- 
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S II. 

Tracé <f «ne courbe sur une surface cytmdrique au moyen de f excentrique, 

4 

80. i* Concevons un cylindre 1 de révolution dont le cercle £ de section dfoitû 
aura son rayon égal à p (fig. a;) ; 

2'' Désignons par B son axe ; 

S"" Imaginons que ce cylindre étant transporté sur la fig. v se trouve tangent 
au plan (sur lequel est tracée la courbe d), suivant la droite X; , ^ 

A* Enroulons le plan de la courbe d sur le cylindre 2, la courbe plane se (rans* 
formera en une courbe à double courbure l {fig. x) , et les arcs égaux entre eux 

mq\ q^q'\ q"q"\.... du cercle E seront, étant rectifiés, égaux aux parties égalea 

■ I I ■ Il ■ 
entre elles mm', mw!\ mm'\ {fig. v) de la droite D. 

L'angle 7 mesuré par Tare mcf du cercle E {fig. x) sera donc connu et Yam* 
plitude de cet angle dépendra de la grandeur du rayon p. 

Le rapport entre les angles cd {fig. v) sera donc connu et sera construit gnt» 
phiquement sans difficulté aucune. 

Gela posé : 

Si Ton place le cylindre 2 sur la fig. v^ de manière à ce qu^il soit tangent sui* 
vaut la droite X , on pourra remplacer, dans les systèmes ou machines dont le$ 
éléments sont indiqués (){^. y et a), la courbe 3 par la courbe (; de telle sorte 
que si {fig. %)le cylindre 1 tourne autour de son axe B et uniformément, Texceit* 
triqueK tournant aussi uniformément autour de son axe T, les vitesses s^ngulaires 

étant dans le rapport constant -, les points homologues des courbes (f"^ ^^ sa« 

voir : n et a', n" et a", n"' et z'\... viendront en même se superposer sur la 
droite X. 

81. Nous allons indiquer entre tous les systèmes mécaniques qui pourraient 
être employés pour transmettre le mouvement demandé entre les axes t et B, 
celui qui nous parait le plus simple (^). 

Le cylindre 1 sur la surface convexe duquel on devra tracer la caurbe Ç pren^» 
dra un mouvement de rotation autour de son axe B, au moven d'une bague ou 
anneau denté G {fig. z)^ qui sera conduite par une roue dentée G' du même 
rayon porté par l'axe I parallèle à Taxe B est situé avec lui dans un plan vertical. 



(*) Dans tout ce qui va suivre jusqu'à la fia de ce mémoire, nous n'exposerena que les principes d'apfte 
leiquela les machines doivent être construites , et neus n'indiquerons que les élémenift de ces madiines. 
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' Cn sorte que Taxe I transmettra par l'engrenage cylindriqae C et C, son mou- 
teménf à Faxe B, et les deux axes [ et B tourneront dans le même sens. 

Cela posé: 

On devra transmettre le mouvement de rotation de l'axe I à Taxe V de l'excen- 
trique K. Les deux axes I et T se coupent sous l'angle droit , et les trois axes r, 
1 et B sont dans le même plan vertical. On transmettra le mouvement dç rotatî<?A 
de l'axe I à Taxe ï au moyen d'un engrenage conique G" et C*, mais il faudra 

diviser l'angle droit l, l\ en deux angles « et 6 tels que l'on ait : - = - 1 pour 

que Taxe V tournant de l'angle o» transmette à Taxe B au moyen de l'axe I un 
mouvement tel que cet axe B tourne sur lui-même d*un angle y. 

L'excentrique K poussera ou i*" une tige ou verge F qui sera par(^lléfe à Taxe B 
du cylindre plein 2 et dont la pointe m tracera 1» courbe (sur la surface convexe 
du cylindre 2 {fig. z) , ou 2* une tige ou verge F' qui sera parallèle a l'axe B'du 
cylindre creux l! et dont la pointe ni tracera ht courbe l sur la surface concave du 
cylindre i (fig. 6). On ne doit pas oublier que le rayon p de la surface cylin- 
drique est celui de la surface convexe dans le premier cas {Jig. z) et'qu^l est 
atr contraire celui de la surface concave dans le deuxième cas ( /igr. S). 

% IIL 
Troc^ dune courbe eut une êurface cylindrique , au moyen du calibre. 

82. On peut tracer sur une surface cylindrique 1 une courbe donnée au moyen 
du calibre d; mais il faut remarquer que l'on ne peut alors tracer la courbe que 
9ur la surface convexe du cylindre. 

Et en effet : 

Étant donnés un cylindre 2 et un plan T qui lui est tangent suivant une de ses 
génératrices, droitet X , on pourra couper tout lé système par un plan perpendi- 
culaire à la droite X, on aura donc un cercle E seetion droite du cylindre 2. et 
une droite D tangente à ce cercle E et au point m en lequel la génératrice X se 
trouve coupée par le plan sécant. 

Gela fait : 

On pourra remplacer le cercle E par une roue dentée et la droite D par une 
crémaillère. « ' . i^ 

Dès lors le mouvement de rolatUm imprimé au ej'lindre 2, fbrc^^a le plan T i 
prendre un mouvement àfi translation . et parallèlemeAt à la droite D l . 

Dès lors ayant tracé sur le plan T une courbé i^ elle dirigera une fmnu ou 

46 



êiyle (en la, forçant à se niQavoir le )oi)g jde la.diroile:]^), H.C«l>c^pQiltfAtri^rt 
sûr le cyfiifidre coovelie 2 une courbe i qui ^va^UcoarlNS dfiW^nj^,» o'estTMi^ 
la courbe â douille courbure, dont la tranêfarmée {\e cylindre 2 étant 44ydlpppé 
sur son plan tangent J), n'est autre que la courbe. y)^i|e,(9n calfifre) d. 

n est bien évident^ diaprés ce qui précède ^ que Jaçoprbe^^fie^ite.ut ètrejirafl^ 
qye sur la surface convexe dd cylindre 2.et jamais çifr ^ ^i^f^c^icfijffifis^ l<msqaf 
Ton construira une machine à tracer basée sqr VempjQÎ d^.c«^4r^• 

Ttacé (tune courbe sur une surface plane et circulaire. 

8^. Gomc^voihSi (/9« y)ruii j^Iateau ciccalarre A tournant astourufe son axe O. 
Ce poteau ét^nl terminé par «n cercte €, l'axe O passera par le centre o du 

. TriM;<;\ns un i4ismétr6 % da Micie € «t une conrbe d qui passe par le poînc m 
çn.lfuju^4J^ droite X..e^ le cercle C se co«penl. 

Pffe,feil: ^ 

Prenons sur ^-^ipHc^X^iuiip^int d. , M de ee point o, comme centre et avec ojn 
pour rayon, décrivpns le cercle G,. 

Les deux cercles G et G, seront tangents Tun à l'autre au point m. 

Cela fait : 

PariageoQS le (cercle ,p ç^n parties égabe^ etttre eUos |»ar(>iea pdiitcsm, q\ q'\ 
q"\., et lirons les rayons q'o, q"o, q"'o..., ces rayons couperont la courbe d en les 
points m', m", m'"... 

Bii point comme centre et a^vec le&.cayonsi ifm\ oml\. àm'\.. décnivonc^ ha 
cercles P', P", P'",... lesquels couperont la ,droita X^./sl.xeapeettyaiiefiti aiHt 
points p', p", p"',..« 

Cei^ fait : 

Pai la^(>ons )e cjerclç G. çn p;^L^s ^^^nVe ellesi pftr les ^iotft /, p", f^^\... 

et do I^IIq fvvnjùrc^qj^ Fon ait : are reotiflé m^'ssarc reettife inq\.,. etc. 
J^s^jle ,9ienon^ kt^^i rayons^o/, «/V ^Z^**- ^^ portons sur chacun d'eux 

ryz=^mpy r"y"=:mp\ r"y"z=:mp"y... les divers points j/, y", j"V- déteripi- 
neront une courbe f. 

.fielft^péâé: ' 

Si Ton suppose que la courbe <p tourne autour de son centre o. et dans le sçns 
i$dtqfiéhf:Ht ki/téeRa/j^êUe' forcera le poiiit m â se mouvoir sur la droite Xdans 
le sens indiqué par la ttèelve/.y et si en même temps le cercle C tourne autQur 
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éft-iflpii <ea«m»#M4Mlê lè^wm indiqué psrrlà flèbUe /et de teîlè mahière que le 
cercle G, tournanl de Tangle <ù , le cercle G tourne de l'angle y (^u ce qui revient 
M mtaw^iAeiDaiifftMàK» que les cercles CT et C; retflentl'un sur Tautre , comme 
les. cercles pNJBVtif» d'uarengroMge)^ la peûiled» Iraeenimir 4e plarleau imrr* 
nant A la courbe d. 

Si ia courbe i conduit la pohaem en la fwçMii i sel iMuwir (e 4aiig 4e ia 
droite X dans le sens indiqué par la flèche/, ^ cette pointe M tracmtr sur -le pAo*- 
4eau 4> (tournant autour de son centre oj la courbe 9. 

8dk Qn toit donc suff^lerchamp qu'.en dententJes^eux cercles •primitirs'C et 
Ç.^on^pourra construke .dam machines à tracer, doot je ne-dcnn^ kfi i|ae 
les éléments , savoir : Tune (Ji§. u), daps laquelle Vexcentrique <t poussera la 
pointe m et lui fera tracer >sur le plateau tournant P la courbe d; et l'autre, 
datis^laquelie fitisnt tomùer {fig* r-) W 'calibre À, 11 poussera la pointe m , et 

i ftmi*jt«aoir«ttr tofitoleiiuttoimtaivt Q laicourbe 9* 

§ V. 
Tracé dunfiicwrbe sur une surface conique t au m^eu de C^e9pca$tPHfim. . 



aS,;Si Jian tMToule le ceircle G {fig.ry)^-^ eontes^les KgflosettpdintSide division 
qui s'y trouvent placés » sur un cône 2{fig* ir) la circonférence C s'enroulera 
sur le cercFe É, section droite du cône2« Les points m^.q\.q'\ ç"",... du cercle. C 
viendront se pWer en les points t^ t', i", i"',... dutcercle JE^ et cqs ppints seront 
équid istan ts entre eux , puisque ceux du cercle G i^ont équidis^tants entre eux. 
L'arc mq^ du cercle G mesure un angle y» l'arc .correspondant ft' du cercle £ me-- 
siirera un angle 7, qui sera plus petit que l'angle ,y. 

86. Il sera facile , en enroulant le cercle C sur le eôpe 2, d'obtenir la courbe 
à double courbure d, , dont la transformée sera la courbe d, ce cône 1 étant pla- 
nifié sur son plan tangent. 

Gela posé: 

87. On devra calculer le rayon du cercle E, de manière à ce que la circonfé- 
rence E renferme un nombre exact de fois l'arc rectifié itu/'; ainsi désignant par R 
le rayon du cercle C , et par / la longueur de l'arc rectifié lnq\ on devra aivoû* : 

d*où : 

n.} 



n étant un nombre entier. 
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Dès lors , on pourra employer Tune ou l'dutre des deux dispotitioM indiquééi 

88. Dans la fig. fi, on suppose un axe I parallèle à la génératrice droite X du 

cône ly et Ton divise en deux parties égales par la droite L. Tangle I, B formé 
par Taxe I el par Taxe B du cône 2« 

On place un engrenageconique (C, C) qui transmet le mouvement de rotation 
de Taxe 1' à Taxe B. En sorte que les vitesses des deux axes I et B seront les 
mêmes , seront égales. 

Gela fait: 

On divise l'angle droit formé par l'axe I et par Taxe 0, de rèxcentrîque (Faxe 
O. étant supposé vertical et l'axe I étant supposé horizontal ) en deux parties par 

une droite L et de telle manière que l'on ait : ^ = - ; on construira l'engrenage 

o Cil 

conique (G", G'"); el l'on voit que Taxe 0, transmettra à Taxe B par Tintermé- 
diaire de Taxe I une vitesse telle que pendant que l'excentrique <^ décrira un 
angle (ùy le cône 1 décrira un angle y,. 

L'excentrique $ poussera une tige F qui se mouvra le long de la droite X et 
sa pointe m tracera sur le cône 1 la courbe demandée d,. 

89. Dans la fig. X> on divise l'angle formé par les axes B du cône 1 et 0, de 

l'excentrique 4> en deux parties a et 6, telles que l'on ait : ^ — -• Dès lors Taxe O. 

ou 

transmettra son mouvement à Taxe B, de telle manière que pendant que l'excen- 
trique $ tournera d'un angle a>, le cône 2 tournera d'un angle y,. 

La tige F se mouvra parallèlement à la génératrice droite X du cône 2, et 
suivant que l'on voudra tracer sur la surface convexe ou concave du cône I, on 
disposera la tige F comme Tindique ou la fig. X, ou la fig. p. 

90. La première disposition {fig» fi) exige deux engrenages coniques; la 
deuxième disposition {fig. X) u'exige qu'un seul engrenage conique. 



§ VI. 
Tracé d*une courbe sur une surface conique « au moyen du calibre. 

91. Si Ton place le cône 1 de la fig. ir sur le cercle G de la fig. y, le sommet 
du cône étant au centre o du cercle G, et l'apoihème du cône étant égale hu 
rayon du cercle C, il est évident que le cercle E, section droite du cône, se dé* 
roulera sur le cercle G, lorsque l'on planifiera le cône sur le plan du cercle C 
et qui ne sera autre qu'un plan tangent à ce cône. 
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8i donc l'oB éenU le éercle C pour en fiiire une* crémaillère circulaire , et si 
Von dénie le cerclefi pour en faire une roue conique, on déterminera un engre- 
nage i ci*éaiatllère y' et le système sera tel que la courbe d (ou le calibre A) , 
poussant une pointe à tracer m le long de la droite X , cette pointe tracera sur 
la surface convexe du cOne 2, la courbe d,. 

Il est évident que par ce moyen mécanique on ne pourra pas tracer la courbe 
d. sur la surface concave du cône 2. 

8 VIL 

92. Dans tout ce qui précède, nous avons exposé les principes géométriques 
d'après lesquels devaient être construites les machines à tracer une courbe 
voulue ; nous allons indiquer très-succinclement certaines dispositions méca- 
niques qui permettent de réaliser la coaceplion géométrique. 

93. Lorsque Ton doit employer une courbe d pour diriger une pointe m , la 
courbe i tournant autour d'un point o , et la pointe devant prendre un mouve- 
ment de va-et-vient le long d'une droite X, il faut matérialiser celte courbe d, 
ainsi que l^i pointe m. 

94. Or il y a en général quatre manières de matérialiser une courbe, savoir : de 
faire : ou 1* une rainure ayant la forme de la courbe d, c^mme Tindique la fig.fip, 
ou 2* de prendre une verge et de la plier suivant la forme de la courbe d comme 
l'indique la ûg. A » ou de découper une plaque suivant la forme de la courbe d , 
et dans ce cas il y a deux manières de découper la plaque , ou S"" suivant la forme 
convexe de la courbe d, comme l'indique la fig. x> ou A"" suivant la forme concave 
de la courbe d, comme l'indique la fig. l {*). 

95. Maintenant la pointe m devant prendre un mouvement de va-et-vient dans 
le sens de la droite X, son mouvement doit être dirigé. 

Il y a en général deux manières de diriger le mouvement de translation de la 
pointe m : ou i* en faisant glisser cette pointe dans une rainure A , comme Fin- 
dique la fig. ç, ou 2* en fixant la pointe m à une règle M qui glisse dans deux 
douilles ou guides fixes N et P, comme l'indique là fig. A ( la fig. A' est une coupe 
horizontale <(ui permet de voir comment la courbe i agit sur le manche de la 
pointe à tracer m. ). 

96. Dans les fig. cp et A , le mouvement de va-et-vfdht dé la pointe m est 
complet. 

(*) Voyez oe que j'ai dit an sujet des surfaces termiDant les outils à employer pour façonner la ma-- 
tière et exécuter les deols d'un engrenage , dans Touvrage que j'ai publié sous le titre : Théorie géomé^ 
trique des engrsnugss^ etc. 
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Mms dftMrlM figk 4 et i^ J6»MéoaBi«DieiappAîqué'à la paiine «Mit Miffirtit|pkli, 
fl-lmè q«6^;lwifiM»tlds dîverfi'péwls de»fe «Mi»bë:S»ftrrirfeQtiiHk)MsiièiaM^a«r: 
là droiM X^ 1* pointe ié soit •forcée* 4e «smîvre ces/ points , et ^atMi elle se 
nppreohe oa> 6*ékif[n6 ducettlre o à mesytfe^ qis&iee eonlike poiatiid^ito' 
courbe i plus éloignés ou plus rapproi^éa > du centre o c{i»i i/ieMMmlopMaevisur' 
lay^naateX.' 

Aussi, lorsque l'on emploie la forme coneate ou ùêtmêwê^ de» lé €CH]ril>e i^. 
feut-il, outre le gmde de la pointe m, placer un ressort S qui se trouve comprimé 
par la courbe d, ou qui presse sur celte courbe d suivant que la pointe m doit 
s*éloigner ou se rapprocher du centre o. 

Lîes f}g: X et ( Indiquent cette disposition. 

07. Nous devons faire retnarquer que lorsqu'on matérialise' la cot^rb'éd'eh Ibi 
donnant la fbirttie d'une rainure, comtne fîg. f , ou ta forihe d'une ftaD-^rt^tcfe, 
comme fig. A* les faces Iatét*ales né sont point terminées {iar deuf cottiiyé& iden- 
iiqueà à là courbe d. 

81*. A'iilftî {jig. A) (ioui* tf^acer îés deux* courbe* 3^' 3* qui doivent ' terminer là 
f^uré & drCrïté et à gàuché , it^fâiit supposer qiie la tîgé de la pcfinte sera un 
cylindre vertical U d'un certain rayon p , et portant en son centre la pointe à 
tracer m, laqiielte devait être conduite pai^ la courbe d;- et eft décrivant des divers 
pdjwt* V| v\ d", v'",.*- ^é M Courbe 3 cômtne centrée et iivëc uti rayôti p, les cércTés 
V; V, V^, V",,.. les coarbes ^ et 3" tangentes à ce^ divers cercles, détermine- 
ront la fériUe et là largeur dé là rainure dans laquelle se itiou'vi*a la tige cylin- 
drique tJ. 

99. Ainsi {fig. B) pour tracer les deux courbes î,, î., qui doivent terminer à 
droite et à gauche la verge rigide, il faut sup^tôser* que' le point m^ milieu de la 

distance tt des deux couteaux entre lesquels la verge courtfe doit se mouvoir, 
parcourt la courbe d, puis du centre o on mènera les divers rayons vecteurs oc^ 
oa, ok, op,... de la courbe det sur chacun d'eux on portera à droite et à gauche du 
point de la courbe d, des ouvertures de compas égales entre elles et à f/ (/étant 

la distance U' des deux couteaux )} on obtiendra pav ce moyen lès points d» 6^ 
Vf r,M* par lesquels passera une courbe d,^ et les points d^ b\ v\ r\..k par les- 
quels passera une courbe d., et ces deux courbes détermineront la forme et 
l'épaisseur de la verge rigide et cmrbe qui doit conduire la pointe à tracer qui 
sera fixée au point m de l'équipage qui porte les couteaux. 
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W 8. 

os LA NATURE GÉOMÉTRIQUE DES DIVERSES ESPÈCES D^ FROTTEMENTS QUI PEUVENT 

f • ' 

EXISTER ENTRE DEUX COURBES Eï DEUX SURFACES . (^). 

Il isxiste htÉït eispèces àe frottements entre deux courbes ajant un point com-' 

ttian , isavoir : 

, jr^irect , 

roulement { , . 

Frottement de 7 .. ' }avec ou j^ans pin^i^eiviiçnt 

11* -. I ciireci • 

^&Ii$sement { . . 

Il existe seulement quatre espèces de frottements entre deux surfaces en con- 
tact suivant une ligne courbe ou droite, savoir : 

. (direct, 

roulement i . • 

Frottement de { \r^ ^ 

glissement 1 . . 

i^i^uiaife. 

Jtar rnppoi^t à^deas courbes : 

xïtJtppeliefiroÈMMBt direct celui<fui«fieu eBtr«d«n'<)Otfi4»e8,'ayamrt anpinift 
de cofi|la€teti*ohaqijftiniJt4ini du noinBetn^nr, •mdfi»e tangente; 

Et j'appelle/ro//«im>7}£ amyulaire^eA\u\ <fat exidteentre éefBX courbes , a^tint mi 
point oonwon et à «baifiie Mstan4>du>QMi«V6ineiit , Kks tangentes itHlérenteB. 

Lorsque^ à. cliaqiie mstont 4ii fiMUveinent , Tangue farmé^par tes. plans des 
iseifelos osetilalttursoériicflpooKliuuSypoQr ^Mmiedes couriités» «afroitteoraiDun 
«u d^iomlucit /test çaiisimX4Sttlor§'il>ii'y a pwdê pîwCeaieirt ; êi^eetMigte farie^ 
4^ ^pî^vfNtMi^at a iîioo% 

Par rapporta deux surfaces: 

4fq^4e/r«dMienM(irMC celm qiii>6Ki0lejlonsqè>Mi« eowbe qweleontjfae t; ëftant 
tracée sur Tune des suiTaees, elle laisse sur Taulre surfaoe, pendant wn m o t m ig - 

i«iiattt.*<|aâK>tiil4f)n., oocefiifMidttiej(fVte^'<I^'^^>^^i'^ kistan indu 'mou ventent, 
les courbes cp et 9' ont en leur point de oèil«&dt<wétm"tangente; 

. £t.î*4p|ifilli^./raiiflneifi ongnléàrf^ nkMi tfiii(fl<liM lorsque' les ceiirfe» <pr«et (jp'^ni 
iW point (fut ^awiesixQttinim: de» Hnvg^ttiisidiffll^iitiiteB. - 

{*) J ai fait publier ce pelil mémoire en ( juiUel ) 4827; on D!en lir^, W'^^ SF^V^^^S Wf'f^^' fjWxein» 
^Attires. Hjkcbbtté parle de ce mémoire âjns une noie placée à ta fin du chapitre sur \eê engrenagtê^ 
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Exemples des divers frottements existants entre deux courbes. 

1* Frottemenl de roulement direct et sans pivotement. 

Je suppose deux cônes droits nyant môme sommet; les cércles-bases , corres- 
pondant à une même longueur d'apolhème, jouiront de celte espèce de frotte- 
ment : en supposant que Fun des cônes restant Oxe\ Tautre prenne un mouve* 
memtde rotation, les deux sommets restant toujours con Tondus en un seul point. 

S"" Frottement de glissement direct et sans pivotement. 

Je suppose deux cônes droits, en contact suivant une génératrice droite, mais 
n'ayant pas même sommet. 

Deux cercles correspondants gli&seront l'un sur Tautre, pendant que l'un des 
cônes restant fixe, Tautre cône aura un mouvement de rotation tel, que, son 
sommet parcourra un cercle tracé sur le premier cône; les deux cônes étant par 
conséquent, à chaque instant du mouvement, en contact suivant une généra- 
trice droite. 

S"" Frottement de roulement direct, avec pivotement. 

Je suppose un cône droit C> ayant pour axe une ligne droite A. 

Sur ce cône C je prends un cercle-base c. 

Par Taxe A , je mène un plan P, sur lequel on trace un cercle a^ ayont un 
rayon r, et ayant son cemre au point d'intersection du cercle-base cet du plan P. 

Le plan P, en tournant autour de Taxe A, entraînera le cercle a, qui dans 
don mouvement engendrera une surface annulaire /« 

Je suppose, ensuite, qu'il existe dans Tespace une surface quelconque d (une 
sphère , par exemple), dont le centre ne sera pas situé sur l'axe A. 

Je suppose, enfin^ un second côneC, ayant pour axe une ligne droite A' coupant 
Taxe A; sur ce cône je trace un cercle-base c^, ayant un rayon r égal à celui du 
cercle a, et cordant, sur le cône L\ à la même longueur d'apothème que le cercle 
c situé sur le cône C. 

Je mets les deux cônes G et C'en contact suivant une génératrice droite, leurs 
€0mmel8 se confondant. 

Dans cette position , les deux courbes c et c' seront en contact par un poiot, et 
auront, en ce point, même tangente t. 

Je fais tourner le cône C autour de la tangente i,- comme axe de rotation, 
jusqu'à ce que. Taxe A' $ appuyant toujours sur Taxe A, ce cône G' soit tangent 
è la fois aux deux surfaces y et d. 

Puis supposant que le cône C reste fixe, et que le cône G' se meqve de manière 
à ee que «on axe A's'appuyant toujours sur. Taxe A, il rmte, à chaque insiani du 
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mouvement tangent, à la fois aux deux surfaces y et Ji^ les deux cercles cet e 
rouleront en pivotant Tun sur Tautre. 

4* Frottement de glissement direct, avec pivotement. 

Ce frottement aurait lieu entre deux cercles c et c'qui , se trouvant d'ailleurs 
dans les mêmes circonstances que celles énoncées n** 3 , ne correspondraient pas 
à une même longueur d'apothème. 

5* Frottement de roulement angulaire, sans pivotement. 

Deux hyperboloides à une nappe, de révolution el égaux, peuvent toujours 
être mis en contact suivant une génératrice droite G , en sorte qu'en chaque point 
de cette génératrice G, les deux surfaces auront même plan tangent. 

Deux cercles tracés respectivement sur chacune de ces surfaces gauches, et 
ayant un point commun situé sur la génératrice de contact G, rouleront angu- 
lairement Tun sur Tautre, en supposant que l'un des hyperboloides reste en 
repos, et que l'autre se meuve, en se mettant en contact suivant les génératrices 
successives et du même système que G. 

6* Frottement de glissement angulaire, et sans pivotement. 

Je suppose un paraboloide hy|)erbolique droit, ayant par consér|uent ses deux 
plans directeurs perpendiculaires T un à lautre. 

Je prends sur cette surface deux génératrices droites G' et G'\ quelconques, 
mais appartenant au même système. 

Je suppose ensuite que la génératrice G, du même système que G' et G'', et 

4 

coupant à angle droit toutes les génératrices de l'autre système, tourne respec* 
tivement autour de G' et de G", ces deux droites étant considérées chacune 
comme un axe de révolution. 

Cette génératrice engendrera deux hyperboloides à une nappe et de révolution, 
qui seront en contact suivant cette droite G. 

Mais l'on doit observer, qu'en disant que G' et G" sont deux génératrices 
quelconques, je suppose qu'elles ne sont pas également distantes de la droite G. 

Si, maintenant, je considère deux cercles ayant un point commun situé sur 
la génératrice G, ils glisseront angulairement l'un sur l'autre, en supposant tou- 
jours que l'un des hyperboloides restant fixe, l'autre se meuve en se mettant eu 
contact suivant les génératrices successives. 

7* Frottement de roulement angulaire et de pivotement. 

Les deux hyperboloides du n* 5 étant donnés, je suppose que les courbes dont 
on veut examiner le frottement, soient les deux cercles de gorge. 

Dès lors, l'un des hyperboloides restant fixe, je suppose que l'autre hyperbo- 
loide prenant un mouvement de rotation, son axe, au lieu de décrire un troisième 
hyperboloide à une nappe et de révolution autour de l'axe de la surface fixe, 

47 
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prémUG un mocivetnent de* balancement, dont' la loi sera déterminée par là con- 
dition suivante: 

Supposant un conoide engendré par une droite s'àppuystlit^sur Taxe de Thy- 
perbolbïde flxeeVsurson cercle de gorge. Taxe de l'hyperboloïdè en mouvement 
«era^pour chaque position de contact angulaire dès deux cercles de gorge, per- 
pendiculaire à la génératrice du conoïde, passant par le point commun à' cea 
deux cercles. 

8* Frottement' de glissement angulairef, avec pivotement; 

On suppose que lès deux hyperboloïdës du n* 6 son^ donnés, etqueles cercles 
de gorge de ces deux surftices ont un mouvement de rotation assujetti à la loi 
éaioncée n^ 7, dès lors ces deux cercles jouiront du frottement énoncé! 

Exemples des diverses espèces de frottements qui peuvent exister eniradeux surfiice^ 

i" Frottement de roulement direct. 

Deux cOnes droits ayant même sommet et étant en contact suivant une géné- 
ratrice droite, roulent directement l'un sur l'autre. 

2* Frottement de glissement direct. 

Deux cônes droits n'ayant pas leurs sommets au même point, et étant d'ailleurs 
en contact suivant une génératrice droite, glissent directement l'un sur l'autre. 

3** Frottement de roulement angulaire. 

Les deux hyperboloïdës à une nappe et de révolution, décrits n* 5, roulent 
atogulairement T'un surTautre. 

4*" Frottement de glissement angulaire. 

iLes deux hyperboloïdës à une nappe' et de révolution, décrits n"" 6, glissent 
angulairement Tun sur l'autre. 

J'ai dbnné r'examen détaillé de ce^ diverses espèces de frottements, d'abord 
dans deux mémoires présentés à l'Académie royale des sciences de Stockholm , 
le prfemîei* ayant pour titre : Nouvelles recherches sur les engrenages , qui fut pré- 
senté atl mois de septembre 182^, et approuvé par MM. Lagerhjelm et Svanberg, 
commissaires nommés par l'Académie; 

Le second ayant pour titre : Des relations qui doivent exister entre deux surfaces 
en contact suivant une ligne courbe oU droite, pour que le frottement soit déroulement ou 
de glissement, qtli fut présenté dans l'année 1823, approuvé par les mêmes com- 
missaires, traduit en suédois, et imprimé dans, les Actes de l'Académie pour 
Tannée l'824 ; 

KnsuiVe, dans deux mémoires présentés à l'Institut de France , l'un au mois 
ie'à^Com}Sve f82S, aysint pour titre : Reclierches sur les engrenages cylindriques de 
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White; et l'autre , au mois de février i6% j ayant pour titre : Consiruciion d'un 
engrenage hyperbalaidifiue , au moyen duffmi ton peut irammeitre le mouvement , de 
rotalion entre deux axes qui ne hont pas situés dans un même plan. 

§ I. 

Je me bornerai , dans cette note^ à donnerce gui est rélatff au frottement de 
roulement direct» entre deux surfaces (*)• 

Je suppose qite l^on fasse mouvoir un .plan tangent à une surface courbe quel- 
fOnqueM, de manière que les points de contact se trouvent sur une ligne de 
courbure minimum d de cette surface. 

'On 'formera alors une sui^face développable 'D, dont je désigne l'arête de 
rebrou ssement* par i. 

Si j'opère de la mémo manière, par rapport à toutes les lignes de courbure 
minimum d, d', d", etc. , deMa surface M , la ^érie des afètes de rébroussemenl 3, 
y, d", etc., formera une surface courbe , dont 'les lignes de courbure seront les 
développées des lignes de courbure minimum, et les développantes des lignes de 
tsourbure maximum de la surface M; et cette surface, que je désigne par P, sera 
telle , que ses plans tangents seront normaux par rapport à la surface M , et que 
les i^lans tangents de la surface M seront normaux par rapport à la surface P ; les 
deux sui^feces'M etT pourront être dites : sutfaces réciproques. 

Si, "au lieu de considérer les lignes de courbure minimum de la surface M, 
j'avais employé ses lignes de courbure maximum ^ j'aurais formé une surface Q, 
dont les lignes de courbure auraient été, les unes développantes désalignés de 
courbure ràinhnum de M, et les autres développées des lignes de courbure maxi" 
mum de la même Surface. 

Et les plans'tangents des surfaces Q et M auraient été réciprorfticmont plans 
normaux de M et Q. 

Si l'on opère ensuite par rapport k la sur^face P comme nous l'avons fait par 
rapport à la surface M , l'on obtiendra une nouvelle surface P'. 

Et les surfaces P' et M seront , par rapport à P, e«^ que les surfaces P et Q sont 
par rapport n M. 

De la surface Q Ton pourra déduire une surface Q', et ainsi do suite; de sorte 
que Ton formera la série de surfaces, etc — P", P', P, M, Q, Q',Q", etc., les 
surfaces P et Q seront dites ; surfaces des centres de rotation do la surface M, et 
Ton verra plus loin pourquoi Je leur donne ce nom. 

(*) Ce qui suit est extrait du mémoire publié en 4824 dans les Actes de ^Académie royale dos srionci^s 
de Stockholm , * T. 0. 
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Soit donnée une surface développable D, ayani pour arête de rebroussement 
une ligne àdouble courbure d. 

Je suppose un plan tangent T à la surface D, et passant par une génératrice g 
de la suriaco D, et la tangente i menée au point m de d, point m en lequel cette 
couibe d est coupée par la droite g. 

Ce plan T contiendra le cercle osculateur de la courbe d, au point m. 

Je désigne par r le rayon de ce cercle au point m. Tous les rayons de cour- 
bure r forment une surface gauche. Perpendiculairement au plan T, et par le 
point m, je mène une droite h. Si en chaque point de la courbe d je fais ia même 
construction, la série d^s droites h formera une surface développable, dont 
Tarête de rebroussement % aura pour développante la courbe d. La portion de la 
droite h comprise entre les deux courbes d et !; sera le rayon de flexion de la 
courbe d pour le point m. Je désigne ce rayon par R. 

Si je déroule la surAice développable D sur le plan T, la courbe d se transfor-* 
mera en une courbe y, dont les rayons de courbure formeront la série des rayons r. 
Cette courbure y est dite : ligne de coUrbure simple de laréte de rebroussement d. 

On peut replier la surface D, planifiée , de manière à varier la loi des rayons 
de flexion R. Par conséquent , Ton peut former une série de surfaces dévelop- 
pables D', D", D"\ etc., ayant pour arêtes de rebroussement des lignes d', d", 
i"\ etc. y qui auront toutes pour rayons de courbure la série des rayons r, mais 
qui auront chacune des rayons de flexion diiïérents et formant des séries R', 
R'^elc. Il est évident, maintenant, que si l'on prend deux de ces surfaces déve- 
loppables D et D', qu'on les mette en contact suivant une génératrice droite, 
passant par un point m de la courbe d et un point m de la courbe d', points tels 
que les rayons de courbure qui y correspondent soient égaux, supposant que la 
surface D reste fixe et que la surface D' prenne un mouvement de rotation, cette 
surface D' roulera sur D en se mettant en contact suivant les génératrices droites 
successives, et les deux arêtes de rebroussement d et d' auront toujours en leur 
point de contact, une tangente commune. On peut donc dire que deux surfaces 
développables , dont les arêtes de rebroussement ont même ligne de courbure 
simple y, étant mises en conlact convenablement, rouleront Tune sur Taulre, et 
le frottement sera celui que j'ai désigné par le nom Aq frottement de roulement direct 

§ m. 

Sur la surface développable D , je suppose une des développées d de l'arête de 
rebroussement d, et une génératrice droite G coupant la courbe r/au point n, 
et tangente à la courbe d au point m. 
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Je suppose nn c6ne de révolation G , a j^int son sommet au point m , et ayant 
pour base un cercle dont le rayon sera celui de courbure maximum de la surface' 
D, lequel correspond au point n; le côneC et la surface développable D éiant 
d'ailleurs en contact par la générairice droite G. 

On sait que d elG seront , Tune la ligne de courbure maximum', et l'autre la 
ligne de courbure minimum de la surface D. 

Le cône C sera tangent à la surface D, suivant tous les points de la généra- 
trice G y et en chaque point le contact sera du même ordre qu'en le point n , par 
conséquent tous les centres de courbure maximum correspondant à la droite G, 
seront sur la ligne qui joint : l"" le centre de la sphère osculatrice en le point n, 
et 2"* le sonimet m. 

Si je mets en contact les surraces développables D et D' par la génératrice 
droite G, et de manière à ce que le roulement ait lieu , Ton voit que les deux sur* 
faces D et D' auront leurs rayons de courbure maximum ^ correspondants au 
même point de la génératrice de contact, dans un rapport constant. 

De sorte que si le rayon de courbure maximum de la surface D est , au |K>int n $ 
représenté par v\ et par u pour la surAice D'; et que» pour un point quelconque 
n'de la génératrice droite G , le rayon de courbure maximum do la surface D soit 

v\ et ti' pour la surface D', Ton aura toujours : - = -,. Et cette équation auratoti- 

jours lieu pour un point quelconque de deux génératrices droites se mettant en 
contact pondant le mouvement de rotation. 

Les deux cônes qui auront même sommet m, et pour base, l'un le cercle oscil- 
lateur de la surface D en n, et l'autre celui de la surface D' au même point, 
pourront être considérés comme pouvant rouler l'un sur l'autre dans le premier 
instant du mouvement, le sommet commun m pouvant être regardé oomme centre 
de rotation. 

C'est pourquoi je donne à Tarête de rebroussement d'une surface développable 
le nom de lifjne des centres de roiaiion de cette surface; et c'est aussi par la même 
raison que j'ai désigné la surface Q et la surface P par celui de surfaces des 
centres de rotation de la surface M . 

§ iV. 

Revenons à la surface M. 

Diaprés ce qui précède, il sera facile de construire une surface courbe N, et 
l'on pourra en construire une inlinité, telle qu'elle ait même ligne de courbure 
maximum que la surface M, ses lignes de courbure ndnimum étant eeque deviennent 
les lignes de courbure minimmn de M, lorsque l'on transforme les surfaces déve- 
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ét9#,^QUf)i3ç.^*«aLte.|olMi!Hi^i^* MqiK^il^ i^y»iifi>deiQfllJriMMre» i «iiMi)MMii fdbst ami^, 
ff^^f^^.NrfsUft^.^ttiiCOJfr^spasdentàun'inâme point cte :1a ligne* deieonlMt^ Ai^fuelle 
sera une ligne de courbure maartiroi'nidesi^iiffeQefiiAf^el. N».;aonlÀiis iiinf;Tfi{i|iort 
cûnsjLafit;^!q^I ^queâiaU.Ge,poidiikt. 

Ainsi les lignes de courbure maximmnidiàlei surfoceJdétant^déstgnéespar'^ 

»St ^s 4^es,]de .couchuj a. minimum^ «par. jrf^i^'^ d![r dtc« ; 

;L^,J^gQQp ^e^ s^ûi^hnie .rnoxm^Ui^Qi^ mnimum de la «urfeceMHwnoiHit'au»! g, 

Et seslignesde courbure minimum ou maximum seront désignéûapftry^^tiVvi") €ttc, 
X^s surfaces Bl^t Nr étant; dans J^ pnemjier înatanl en> contact suivant la oourbe 

Ç^.par.exenftpJe.; 

r.Lea.rayoasxleiCûurbune. des. courbes n., n^ -n^'j €lc« ,coprespoiidantiaux «points 

où ces lignes coupentla :Gûur.be ^y^taat désignés par i;,«vVt''^ )etc. ; 

^ .«Les co^cbesn^ dyn' \el 4\.o{,c^,, Auront cha^uoe^en eontact par un^point, et 

sôrpnt. poinini^6S>.ligoes bomqlQ^ues. 
«Ëtilcs j^siyoïiis ide ocxuribure 4lâs.i<)oufib6$ d^d', d'\ oorrespondont aux mêmes 

points, étant désignés par r^r^ r", etc., on devra avojr la proportion suivante : 

'-• t; : r îri^'-:/ :: v" rr", etc. ; 

■*Et cette 'proportion devra subsister par 'rapport à tous tes points des autres 
courbes -çy !''> '^cr; 

De 'sorte que,» lorsque' 4a 'proportion précédente subsistera, les deux surfaces 
M- et N auronc^mêHiM' lignes de coui^bure dans un sens; 

Et lorsque ces deux surfaces auront mêmes lignes de courbure dans un sens, 
cette proportion subsistera, excepté dans deux cas, ou cette proportion pourra 
exister ou 'non; ( sa voir : lorsque les deux surfaces auront pour mêmes lignes de 
eofirbuveidans un sens des lignes droites , ou des lignes égales entre elles. 

Ainsi, lorsque les deux surfaces seront développables ou seront de révolution , 
si Ton suppose que les surfaces M et N étant en contact suivant la courbe Ç, 
par exemple, M restant fixe, N prenne an mouvement de rotation, cette surface 
tendra à rouler sur M, en se mettant en contact suivant les lignes de courbure 
successives.^', g", 4'', etc.; et Ton peut. énoncer ce théorème général : 

Si deux surfaces courbe&ont menais iignûsda courbure mmûnum ou maxUnumf 
lorsqu'on les mettra eiXtCCWtdct suixant .une de ces Mgnesi eUe&aui^ont^uAC iM- 
(totce.à se roulera par. Ieue$> (ignés denaourbupe maximum (m mmmum. 
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Etda«s fes deux cas particùfffers énoncés cî-dessus , si là proportion entre les 
rayons de oourbure subsiste, les deux surftices tendront â rouler Pune sur Tâulre : 
si elletie subsisterpas, ces surfbces tendront à glisser l'une sur Tautre, et le frotte- 
ment de roulement, ou'de glissement qui aura lieu , est celui que j'ai désigné par 
le nom de froUemènt', d'e )/'onlemenro\J de glièseineni y direct. 

Les deux surfaces M et N'étant dans les conditions établies ci-d'éssus, oh 
pourra^cmiBtfVNrà, par rapport à ïa surface W^ deux surfaces X et Y qui seront les 
mai^guep des sorftlces P et Q . 

Lorsque lesdeux surfaces M et N se mettront en contact par leurs lignes db 
courbure du même genre-, les surfaces Pet X, Q et Y semettront aussi en con- 
tact pai» des lignes ée' courbure d'un même genre; 

Ainsi (par exempJe)*, les surfaces M et N se roulant par leurs lignes dfe seconde 
courbure, les-surfi^ces P'etX, Qct Y, se row/eronr aussi par îeurs ITgrtes de secondé 
Mupbure. . « • ^ 

Mais dans les deux cas particuliers éïioncés df-dëssus , lorsque l6s surfaces M 
ei N glissent l?une sur T^uire, tessurfàces^ P'ot X', O'et Y,, ne sont point en con- 
tact; de »ortie*qirorott' peut énoncer ce ihébfêtae: 

Svdeux'swrfeoes M*etM élani: mises en" contact suivant une ligne de courbure, 
Ie9 8urfii€es des> centres de rotation sont etr contdcti Tés deux surfaces M et N 
terniront à rouler l'unetsur Tattlre: 

Si les surfaces des contres de rotation ne sont point en contact, alors les deux 
sur fuoes» IWet N rendront à glifeser l'une sur Fàutre (*)•'* 

§v. 

Je suppose que sur la surface M, oh ti^ce une courbe arbitraire 9, la surface 



■e^ 



(*) On doit faire remarquer, que lorsque Ton dit qi^e les deux, surf aces M et ,N (MubiU.ifOuJe^ OMfA 
glisser l'une sur l'aulie , on n'enlennl pas dire qu'en effet ,' la surface M realant û\e , et la surface N4)re- 
iiAAi*uii,roQuvenent, eMo roulerû ou^gli-^seta efpMlmwkvnt surMa^snrf^ô'M eH se metlaul en contact 
avec elle par ses lignes de courbure- sucoes&ive^» . . 

On'entend dire : si certaines conditions , que nous n^avons point examinées Ioqsq^'îl.s!ag[îtde suitfi^QB 
généfdlo9'( et non 'pinrtirul fêtes)' Il cl'N, snbVisii^nt , les surfaces satisfaisant à ces coodilioiis rouIeroD^ ou 
glisseront effectivement Tune sur Taulre, et le frottement sera direct ; si ces corrdîtibDaneiBtibsistent'paér, 
1m surfaces M et N auront seulement .unei tendanfl^' |àf|xiulerftMiàigli960r.<ifrealtiDeniyAaHeriiir littutre , 
quoique la surface N ne puisse effecticement changer de place une fois qu'elle est en ocuitact^cla w^ 
face M. C'est ainsi que pour les surfaces particulières M et N , savoir : deux surfaces développables quel- 
ooDqties, ou-deiix cdn«s, oudiiis:cylSndreft^ i^'esié^deiit que 1er 'itwffvement'dto fa surface Nisur la 
surface M [ï^i effectivement avoir lieui quoi^^a nous o|^ déduisioB^iris jotlteiposaWiliUàti 
de l'existence de certaines conditions générales , qui subsistent péceseairenentidaBaiMS^Sfl^ctû 

•' • t;o. 
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N, en roulant ou glissant sur M , recevra de <f une empreinte ^\ telle que f et 9' 
auront une tangente commune en chaque point de contact successii. 

Il est évident que^ pour chaque contact de ces courbes , les plans contenant 
leurs cercles oscillateurs se confondront; de sorte que les courbes 9 et ^' auront, 
pendant le mouvement de rotation des deux surfaces M et N, un trottement, de 
roulement ou de glissement, direct et sans pivotement. 

Deux courbes telles que cp et f', peuvent être nommées lignes homologues. 

Ainsi y deux surfaces en c(mlact suivant une ligne courbe ou droite ne peuvent 
pivoter Tune sur Tautre en prenant un mouvement de rotation, parce que leurs 
lignes homologues ne pivotent pas pendant la rotation. 

Je suppose maintenant que perpendiculairement à la tangente commune aux 
courbes f et ^^ je fasse passer un plan B, dans lequel je trace deux courbes arbi-> 
traires a et a, mais tangentes l'une à l'autre et précisément au point de contact 
des courbes f et 9^, et ayant en ce point pour normale commune, T intersection 
du plan tangent 'Commun aux surfaces M et N 9 avec le plan B. 

Faisant ensuite mouvoir les deux courbes a, et a y la première sur la courbe 9, la 
deuxième sur la courbe f ', de manière que dans toutes les positions de contact 
de 9 et 9', tout le système soit dans les conditions que je viens d'énonoer, j'obtien- 
drai deux surfaces-canal qui , pendant le mouvement de rotation de la surface N 
sur M, rouleront ou glisseront l'une sur Tautre, suivant que N roulera ou glissera 
sur M. 

Je puis multiplier sur les surfaces N et M, le nombre des courbes telles que 9 
et f ', et former dès lors un engrenage composé d'autant de dents qu*il y aura de 
surfaces-canal. 

S VI. 

Ce sont les considérations précédentes qui m ont amené à envisager la théorie' 
des engrenages, sous un point de vue tout nouveau. . 

Dans les arts mécaniques, il est important que l'on puisse engrener et désen* 
grener avec promptitude et facilité. L'uniformité de mouvement est indispen- 
sable; et, pour la solidité,' il est nécessaire que les surfaces dentées tournent 
autour d'axes fixes. 

Ces diverses conditions seront remplies si Ton prend pour surfaces M et N 
dés surfaces de révolution. 

Et comme dans les surfaces de révolution, les lignes de première courbure 
s/oui \e% ménéken» j et les lignes de deuxième courbure sont les cerc/^^ dont les 
plans sont perpendiculaires à l'axe^ les deux surfaces M et N, pour pouvoir se 



k 
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mettre en contact suivant une ligne de courbure, devront avoir leurs axes de ré- 
volution dans un même -plan. 

Si les axes se coupent , on pourra prendre pour les surraces M et N deux cônes 
ayant leurs sommets au point d'intersection de ces axes; 

Si les axes sont parallèles , on pourra prendre deux cylindres. 

Eo opérant, par rapport à ces deux surfaces particulières y comme je l'ai fait 
ci-dessus pour les surfaces générales M et N , on obtiendra un engrenage à la 
White; et comme pour un cône, la surface des centres de rotation se réduit au 
sommet , et que pour un cylindre ce sommet est situé à Tinfini , on pourra affir- 
mer que le frottement des dents sera de roulement direct , et sans pivotement. 

Et les lignes de courbure par lesquelles les deux cônes ou les deux cylindres 
se roulent , étant des cercles , il s'ensuit que les vitesses angulaires sont 
constantes. 

On parvient donc, au moyen des considérations développées dans cette note, 
à démontrer rigoureusement que les engrenages coniques et cylindriques que le 
mécanicien White présenta à l'Institut pour le concours décennal de 1810, 
jouissent en effet de la propriété qu'il leur attribua, savoir : celle de satisfaire à 
la fois aux deux conditions : l'' de frottement de roulement; 2"" de vitesse angu- 
laire constante; conditions qui avaient été, jusqu'à lui, regardées comme ne 
pouvaiit avoir lieu, en même temps, dans un engrenage (^). Mais White, qui 
sentait bien que la matière agissait, ainsi qu'ill'annonçait, ne put le démontrer 
mathématiquement ; et le mémoire qu'il publia en 1811 , bien loin de présenter 
la question sous son véritable point de vue géométrique, ne servit qu'à confirmer 
les géomètres dans Tancienne idée de l'incompatibilité des deux conditions. 
' Si , au lieu de prendre pour courbe méridienne des surfaces de révolution M et N 
une ligne droite , on trace sur le plan des axes une courbe arbitraire z ; par son 
mouvement de rotation autour de chacun des axes, cette courbe z engendrera 
-deux surfaces de révolution, sur lesquelles on pourra opérer comme sur les sur* 
feces générales M et N. 

Mais alors l'engrenage obtenu aura un frottement de glissement direct et sans 
pivotement, et les vitesses angulaires seront encore constantes. Le frottement 
sera de glissement, parce que la surface des centres de rotation pour une surface 
de révolution, n'est autre que l'axe de révolution, et que dans le cas que nous 
examinons, les deux surfaces des centres de rotation ne seront point en contact. 
Les vitesses angulaires seront constantes , par la même raison qui fait que 
cette eondltion est remplie pour deux cônes ou deux cylindres. 



(*) Voyez le mémoire publié par Euun. 

48 
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La différeûce entre les engrenages dont je vien&ide donner one idée ^ et ei^it 
ordinairement en usage , consiste en ce que y dans ceux-ci : V les dents sont en 
contact par une portion de surface cylindrique ou conique ^ suivwit que Tengre- 
nage est cylindrique ou conique , puisque Ton esA obligé de donner aux dents 
une certaine épaisseur, pour qu'elles résistent; 2'' le point de contact des épyci- 
olmdes planes ou sphériques qui terminent les deots^ se sort pas du plan qui 
contient ces courbes, pour l'engrenage cylindrique ou de la q>hère sur laquelle 
ces courbes sont tracées pour l'engrenage conique ^ tandis que dans les engre- 
nages à la White , les dents ne sont en contact que par un points et ce point, 
pendant que l'engrenage fonctionne , se meut sur la courbe % tracée sur le plan 
des axes; et il y a autant de dents en contact, en même temps , qu'il y a de sur- 
faces-canal coupant la courbe méridienne. 



N" 9. 

bu TRiCÉ ET DE l'eXÉCUTION DE L ENGRENAGE DIT YIS-SANS-FIN {*)• 

SI. 

Dans la quatrième et dernière édition de son Traité des machines, Hachette 
dit au sujet de la vis-sans-fin : 

« La vis-sans-fin est une roue dentée engrenée dans les pas d'une autre vis, à 
» laquelle elle imprime un mouvement de rotation (^^}. Si la vis est ^nvelopf>ée au** 
» tour d'un cylindre, il n'y a qu'une seule dent de la rotfe dentée qui s^teii^ 
» gagée (***); mais on peut en engager plusieurs en traçant la vis suf une suf* 
» face de révolution qui serait tangente à la circonférence du cercle passant par 
» le premiet* point de contact de chaque dent (♦***), 

» La figure du filet de la vis-sans-fin et celle de la roue menée par cette vis 



> * ■ ■■ 



(*) Extrait du journal du génie civil , o*" vol., année 4829* 

(**) Cette déflriition n'est pas très-claire j la roue dentée par la via ne peut être comparée à une via. 

T.O. 

(•**) Ceci Q8t inexact. Quand on tailte une roue au mey^n «d'un© vis cylindrique , p^usieuw desls ée la 
roue peuvent être en contact avec les fileta de la via ; le nombre des denta en coftiaol dëp^ en #«|PMi 
de la roue, de Tépaisseur et du rampant du filet de vis. T. 0. 

4****) ilâOHMTB désigne id tes eu^iuuages cî9psy(trèè , don! îl n^a pas parlé dans son ouvrage. 



w pourraent donner lieu ft «ne multitude de recherches analogues à celles qui 
» concernent les rones dentées en général. 

» La meilleure manière de tailler ta roue dentée d'une vis-sans-ûn consiste à 
» faire la vis en acier, à la tremper^ à donner à ses arêtes un bon tranchant, et à 
• la faire agir sur la circonférence dé la roue dentée (*). 

» A mesure que letranchant de la vis entraîne la circonférence de la roue, on 
3 Jes rapproche Tune de Taulre jusqu'à ce qu'elles se pénètrent de toute la pro- 
3 fbndeur de la vis, et on continue à les faire mouvoir ainsi Tune sur l'autre, 
» jusqu'à ce que la vis n'ait plus d'action sur les dents qu'elle a taillées (^^). 

D'après cet article, extrait en son entier de Texcellent ouvrage de Hachette^ 
l'on voit que tout reste à faire au sujet de la vis-sans-ûn, que l'on ne connaît 
point encore la nature géométrique de la surface des dents de la roue dentée; 
que Ton ignore comment s'opère le contact entre une dent de celte roue et le filet 
de la vis; quel est le lieu géométrique des contacts, et que l'on n'a point encore 
cherché quelle devait être la courbe génératrice et de la dent de la roue et du filet 
de la vis pour que les vitesses angulaires soient dans un rapport constant, condi» 
lion qui doit nécessairement être remplie pour que les machines de préciaîoii 
dans lesquelles on emploie la vis-sans-fin, comme les machines à diviser, etc. , 
soient exactes. 

Je me propose dans ce mémoire de remplir la lacune qui existe encore dans le 
tracé des engrenages à frottement de glissement, en recherchant quelle doit être 
la construction géométrique de l'engrenage nommé m-^oit^-yin, pour que le rap- 
port des vitesses angulaires y soit constant , comme cela a lieu dans les autres en* 

enages cylindriques et coniques^ dont les dents sont taillées suivant les fonnes 
géométriques décrites par Haguetts dans son Traité des machines. 

Dans le mémoire suivant (n^ iO), j'examinerai l'engrenage dit eit^rena^ c/ep- 
Bydre. 

Tracé de la vis-sans-fin» 

Pour que l'engrenage dît vis-sans-fin satisfasse à la condition du rapport coU' 
stant entre tes vitesses angulaires de la roue dentée et de la vis^ il faut (en n'oubliant 

(^) La vis ainsi préparée ne pourrait eatamer la matière de la roue à denter. Il faut transformer la via, 
en taraud, en pratiquant des encoches^ ou sillons équidistants sur la surface du filet, de manière à 
se procuier des rabots qui puissent entailler la roue à denter. T. 0. 

(**) Ceci est inexact. À mesure cfue Ttn enfonce la vte-taraud , elle mort toujours ; par un travail con- 
tinu , on finirait par ronger toutes les dents formées, et en poursuivant le travail on reformerait la roue 
déniée, mais elle aurait une dent de moins que celle que Ton avait obtenue d^abord et dont on a 
successivement rongé toutes les deota par suite en taraudage soutenu. T. O. 
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point que dans cet engrenage Taxe de la yi$ et l'axe de la roue dentée sont reo 
tangulaires entre eux) que la section faite par un plan passant par Taxe de la via 
est perpendiculaire à Taxe de la roue dentée , offre le tracé qui convient à une 
crémaillère. 

Pour pouvoir démontrer qu'en effet tel doit être la construction de la vis-sans- 
lin, et que Tidée, qui , je crois, n'a été présentée avant moi par aucun mécani- 
cien, de comparer la vk-sans-fin à un engrenage à crémaillère ^ est exacte, je rap- 
pellerai d'abord le tracé : l"" des cames et T de la crémaillère, en répétant, tex- 
tuellement et en son eniier, ce que Hachette a dit dans son Traité des machines 
au sujet de ces deux engrenages. 

§ in. 

1* DES CAME» £T PILONS. (Extrait du Traité des machines de Hachette , 4* édition.) 

» 

« Les dents d'une roue cylindrique prennent le nom de cames lorsque cette 
» roue conduit le mancbe (^) d'un pilon ou d'un marteau, et lui imprime un 
» mouvement rectiligne ou circulaire, alternatif. 

» La fig. 1 représente un pilon et son manche ; ce manche est composé de deux 
» pièces de bois CDEF , ABGH, réunies par deux autres pièces (P et Q), qui lais- 
» sent entre elles un espace vide ABGD. 

» Étant donné un pilon de cette forme, il s'agit de lui imprimer un mouvement 
» rectiligne dans le sens de la droite RS , en le faisant glisser sur les faces verti- 
» cales des pièces de bois horizontales LM, L'M'; soient {fig. 1) ce même pilon et 
» son manche vus de profil; un arbre abcdef porte les cames A, B, G, D, E, F. 

» Lorsqu'il tourne, chacune de ces cames s'engage successivement dans Tinter- 
» valle ABGD {fig. i) du manche du pilon, et le soulève en pressant la face hori- 
» zontale A B de la partie du manche ABGH. Chaque came est un solide terminé 
1* par une surface cylindrique, qui a pour base la ligne vxyz {fig. 4). RS étant 
» la projection de la ligne milieu du manche du pilon, et T le centre de Taxe de 
» rotation de Tarbre abcdef^ on abaisse du point T une perpendiculaire Tt sur 
» RS. On décrit de ce même point T, comme centre, un cercle du rayon Ti; en- 
n fin, on développe une portion aêy de ce cercle, ce qui s'exécute en déroulant 
» une corde ou un fil «S appliqué sur la circonférence «Sy, et Textrémité a de 
» cette corde décrit la portion de développante «719. 

j» Chaque came telle que A est terminée par une courbe vx égale à la portion de 



(*) On devrait dire le mentonnet d'un pilon , ou le manche d*an marteau. T. G, 
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» développante ccit<fj dont la grandeur dépend de la hauteur à laquelle on doit 
» éleyer le pilon. Pour la hauteur trdont le pilon est soulevé, on développer 
» Tare de cercle tv égal en longueur à la droite tx\ la courbe vx est la seule par- 
» tie du contour de la came dont la forme soit déterminée. Le cercle décrit du 
» point T comme centre^ avec Tx pour rayon, coupe la développante indéGnie 
» aTTCf au point 9, et la portion a(f est la développante de l'arc de cercle c£, égal 
» en longueur à Tare tv. 

9 Connaissant 9 par l'expérience, l'épaisseur qu'il convient de donnera la 
» came, on la termine par une droite yz qui concourt au point T, et l'on raccorde 
» la courbe vx et cette droiie yz par une courbe quelconque xy, qui soulève 
» encore le pilon d'une petite hauteur, avant que la came soit dégagée du manche 
» du pilon; alors le pilon tombe par son propre poids. Lorsqu'il est arrivé au 
» point le plus bas de sa course , il est important que la came suivante F, déjà 
» engagée dans l'espace vide ÂBCD (fig. 1), se trouve prés de l'extrémité de la 
» pièce de bois ABGH , afin d'éviter le choc de la came contre cette pièce de 
» bois, uf {fig. i ) est la longueur de l'arc parcouru par le point 1' autour du 
» point Tf tandis que le pilon descend de toute la hauteur verticale dont il a été 
» élevé par la came A. 

» Les hauteurs dont le point t de la ligne milieu du pilon s'élève sur la 
» verticale tXj seront de même longueur que les arcs décrits par le même point 
]» I autour du centre de rotation T, et l'arête de contact de la came et de la face 
» AB {fig. i) du manche du pilon sera constamment perpendiculaire à ia droite 

ft" DE l'engrenage d'UNE ROtJE ET D*UNE CRÉMAILLÈRE COMPRISES ENTRE DEUX 

PLANS PARALLÈLES (extrait du Traité des machines de Hachette , i" édit.). 

« La roue tourne autour d'un axe passant par son centre A (fig, 2) ; un plan 
> perpendiculaire à cet axe contient le cercle du rayon primitif A C de la roue; 

(*) Le manche du marteau doit être terminé par une courbe particulière. Hachette a oublié d'en parler; 
il ne s*est occupé que des pilons. 

Le marteau peut être sooievé de deux manières différentes : 4<> la came frappe le manche du marteau 
et rabaisse, comme dans les anciens ordom, ou 2* la came soulève un mentonnet placé à la tète du mar<- 
teau comme dans Vordon anglais. Dans Tun et Tautre cas le manche et le mentonnet doivent être termi- 
nés par une développante du cercle décrit de Taxe de rotation du marteau comme centre, et avec un 
rayon égal à la distance existatil entre Taxe du marteau et Taxe de la roue à cames, diminuée d'une quan-> 
tilé plus grande que le rayon de cette dernière roue. On a dans ce cas un véritable engrenage cylin- 
drique, composé de deux roues dentées, et dont les dents sont terminées par des développantes de 
cercle. T. 0. 



la droite TCDKD', qui se meut ea même temps q«e la crémaillère dont elle 
<6St la ligae milieu, touche constamment le cercle d« rayon «iC au point G, 
«oa sorvte qoeJa vitesse absolue du point 'G est la même , soit qu'an regarde ce 
l^oînt cofla^me fixé à la roue, ou comme fixé à la crémaillère. Cette droite 
TGDED' pouvant être considérée comme un cercle d'une roue dont le rayon 
.paimilif est infini, l'engrenage d^une roue et d'une crémaillère est un ea» 
particulier du cas plus général où les deux roues ont des rayons primilifs de 
dimensions finies. 

» Faisant tourner le cercle du diamètre A.C sur la droite TGED', le point G du 
cercle engendre, non pas un épicycloide , comme dans le cas général des deux 
ifoueis, mais unecycloïde CM. On prend pour la demi-épaisseur d'une dent de 
la crémaillère, une droite CN contenue un nombre entier de fois dans le cercle 
du rayon A G ; une perpendiculaire NM à la droite CT détermine la grandeur 
de l'arc CM de la cycloide. La perpendiculaire M^ au rayon AG rencontre la 
circorrférence du diamètre AG au point «, faisant AQ=: A^, GQ est la grandeur 
du flanc de la roue qui correspond à l'arc de cycloide GM. Le creux de la dent 
de celle roue est terminé par la courbe MZRQ que décrit le point M de la 
crémaillère sur le plan du cercle dont le rayon csl AG. On suit, pour construire 
cette courbe, la méthode qui a été décrite (art. 64 du traité cité); on prend 
l'arc GN' du rayon AG , égal en longueur à la droite CN , épaisseur d'une demi* 
dent de la crémaillère, et Ton tire le rayon AZN'. Les deux arcs N'Y et GN' 
étant égaux, on mène le rayon AY, et QRZX est le creux de la dent de la 
roue ; GQXY sont les flancs des deux dents adjacentes à ce creux. 
» Gette figure GQRZMXY a été transportée en DYGKE. Pour compléter la 
dent de la roue, on considérera la ligne milieu D'T de la crémaillère comme 
l'axe du pilon RS dans la figure précédente {fig. 1). La courbe Dd {fig. 2), 
développante du cercle du rayon AG, conduira la crémaillère de la même 
manière que la came vx [fig. 1) conduit le pilon. Le point d {fig. 2) est l'inter- 
section de la développante De/ et d'un rayon AdD, tel que l'arc Ddest de même 
longueur que la droite GN. 

» La crémaillère porte des dents, et deux dents consécutives sont séparées par 
un creux ; mais elle n'a point de flancs , ou autrement le flanc se réduit à une 
ligne droite , comme on l'a déjà vu à l'article des cames et pilons. On aura 
donc tout ce qui est relalif à l'engrenage d'une crémaillère et d'une roue, 
lorsqu'on connaîtra la forme du creux qui sépare deux dents consécutives de la 
crémaillère ; ce creux est terminé par deux branches de courbes égales à Ë'H'. 
Gette branche de courbe est égale à celle qui est décrite d'un mouvement 
relalif par i'extrémiié M de la dent de la roue sur la crémaillère. On construit 



» oetia oourbe d*aprds ee fài a été dit (avtb 54 du traité déjà cité) , et il suit dfe 
» rarticle (55) qm le rayon AG toacl»e à la fois la développante du cefcte Gif et 
» la cycloide rallongée GR'Z'. t 

Par ce qui suit je irais compléter oe que Hachettb a dit s^ir l-engrenage à 
crémaillère. 

S IV. 

Lorsque le pignon doit conduire la crémaillère y les mécaniciens donnent 
ordinairement aux dents de la crémaillère la forme d'un rectangle, et ils n^li- 
gent la construction de la courbe du creux qui devrait séparer ses dents entre 
elles, ou mieux qui devrait exister entre deux dents consécutives. 

L'engrenage à crémaillère s'exécute donc ordinairement ainsi qu'il est indiqué 
Oi^.S). 

Le pignon tournant autour de son centre o, de a:' en y\ la crémaillère se meiU 
en ligne droite de x en y. 

Le lieu des points des contacts successifs de la dent RSM'Q" de la crémaillère 
avec la dent m'Bm" du pignon , est la droite ZZ' (*). 

« i. De ta manière dont le pignon et la crémaillère se conduisent. 

On doit remarquer {fig. 3) que le point de contact se mouvant de a; en y sur 
la droite ZZ' tangente en G au cercle (o, G) (désignant le cercle par son rayon), 
qui est la développée des courbes qui terminent les dents du pignon, le côté 
droit QlM' de la dent RSM'Q' de U crémaillère, conduira la développante de cercle 
m'B qui termine à gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la dent de la 
crémaillère, jusqu'à ce que le point de contact M' soit arrivé en Cu 

Ensuite à partir de ce point, le mouvement continuant, le côté Q'M' cessera 
d'être en contact avec la courbe m'B. De sorte que les points des contacts suc- 
cessifs de Q'M' et de m'B seront distribués sur ZG et s'arrêteront en G. 

Si l'on considère le côté gauche QR d'une dent de la crémaillère, il ne sera 
en contact avec la courbe m^B qui termine à droite la dent du pignon précédant 
immédiatement la dent de la crémaillère, que lorsqu'il sera arrivé en G; à partir 

{*) Dans la pratique , on doit distinguer trois cas : 4* celui où le pignon conduit la crémaillère , et Ton 
ettipfoie la oonstruction que je viens d'indiquer; 2^ celui où la crémaillère conduit le pignon ; alors les 
âents de la crénailiàresont termiiéei par des arcs decydciirde et lee dents du pignon sont tekmimâes par 
des lignes droites qui tendent vers le centre de ce pignon ; ei 3* celui où Ton veut ^ue le pignon puisse 
alternativemeni conduire la crémaillère et être conduite par elle , alors on superpose les deux tracés pré- 
oédents, et Ton a celui qui est tndiqné par HAcnrrrff dans son Traité des machines. T. 6. 
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de celte position la courbe tn'B conduira le côté QR , et les points des contacts 
sujceessifs de QR et de m"B seront distribués sur CZ' et à partir du point G. 

Ainsi chaque dent QRMP de la crémaillère , cesse d'être en contact avec les 
deux dents B et 6 du pignon , entre lesquelles elle est engagée , pendant le temps 
que son extrémité MR emploie à passer sur le point C. 

2. Du nombre des dents en contact. 

Dans le iracé que je donne {fig. 3) Ton voit qu'il y a quatre dents en contact ; 
^eux dents de la crémaillère sont conduites par les développantes de droite des 
"dents B et b du pignon , et les dents B' et b du pignon sont conduites par les 
arêtes de droite Q'M' et PM de deux autres dents de la crémaillère ; en sorte que 
quatre dents de la crémaillère et trois dents du pignon se trouvent en prise. 

On pourrait avoir un plus grand nombre de dents en contact ou en prise, en 
difftinuant la largeur RM et l'intervalle QQ' des dents de la crémaillère ; mais 
alors le nombre des dents du pignon augmentera, et par suite leur longueur ou 
sailiie bc diminuera. 

3. Tracé de la crémaillère à dents triangulaires. 

Je ne sache pas que l'on ait encore cherché quel doit être le tracé géométrique 
d'une crémaillère lorsque ses dents sont triangulaires. C'est un cas d'autant plus 
intéressant à examiner, qu'il conduit en partie à ce qui est relatif à la vis-sans- 
fin y engrenage dans lequel la vis est ordinairement triangulaire. 

Soit (fig. 4) une crémaillère dont les dents sont formées par des triangles 
isocèles égaux entre eux et au triangle YY V'\ ces triangles ayant leurs bases 
juxtaposées sur une droite XX', et leurs sommets situés sur une droite ZZ' 
parallèle à XX' et à la direction du mouvement de translation que doit prendre 
la crémaillère. 

Soit le centre du pignon. 

Du point abaissons oa perpendiculairement à XX' et coupant ZZ'au point G. 

Par le point G je mène GD perpendiculaire au côté droit Y'Y" de la dent de 
la crémaillère. 

Par le même point C je mène GD' perpendiculaire au côté gauche YY" de la 
même dent de la crémaillère. 

Du point j'abaisse oP' perpendiculaire sur GD et oP perpendiculaire sur GD'. 

Du point comme centre et avec le rayon oP = oP', je décris un cercle sur 
lequel je prends deux points fixes (arbitraires) S et S'. 

Au point S' je fixe l'extrémité d'un fil enroulé sur l'arc S'P' et se dirigeant 



ensuite sur la tangente PJ>. heè points M', M, G de ce fil, décriront respective-' 
ment les développantes MW, MH', CA, lorsque Ton enroulera sa partie recti* 
ligne P'D sur le cercle (oP). 

Au point S je fixe Textrémité d'un fil enroulé sur l'arc SP et se dirigeant 
ensuite suivant la tangente PD'. Les points N", N', N, C , de ce fil décriront 
respectivement les développantes N"n", N V, NA', CH y lorsque Ton enroulera sa 
partie rectiligne PD' sur le cercle (oP). 

Ces diverses développantes^ qui ont pour développée commune le cercle (oP)/se 
couperont deux à deux aux points K^ K"\K, K', K", situés sur un cercle ayant 06 
pour rayon, et aux points G^, C"\ G, G", situés sur un cercle ayant oCpour rayon. 

En sorte que les dents du pignon devront être taillées suivant la forme indiquée 
par les hachures. 

A. De la manière dont se candutsent le piçnon et la crémaillère à dents triangulaires. 

En supposant que le pignon tourne de x en y\ la crémaillère se meut de x en 
y parallèlement à la droite ZZ', et Ton voit que : 

l"" Le côté droit Y'V" de la-dent de la crémaillère ne commencera à conduire 
la courbe M'm' qui termine à gayche la dent du pignon qui suit immédiatement la 
dent de la crémaillère, que lorsque les points K" et M' seront arrivés en i^\ le 
point de contact de ces dents parcourant à partir de d' la droite DG et se mouvant 
dans la direction uv. 

Lorsque le point de contact sera amené en G, le mouvement de rotation conti- 
nuant , le côté V'V" et la courbe M'm' cesseront d'être en contact. 

2* Le côté gauche M'C de la dent de la crémaillère ne se mettra en contact 
avec la courbe C"R" qui termine à droite la dent du pignon précédant immé- 
diatement la dent de la crémaillère, que lorsqu'il sera arrivé en la position Y'"G. 

A partir de cette position la courbe G"K'' conduira le côté Y'G', et le point de 
contact de ces deux dents se mouvra sur la droite GD', dans la direction uV et à 
partir du point G. 

Ainsi, pendant le mouvement, chaque dent Y'C'V"', de la crémaillère, engagée 
entre deux dents K" et K' du pignon, conduira jusqu'en G la dent K' qui la suit, 
et sera conduite à partir du point G par la dent K'' qui la précède. 

5, Du nombre des dents en contact. 

Dans le tracé que j'ai donné (fig. À) Ton voit que trois dents de la crémaillère 
sont en contact (en prise) avec deux dents du pignon , les points de contact étant 
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M M , N et G ; Vou voit en même temps que la ëent T^'CV^de la crémullère ait 
en contact au point G , en même temps ^ avec lea deux dents K' et K du pignon; 

En sorte que chaque dent de la crémaillère oe cesse pas d'être, pendant le 
mouvement, en contact avec Tune des dents du pignon. 

Si je suppose que le point K", extrémité de la dent du pignon, arrive en ^\ 
poixkt d'intersection de la droite CD et du cercle (ob), il y aura, dans cette posi- 
tion de la crémaillère, par rapport au pignon, autant de dents en contact qu'il j 
aura d'extrémités de dents du pignon situées sur l'arc (pq»" et d'extrémités de dents 
de la crémaillère situées sur la droite iï ; les points à et d' étant les intersections 
de la droite 11' avec les droites ^'ô' et (fd, qui sont respectivement parallèles aux 
^tés Y'V et YV" de la dent de la crémaillère. 

On pourra augmenter le nombre des dents en contact (ou en prise) en dimi« 
nuant la base VV du triangle qui forme la dent de la crémaillère; mais alors le 
nombre des dents du pignon augmentera, et par suite la longueur ou saiUU A^ 
ses dents diminuera. 

6. Observations sur les crémaillères à dents rectangulaires et à dents triangulaires. ' 

On doit observer : 

l"* Pour la crémaillère à dents rectangulaires, la dent du pignon glisse constam- 
ment sur le même point de la dent de la crémaillère avec laquelle elle se trouve 
en contact, tandis que pour la crémaillère à dents triangulaires, le point de con- 
tact change de position sur la dent de la crémaillère à mesure que ce point de 
contact parcourt la ligne brisée DCD' ; 

SL"" I>e ce que les développantes de gauche des dents du pignon sont en oontaei 
s^nec les. côtés de droite des dents de la crémaillère (que cette crémaillère ait des 
dctnte rectangulaires ou triangulaires) avant le rayon oa perpendiculaire à la di-^ 
feetioQ de la crémaillère; et de ce que, en même temps, les développantes de 
gauche des dents du pignon sont en contact avec les côtés de gauche des dents 
de la crémaillère après ce même rayon ea; il s'ensuit que, si le pignon ayant 
tourné de droite à gauche vient à tourner de gauche à droite, il conduira la 
crémaillère, immédiatement et sans perte de temps, puisqu'il n'y a pas de jai 
entre les deuis du pignon et les dents de la crémainère; 

3"" Dans l'engrenage à dents rectangulaires , le ceccle primitif (oG) (fig. 3) est 
en même temps le cercle développé de toutes les développantes qui terminent 
len dents du pignon v mais dans l'engrenage à dents triangulaires, le cercle pri- 
MÎtif (nC) ifig» 4) est diQérent (U eat autre) 4a cercle développé des coarbas 



déyelappantes qui terminept les dents du pignon, car ce dernier (le cercle dé- 
veloppé) est le cercle {od). 

Dans ce qui précède, je n^ai pas eu égard a Tépaisseur que Ton doit donnera 
la crémaillère et au pignon, épaisseur qui est déterminée par deux plans parais 
léles entre eux et perpendiculaires à Taxe de rotation du pignon (*). 

En ayant égard & cette épaisseur, Ton voit sur-le-champ que les dents de là 
crémaillère peuvent être : 

V Des parallélipipèdes droits ou obliques; 

^ Des prismes triangulaires droits ou obliques. 

1 . Cas où les dents de la crémaillère sont des parattétipipèdes au des prismes iriimgulidrei 

drdts. 

Dans le cas où les dents de la crémaillère tont de» parallélipipèdes ou été 
prismes triangulaires droits, il est évident que la surface qui termine la dent du 
pignon se compose de deux cyl indres dont les générairices fiK>nt parallèles à Taxe 
du pignon , et dont les bases (ou sections droites) sont re^pectivevnetit les Ûé^e^ 
loppantes de droite et de gauche situées dans le plan du milieu du pignon et dé 
la crémaillère. 

En sorte que l'extrémité ou arête saillante de la dent du pigoM est une droit» 
parallèle à son axe, et qui n'est autre que la génératrice droite intersection doi 
deux surfaces cylindriques (fig. 3 et 4). 

8. Cas où les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdes au des prismes triangulûlreg 

obliques. 

Dans le cas où les dents de ta crémaillère sont des parallélipipèdes ou des 
prismes triangulaires obliques, la surface d'une dent du pignon se compose de 
deux surfaces développables dont je vais examiner la nature géométrique. 

Si sur un cylindre (C) droit et à base circulaire on trace une hélice 3, on sait : 

V Que toutes les tangentes à rfeélice d font avec l'axe du cylindre un même 
angle a et déterminent une surface développabie 2, nommée hélicOde dévelop^ 
pablcj et dont Varêle de rebroussement n'est autre que F hélice j; 

2* Que tout cylindre à base circulaire , et ayant même axe A que le cylindre (C), 
coupe rhélicoide dévetoppable 2 suivant ono hélice) dont les tangentes font avec 
Taxe A un angle qui est égal à a; 
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(*) Les tracés donnés ( fg. a et 4) bodI supposés tffeetués dm» lè plan tn»ie« de l'engrenage. 

T.O. 
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3* Que tout plan perpendiculaire à Taxe A coupe rhélicoîde développable 2, 
suivant deux développantes égales et tournées en sens inverse, ayant le cercle 
base (ou section droite) du cylindre primitif (G) pour développée commune; 

4"" Que deux plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe A, coupent 
les deux nappes de rhélicoîde développable 1, suivant quatre développantes 
égales et tournées deux à deux en sens inverse, et que les parties des tangentes 
de Thélice d, interceptées entre ces deux plans, sont toutes égales entre elles; 

5° Que les nappes qui se tournent Tune à l'autre leur concavité, et qui s^par- 
tiennent à deux hélicoides développables 1 et 2' ayant pour arêtes de rebrousse- 
ment respectives deux hélices i et d' parallèles entre elles et tracées sur un même 
cylindre primitif (G), se coupent suivant une hélice située sur un cylindre 
primitif (G') ayant même axe A que le cylindre (G), et dont les tangentes font 
avec cet axe A le même angle a que font avec ce même axe A les hélices d et d'. 

Gela posé : 

Examin<»is le cas où les dents de la crémaillère sont des paraUéUpipède$ obliques^ 
- Pendant le mouvement de rotation , le plan de Tune des faces obliques de la 
dent de la crémaillère se meut tangentiellement à la développante de droite ou 
de gauche de la dent du pignon , en faisant constamment avec l'axe de ce pignon 
un angle constant qui est le complément de l'angle 6 qui mesure rinclinaison de 
cette face oblique sur le plan milieu du tracé {fig. 3). 

La surface de la dent du pignon sera donc composée de deux surfaces déve- 
loppables qui seront les enveloppes de l'espace parcouru par les plans de l'une et 
l'autre face oblique de la dent de la crémaillère. 

D'après ce qui précède il est donc évident : 

l"" Que la surface de la dent du pignon se compose de deux nappes se tour- 
nant leur concavité et appartenant à deux hélicoides développables ayant pour 
arêtes de rebroussement respectives deux hélices tracées sur le cylindre droit 
ayant pour base (ou section droite) le cercle (oG) (Jî^. 3 ), et ayant pour axe celui 
du pignon. 

2^ Que les tangentes à ces deux hélices font avec l'axe du pignon un angle qui 
est égal à celui que l'une des faces obliques du parallélipipède fait avec cet axe. 

3"* Que les deux hélices sont parallèles entre elles et interceptent sur les géné- 
ratrices du cylindre (oG), des parties égales entre elles et à la distance verticale 
AV {fig. 5) qui existe entre les plans des faces obliques h'V' et MM' qui détermi» 
nent le creux existant entre deux dents consécutives de la crémaillère. 

i"" Que l'extrémité (ou arête saillante) de Ja dent du pignon est une hélice 
dont les tangentes font avec l'axe de ce pignon un angle égal au complément de 
l 'angle 6. 
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9. Cas où les dénis de la crémaillère sont des prismes triangulaires obliques. 

Tout ce que je viens de dire sur la forme des dents du pignon conduisant une 
crémaillère dont les dents sont des parallélipipèdes obliques , s'applique mot à mot 
à la forme des dents du pignon qui doit conduire une crémaillère dont les dents 
sont des prismes triangulaires obliques; seulement Ton doit faire observer que 
dans ce dernier cas les deux hélices parallèles entre elles , et qui sont les arêtes 
de rebroussement des deux bélicoides développables qui terminent la dent du 
pignon, interceptent sur les génératrices du cylindre primitif (od) (fig. i) des 
parties égales entre elles et à la distance verticale existant entre les droites, qui 
sont les intersections du plan tangent au cylindre primitif (od) suivant la géné- 
ratrice (rf) et des deux faces obliques (C'Y'") et (CV") qui déterminent le creux 
de deux dents consécutives de la crémaillère. 

iO. Du lieu des contacts des dents du pignon et de la crémaillère. 

Le contact entre deux dents du pignon et de la crémaillère , se fera suivant 
une génératrice droite de la surface développable , cylindre ou hélicotdej qui 
termine la dent du pignon ; la face de la dent de la crémaillère élant un plan 
tangent à cette surface développable. 

Pour la crémaillère à dents parallélipipèdes droits ou obliques , la droite de contact 
se meut dans un plan parallèle à l'axe du pignon et passant par la droite ZZ' 
{fig. 3). Cette droite de contact est toujours la même sur la face plane de la dent 
de la crémaillère , en sorte que le frottement s'exerce toujours aux mêmes points 
sur la face de la dent de la crémaillère. 

Pour la crémaillère à dents prismes triangulaires droits ou obliques y la dent de 
contact se meut dans deux plans parallèles à Taxe du pignon , et passant, Tun 
par la droite DCP', et l'autre par la droite D'CP (fig. i). La droite de coniact 
change de place sur la face plane de la dent de la crémaillère , en sorte que le 
frottement ne s'exerce pas aux mêmes points sur celte face de la dent de la 
crémaillère. 

11. Tracé de la projection horizontale du pignon. 

D'après ce qui précède il est facile de tracer la projection horizontale du 
pignon dont les dents sont terminées par des surfaces hélicoîdes développables. 

En effet : ayant tracé les fig. 3 et 4 , il suffira de supposer que ces figures tour- 
nent respectivement autour du centre o d'un angle tel que i'arc aA (fig. 5) soit 
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égal à la projection de la partie ( interceptée entre les deux plans parallèles 
déterminant l'épaisseur du pignon) de l'hélice tracée sur le cylindre primitif , et 
dont les tangentes font avec Taxe du pignon un angle égal au complément de 
Tangle 6. 

Ainsi dans la fig. 5 qui représente la projection horizontale du pignon et de 
la crémaillère dans le cas où les dents sont des parallélipîpèdes obliques, Tare aX 
étant rectifié est égal à la droite eE projection horizontale de l'arête MM' de la 
dent de la crémaillère (^). 

Des moyens mécaniques qui peuvent être employés pour uAUer les éents eu pignon, 

I. PREMIER PROCÉDÉ. 

Je suppose (fig. 6) que la rondelle R , qui doit être taillée , est horisontale , et 
tourne librement autour d^un axe fixe et vertical (a). 

Le rayon ad de cette rondelle sera égal au rayon ao des iig. 3 et 4. 

Sur le plan supérieur de la rondelle R y on décrii^ un cercle conoentrique au 
cercle (ad), et ayant pour rayon une ligne ab égale en longueur au rayon oG des 
fig. 3 et 4. 

Ensuite on fixera au moyen de deux vis m et m' sur le plan supérieur de la 
rondelle R, un limbe G tournant avec cette rondelle R autour de l'axe (a) et 
terminé par une surface cylindrique verticale ayant pour base (ou section droite) 
un cercle du rayon ub. 

Aux deux points n et n' de ce limbe, ou fixera deux chaînettes s'enroulant» 
l'une ft à gauche et l'autre A' à droite, sur le cylindre vertical {ab). 

(*) Dans les fig. 3 et 4 nous avons donné des tracés géométriques qui peuvent être dits : tracés théori- 
ques. Dans la pratique, les dents du pignon nepourraient pas être terminées ainsi par une pointe, laquelle 
ne résisterait pas aux efforts; mais le tracé théorique étant exécuté , rien n'empêche de tronquer la pointa 
et de donner par ce moyen une certaine épaisseur à la dent du pignon, épaisseur qui devra être calculée 
en vertu de la résistance des matériaux et de Teffort que la dont aura à exercer lorsqu'elle sera arrivée 
en la position où elle devra agir par son extrémité sur la dent de la crémaillère. 

Nous n^avons pas donné de jeu aux dents de Tengrenage ; on pourra obtenir ce jeu, s'il est nécessaire, 
de deux manières différentes , et sans rien changer au tracé: 4<^en éloignant la crémaillère du pignon; 
2® en diminuant Tépaisseur des dents du pignon , ou l'épaisseur des dents de la crémaillère. 

Dans l0s tracés donnés ( Gg. 3 et i ) , il est évident que Ton a un engrenage à développantes et qui doit 
jouir des mêmes avantages que les engrenages cylindriques extérieurs à développantes, et ainsi l'éloigné- 
ment des axes pour donner le jeu nécessaire , ou le rapprochement des axes lorsque le jeu est devenu trop 
considérable par l'usure des dents, sont chose possible sans modifier lea propriétée de l'engrenage^ sans 
donc altérer le rapport cofisiant entre les vitesses des axes. T. 0. 



Ces deax chaînettes seront horizontales , Tune aihdessKHis de l'autre et daAa 
OB plan tangent au cylindre (ab). 

La chalâette h passera sur deux poulies de renvoi B et B', et viendra s'attacher 
par son extrémité q à l'équipage X. 

La chaînette /t' passera aussi sur deux poulies de renvoi B" et B"'. et viendra 
s'attacher par son extrémité q' au même équipage X. 

i. De t équipage X. 

Cet équipage (fig. 6 et 7, 8 et 9) se compose d'une règle horizontale D', glis- 
sant dans une rainure &; la direction de son mouvement de translation étant 
parallèle au plan tangent qui contient les chaînettes A et A'; ensuite; de deux 
supports D et D' auxquels sont fixées les extrémités q et q' des deux chaînettes» et 
ces supports portent en même temps les paliers / et /' sur lesquels tourneront 
les axés coniques d'une scie circulaire E, laquelle sera mise en mouvement au 
moyen d'un archet H y ou d'un rouet. 

A l'une des extrémités de l'un des supports sera fixée une vis Vj tournant dans 
un écrou fixe L. L'axe de cette vis v sera parallèle au mouvement de tran$lati4n 
de la règle D'. 

2. Jeu de la machine. 

En faisant tourner la vis v au moyen des bras I^ la règle D' s'avancera dans la 
direction yy'j et les chaînettes forceront la rondelle R à tourner dans le sens zz'\ 
de telle sorte que la chaînette h se sera enroulée et la chaînette h! se sera déroulée 
d'un arc égal en longueur à l'avancement rectiligne de la règle D'. 

Pendant que Ion fera tourner lentement la vis v dans son écrou fixe L, la scie 
circulaire E recevra un mouvement de rotation continue au moyen du rouet , ou 
un mouvement de rotation alternatif au moyen de l'archet , et cette scie découpera 
la rondelle R. 

Les croquis {fig. 6 et 7) donnent, je pense, une idée suffisante du mécanrsme 
à exécuter. 

3. De la scie circulaire £• 

Si la scie E était une simple plaque , après avoir entaillé la rondelle R jusqu a 
uae certaine profondeur, elle serait forcée de se plier ( de se déformer^ de se 
gauchir ), lorsqu'on continuerait à faire avancer la règle D', pour pouvoir aetlev^r 
le travaiL 

Four, obvier à eai ineoiàvéoient ron^ditBiieFa à la scie B une forme partioiiiièm. 
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qui dépendra de ia nature géométrique de la dent de la crémaillère ; ainsi : ou la 
forme indiquée (fig. 10), si le pignon doit conduire une crémaillère à dents 
prismei-^triangulaires f ou la forme indiquée {fig. il), si le pignon doit conduire 
une crémaillère à dents parallélipipèdes. 

4. Du découpoir E'. 

La scie ou découpoir E' {fig. 10) est composée de plusieurs plaques circulaires, 
toutes d'épaisseur égale et séparées les unes des autres par des plaques non den- 
tées ayant même épaisseur, mais ayant des rayons moindres. 

Ce système forme un tronc conique dont Tarête mr sera égale à bd (fig. 6). 

L'angle 6, complément de celui que l'axe du tronc conique fait avec une de 
ses arêtes , sera égal à la moitié de Tangle V'G'V'" {fig. 4) qui forme Fextrémité de 
la dent triangulaire de la crémaillère. 

5. Du découpoir E". 

La scie ou découpoir E" {fig. 11) est aussi formée de plusieurs plaques dente- 
lées à la circonférence et alternativement séparées | ar des rondelles ou plaques 
non dentelées et d'un diamètre moindre. 

Le système forme un cylindre {mm'nn) accolé à un ironc de cône {rrmm'). 

L'arête fim du cylindre sera égale à la tangente trigonométrique du demi-angle 

m^'om construite dans le cercle dont le rayon =oC {fig. 3), et l'arête mr du tronc 
conique sera égale à bd(fig» 6), ou , ce qui est la même chose, on aura mr égale 
à aC {fig. 3). 

L'angle g', complément de celui que l'axe du tronc conique fait avec l'une de 

ses génératrices droites, sera égal à la moitié de l'angle m"om (fig. 3) mesuré dans 
le cercle oG par l'arc mm", dont la rectification égale en longueur l'épaisseur MR 
de la crémaillère. 

6. Travail deê découpoin E' ei E". 

L'axe de la scie étant horizontale , son plan peut être, ou 1* perpendiculaire 
au plan tangent qui contient les chaînettes et à l'axe de la vis v, ou 2" oblique à 
l'axe de la vis v, et ainsi oblique par rapport à ia direction du mouvement de 
l'équipage X. 

Dans le premier cas, la scie ou découpoir E" {fig. 11) découpera la rondelle R 
suivant un cylindre vertical ayant pour base une courbe développante du cercle 
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(ab) (fig. 6), et qui sera apte à conduire la créaiaillère à dents parallélipipèdes 

droiis. 

Dans le deuxième cas, l'axe de la scie étant toujours horizontal et faisant avec 
Taxe de la vis v un angle égal à celui que le côté Y'V (Jig. 4) de la dent triangu- 
laire de la crémaillère fait avec la ligne Zl\ la scie ou découpoir E' {fig. 10) 
découpera la rondelle R suivant un cylindre vertical ayant pour base une déve- 
loppante , lequel sera apte à conduire la crémaillère à dents prismes triangulaires 

droits. 

Ainsi les supports D, D, devront être disposés , dans le premier cas» de manière 
à ce que les paliers /, /', soient verticaux et perpendiculaires à Taxe de la vis o; 
et 9 dans le deuxième cas, de manière à ce que les paliers / et /' soient encore 
verticaux, mais faisant avec Taxe de la vis v un angle égal à celui que le côté 
V'V" {fig. 4) fait avec la ligne ZZ'. 

Pour exécuter la surface héliande développable qui termine la dent du pignon , 
lorsque les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdes obliques ^ Ton prendra 
le découpoir £'' {fig. 11). On placera son axe conique dans un plan vertical pas- 
sant par Taxe de la vis v, el en inclinant le plan de la première scie circulaire nn' 
de manière à ce que Tangle qu'il fera avec le plan horizontal soit égal à l'angle 6 
(fig. 5) qui mesure l'inclinaison de la face oblique de la dent de la crémail- 
lère. 

Dès lors les paliers / et t devront être parallèles au plan de la première scie 
circulaire nn\ 

Lorsque les dents de la crémaillère sont des prismes triangulaires obliques ^ 
Ton prendra le découpoir E' (fig. 10), on placera le plan de la première plaque 
dentelée ntm', de manière à ce que sa position^ par rapport à l'axe de la vis v, soit 
absolument la même que celle de la face oblique de la dent prisme triangulaire 
de la crémaillère par rapport à la ligne horizontale ZZ' {fig, 4). 

Dès lors les paliers / et /' devront être parallèles au plan de la première scie 
circulaire mm\ 

Les fig. 8 et 9 représentent les croquis du plan et de l'élévation de l'équipage 
X pour le deuxième cas. 

La fig. 12 représente diverses époques du travail effectué par le découpoir £'', 
dans le cas où le pignon doit conduire une crémaillère à dents parallélipipèdes 
droits. Dans cette figure on a supposé que l'extrémité n" du découpoir E" {fig. 10) 
étant d'abord en contact avec la rondelle (à découper) au point m, la machine 
'étant ensuite mise en mouvement, le découpoir soit arrivé d'abord en la posi- 
tion bamPi ensuite en la position b'am'J?' ; enfin en la position extrême b"a"m"P'\ 

En sorte que les parties successivement rongées par le découpoir pendant le 

50 
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trahit, seront, d*abord : le polygone Myam, ensuite le polygote jfy Vmm'a» enfn 
le polygone y'b"a"m"rna\ 

Ainsi l'on aura y par ce moyen , déoonpé le cylindre droit Mm" qui termine la 
ptrtie de gauche de la dent du pignon, en obtenant dans la rondelle une entaille 
46 la forme * WM. 

L'on opérera de même pour chacune des dents du pignon ; ensuite poor exé^ 
evter le cylindre droit qui termine la partie de droite de chaque dent du pignon , 
Ton retournera la rondelle , plaçant son plan supérieur en dessous et vice ver9a. 
De sorte que la courbe AA' à tailler, se mettra à la place de la courbe taillée mM 
el viee versa. 

Le travail fini, le creux qui doit séparer deux dents adjacentes aura la forme 
A'Aa"in"M« 

Il ne restera plus qu'à enlever le petit solide ayant pour base le triangle Aa^m'^B, 
et formé : i*" par deux cylindres concaves ayant leurs génératrices droites parai- 
Mes, pour l'un à la droite m'a\ pour l'autre à la droite a'Ay et ayant pour 
section droite on cercle égal à celui de la scie circulaire; 2r par ua cylindre 
vertical ayant pour base l'arc de cercle ABa". 

Le travail des découpoirs E' et E", que la sur&cede la dent da pignon soit un 
cylindre ou une surface hélicoide développable , s'effectuera dans tous les cas 
d'une manière analogue à celle que j'ai représentée par la fig. 12. 

II. DEUXIÈUE PROCÉDÉ. 

La rondelle R et l'équipage X étant disposés comme dans le j^etnkr prçoiéi ^ 
H Ton ne veut employer, pour tailler la surface développable de la dent du pignon, 
qu'une seule plaque dentée à sa circonférence (une seule scie circulaire)» il 
&udra que cette plaque ait un mouvement propre qui lui permette de s'avancer 
ou de s'éloigner à volonté de la rondelle, quelle que soit d'ailleurs la position de 
l'équipage X dans la rainure qui dirige son mouvement de traoslation; et la 
plaque dentée devra se mouvoir parallèlement à son plan. 

Ainsi , ayant mis la vis v en mouvement, la rondelle Rayant toaraé autour de 
son axe eu vertu du mouvement imprimé par la visr aux deux chaineltesy Ton 
fixera la rondelle R et l'équipage X dans une position telle que la plaque dentée 
étant avancée parallèlement à son plan (parallèlement à elle même), touehe ptr 
un point de sa circonférence la rondelle R au point a , qui sera le premier point 
de la développante {fig. 13). 

A mesure que la plaque tournera sur son axe, on la fera avancer contre la 
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rondelle, de manière à ce que par son travail elle tracera un plan tangent à la sur- 
face hélicoïdale de la dent du pignon, £ice tangente qui sera dirigée suivant cA. 

Ensuite l'on retirera la plaque , on nietira la vis v en mouvement et Ton passera 
à une nouvelle position telle qn'fm amnçant la plaque elle se mette en contact ^ 
par sa circonférence, au point 1 de la rondelle R. 

Fixant en leurs positions at Téciuipage X et la rondelle R , Ton fera mouvoir la 
plaque en s'avançant au fur et à mesure de son travail contre la rondelle , et dès 
lors elle tracera un nouveau plan tangent à la surface hélicoïdale de la dent , et 
qui sera dirigé suivant ibj et ainsi de suite. De sorte que par ce procédé Ton 
enlèvera successivement les solives iaa^ ia'2, 2a"'3, 3aU, et Ton aura construit 
un polyèdre (aaa"a'"a^) circonscrit à la surface hélicoïdale de la dent du pignon. 

Pour ronger les arêtes de ce polyèdre , arêtes qui sont les intersections de deux 
plans tangents ou faces tangentes adjacentes, l'on substituera à la plaque den- 
telée à sa circonférence sous forme de scie, une plaque dont la surface sera 
taillée en forme de lime ou de râpe , et en faisant mouvoir la vis v alternativement 
de gauche à droite et de droite à gauche , la plaque achèvera la surface hélicoïdale 
de la dent du pignon. 

IIL TROISIÈME PROCÉDÉ. 

On peut trouver la projection horizontale du pignon sur un plan porpendicu* 
laireà son axe; la surface hélicoïdale â, qui termine la dent de ce pignon, est 
engendrée par des droites qui ne sont autres que les tangentes à Thclice d^ qui est 
Tarête de rcbroussement do cette surface hélicoïdale a; toutes ces droites, géné- 
ratrices de cette surface développable â, se projetteront donc horizontalement sui- 
vant des tangentes au cercle qui se trouve la projection horizontale de Théliced^ 
D'après cela, il sera facile de tracer sur l'épure les projections de ces diverses tan- 
gentes ((ig. 13 bis)j lesquelles couperont les développantes B et B', suivant les- 
quelles les plans inférieur et supérieur du pignon coupent la surface A, en des 
points homologues 1 et 1', 2 et 2', 3 et 3', etc. Dès lors, en traçant sur le relief, 
les courbes B et B' , et marquant les points 1,2,3, etc. , sur la courbe B et les 
points 1', 2', 3', etc. sur la courbe B', Ton pourra, au moyen d'un ciseau o\x d'un 

nbot, tracer les droites 11', 22', 33', etc., et former ainsi, par ses génératrices 
successives, la surface développable d. 
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8 VI. 

De la mê^$ans-fin. 

Revenons maintenant à Tengrenage dit Yis-Bans-fin* 

On sait que la surface, soit supérieure , soit inférieure du filet d'une vis, est 
engendrée par une droite qui se meut : 1* sur une hélice tracée sur un cylindre 
ayant pour section droite un cercle, et 2"* sur Taxe de ce cylindre de révolution, 
en faisant avec cet axe un angle constant. 

L'on donne à cette surface le nom à'héliande gauche. 

Dans la vis à filet carré , la génératrice droite de Thélicoide gauche est perpen- 
diculaire à Taxe du cylindre. 

Dans la visa filet triangulaire , cette génératrice fait avec Taxe un angle d'au- 
tant moins obtus que Fangleau sommet du triangle générateur du filet est plus 
aigu ; ou, en d'autres termes, que le filet de la vis est plus mince et plus effilé. 

En sorte que si Ton fait passer par l'axe de la vis un plan tnéridien, la section 
offrira, pour la vis à filet carré , le disposition indiquée (/f^. i5) , et pour la vis à 
filet triangulaire, celle indiquée {fig* i6). 

Supposons que ce plan méridien soit fixe et imprimons à la vis un mouvement 
de rotation autour de son axe. Les sections successives faites dans la vis par ce plan 
méridien se superposeront aux positions successives que prendra la section pri* 
mitive, en lui supposant un mouvement de translation suivant Taxe de la vis, ce 
mouvement de translation s'opérant dans le plan méridien et étant proportionnel 
à la vitesse angulaire de la vis. 

En sorte que la section que l'on obtiendra dans la vis, en supposant qu'elle ait 
fait un tour entier autour de son axe, se superposera à la position qu'affectera la 
section primitive, en supposant qu'elle se soit mue, le long de l'axe, d'une lon- 
gueur égale au pas de la vis. 

On peut donc dire que la section de la vis se comportera comme une crémaillère 
dont les dents seraient précisément les diverses sections du filet de la vis par le 

plan méridien fixe. 

Par conséquent, si par l'axe de la vis on fait passer un plan perpendiculaire à 
Taxe du pignon (plan que je nommerai p/on-mt/teti), ce plan devra couper les dents 
de la roue dentée (ou pignon) et le filet de la vis, suivant une section donnant 
la figure 3, si la vis est carrée, ou la figure 4 , si la vis est triangulaire. 

La section faite dans la deni de la roue dentée par le pkmrmUieUy sera donc, 
dans les deux cas, une développante de cercle. 
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Cherchons imiatenant quelle sera, surle^fil^de la Vie, laboul^, lieu delses' 
contacts successifs avec la développante. ^' 

i . Vis à filet carré. 

• • 

Puisque (fig. 3) le point M' est le seul de ceux de Taréte Q'M' qui se mette suo- 
cessiTement en mmbM avec la développante Bm'y de eequece point de cen^ct 
paroDurf la dr^te Z-Z*' pendant le mouvement simoltané, et de translation de ia' 
tf èmaillère et de rotation du pignon , il s'ensuit que. le lieu des pointis du filet de 
lavis qui se mettent successivement en contact avec la développante Bm', sera* 
l'hélice cylindrique décrite par le point M' autour de^ Taxe de la vis , en d'autre» 
termes, sara l'arête saillante du filet de la vis carrée. * 

■ 

iX. Vis à filet triangulaire. 

Puisque (fig. 4), 4*, le point de contact du côté V'V" et de la développante Wm' 
parcourt la droite DP\ pendant le mouvement siktiultané, et de translation delà 
crémaillère et de rotation du pignon ; 

Puisque, 2% ce point de contact est successivement sur le côté V'V", en les di- 
verses positions V'V", Y"'C', V*C, que ce côté prend successivement pendant lé 
mouvement, d'abord en M', ensuite en M, enfîn en G ; 

Puisque, 3% les longueurs \'M', V'"M, V^C , sont entre elles comme les espaces 
ÎV, YV'", YVS parcourus par le côté VV" le long d'une droite parallèle à l'axe 
de la vis et que ces espaces sont entre eux comme les espaces angulaires parcourus 
dans le même temps par un point de la vis autour de son axe; 

Il s'ensuit que : 

Le lieu de points du filet de la vis triangulaire, qui se mettent successivement 
en contact avec la développante Mm' pendant le mouvement de l'engrenage^ est 
une courbe à double courbure qui a pour projection, sur un plan perpendicu- 
laire à l'axe de la vis, une spirale dArchimède. 

Nous pourrons donner à celte courbe le nom de spirale hélicoidale gauche. Ainsi, 
dans la figure H , le cercle développé de la développante a pour rayon la lon- 
gueur o'"A; la droite ok est celle qui doit être parcourue par Je point de contact 
du filet de la vis triangulaire et de la développante; la courbe (p' est la projection 
horizontale, ou sur le plan^milieu ^ et la spirale d^Ârchimède f'' est la projectioQ 
verticale, ou sur un plan perpendiculaire à l'axe de la vis,' de la spirale hélicoi- 
dale gauche, lieu des points de contact du filet de la vis triangulaire; la courbe q 
est, dans celte ^pure , \a sinusoïde projection horizontale, ou sur le plan-miUeu, 



de la vis triangulaire, en d'autres termes, Ia^iou^idefe9);.ia^i()jactian de Ta-, 
réte saillante (ou tranchante) du filet de la vis triangulaire. 

§ VIL 

' Coanaîâsant la oounbe qui unit isur le filet de la vis ( cavrée ou triangulaire.) 
lak divers points <le ses contacts suoceasifs avec la dévelappanilB , il sera fiidle de 
ddteraiincor la nature géométrique «de 4a surface de révolution que eeile courbe 
des 'Contacts' doit etiffoiidrer autour de f aie de ta vb, pendant le mouvement de 
Uai^grefftage, en d'iaulres termes pendant te temps que le filet de la vis oonduitft 
ou sera conduit par le pignon au moyen de ta développante qui termine la deot 
de ce pignon. 

i. Pour la vis à filet carré. 

' La courbe-lieu des points des contacts successifs du filet et de la développante 
(ses points étant considérés en tant que situés sur le filet de la vis) n'est autre 
que rhélice cylindrique qui forme l'arête saillante de ce filet de vis ; et le point 
de contact du filet et de la développante ne sort pas du plan-milieu ^ et parcourt 
sur ce plan la droite ZZ' parallèle à Taxe de la vis (^* 3.). 

D'après cela, il est évident que la surface de révolution engendrée par cette 
hélice cylindrique^ pendant le temps que le filet conduira la développante, n'est 
autre que la surface cylindri que sur laquelle cette hélice cy lindrique peut être 
tracée. 

2* Pour la vis triangulaire* 

Nous avons vu précédemment que la courbe qui unit les points du filet de la 
vis triangulaire qui se mettent successivement en contact avec la développante, 
est une spirale hélicoïdale gauche dont les projections sont (fig» H) sur le plan^ 
milieu la courbe (f, et sur le plan perpendiculaire à l'axe de la vis la spirale (CAf 
chimède (p". 

' On se rappelle aussi que le point de contact du filet de la vis et de la dévelop- 
pante ne sort pas du plan-milieu y pendant tout le temps que la vis conduit la dé- 
veloppante qui termine la dent du pignon , et qu'il parcourt la droite oA {Jig. li)^ 
qui est la même que celle DP' {Jig. 4). 

Cela posé , je suppose : 

1* Que la spirale hélicoïdale gauche coupe Taxe Soa" de la vis au point o , qui est 
èelui en lequel la droite oK rencontre cet axe ; 



— 399 — 

2* Que la droite oM est une génératrice du filet de la vik; ' 

8* Que pour uii tour entier de rotation de la Vis autour de son àxev 1^ généra"- 
trice oM passe en la position oA; le point A étant celui où la droite oAi esttan^ 
génie au cercle développé de la développante ; 

4* Que le point o est le premier point, et que le point A est le dernier point de 
contact du filet de la vis et de la développante . 

Cela dit : 

La vis prenant autour de son axe un mouvement de rotation dans le sens uv 
(fig. 14), la spirale hélicoïdale gauche tournera autour de l'axe Soo", le point o 
restant fixe, et cette courbe décrira dans l'espace une surface de révolution. 

Pendant le mouvement de sa rotation, la spirale hélicoïdale viendra couper si 
successivement le plan-nàUeu , en des points qui seront tous distribués sur h 
droite oA. 

Si par Taxe de la vis on fait passer un plan méridien arbitraire, la spirale hé^ 
Hcafdale viendra aussi couper ce plan et successivement en des points qui seront 
tous distribués sûr une droite passant par le point o, car ce qui a lieu pour le 
plan milieuy doit évidemment avoir lieu pour un plan méridien quelconque. 

Ainsi, la spirale hélicoïdale engendre par son mouvement de rotation autour de 
Taxe de la vis, une surface conique A ayant le point o pour sommet, ayant pour 
axe celui de la vis, ayant pour fra^^ le cercle section droite du cylindre sur lequel 
on peut imaginer que se trouve tracée Thélice arête saillante du filet de vis trian^ 
gulaire, et ayant pour Tune de ses arêtes ou génératriàes droites , la droite o\m 

Ainsi, la spirale kélicaidale gauche n'est aulre que la spiraie comqua dAreMr 
mède C"). 

Il est évident, d'après ce qui a été dit ci-dessus', qtre les parties des générai- 
triées droites de la surflace conique A, qui sont interceptées entre les spire» de 
la surface du filet de vis , sont égales entre elles. 

§ vm. 

De la construction de la dent de la roufi dentée. 

On donne à la roue dentée une certaine épaisseur, en sorte que chacune de ses 
dentsdoit être arrêtée aux deux plans parallèles qui terminent| supérieurement et 

(*) Voyez dans les Développements de géométrie descriptive , ce que f ai dit au sujet de cette spirate 
conique d'Archimède, dans le mémoire sur les trois spirales. 

Ici j*arrive à reconnalitre que la spirale conique d'Ârcliimède est riotersection d'une surface bélicfïde 
gauche et d*un cône de révolulion , par des considérations différentes de celles employées dans ie mémoire 
sur tes trois spirales ; et cela doit être , puisque ici te point de départ est différent. T. 0. 
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inférieurement la roue. Od peut construire la dent du pîgi^on de trois manières 
différentes, en nous rappelant que, pour que l^s vitesses soient dans un rapport 
conslant, il faut que la dent de ce pignon soit coupée par le plan-mitleu suivant 
une développante de cercle. 

On peut d'abord supposer que la denl du pignon n'aura en chaque instant du 
mouvement qu'un point de contact avec le filet de la vis ; ce résultat peut s'obtenir 
de diverses manières. 

L On peut donner à la dent la forme d'un couteau ayant son arête saillante 
jsituée dans le plan-milieu. 

Alors le filet de vis conduira le couteau à développante, à la façon de ce qui 
se passe dans les engrenages de White ; seulement le frottement sera ici de glis- 
sement angulaire. 

On pourrait tracer sur le filet de vis triangulaire, une série de spirale$ conkiue9 
d'Archimède, équidistantes entre elles et telles qu'elles viennent s'engager entre 
les dents du pignon « et évider le filet de vis en l'entaillant sous forme de couteaux 
ayant ces spirales pour tranchant. On formerait alors un engrenage analogue 
aux engrenages de White, mais un engrenage qui serait toujours à frottement de 
gjiissement angulaire. 

On voit de suite que ce travail, qui consiste à entailler le filet de vis, serait en 
pure perte, et qu'il vaut mieus laisser toutes les spirales enveloppées par le filet 
devis. 

IL On pourrait construire une surface D passant par la développante j située 
dans le plan-milieu, C|[3lte surface D étant telle qu'à chaque instant du mouve- 
ment elle ne se trouve en contact avec le filet de la vis carrée ou triangulaire. que 
par un seul point situé sur la développante d. 

Il paraîtrait au premier aperçu que la surface la plus simple que l'on pourrait 
employer, dans ce cas , serait l'enveloppe de l'espace parcouru parle paraboloîde 
hyperbolique langent à l'hélicoïde gauche formant la surface de la vis, ce para- 
boloîde étant tangent à cette surface suivant une de ses génératrices droites. 
Mais comme pour chaque génératrice droite de Thélicoïde il existe une infinité de 
parabolokles tangents, on parait disposé tout d'abord à choisir, vu le problème 
à, résoudre, le paraboloîde qui est formé par les tangentes aux diverses hélices 
cylinilriques tracées sur le filet de vis. Nous désignerons ce paraboloîde par 2. 

Ainsi le paraboloîde 2 étant supposé tangent au filet de vis, tout le long de la 
génératrice droite G, de ce filet, située dans \e plan- milieu j louchera la dévelop- 
pante $ au point pour lequel la droite G est sa tangente. 

Le paraboloîde I passera donc, par rapport à la développante d, et en vertu 
du mouvement relatif, en supposant que le pignon reste fixe et que la crémaii- 
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1ère s'enroule sur le cercle primitif du pignon ^ en diverses positions infiniment 
voisines 2, Z', 2'^ etc., qui par leurs intersections suceessi ves donneront des fi^itet 
qui détermineront une surface B passant par la développante è^ et œtte surface 
B satisfera à la condition de n'être en contact avec le fîiet de la vis , et en cbaM|iie 
instant du mouvement, que par un seul point situé sur la développante 9. 

La rarbce enveloppe de l'espace parcouru par le paraboloide 2 serait une sur- 
&ce courbe a9se£ compliquée ; aussi est-ce par une considération autre que celle 
du paraboloide tangent 1 que nous allons arriver à une surface réglée assez sim* 
pie, laquelle passera par la dével<^pante i, et satisfera taux conditions e^ugées de 
contact avec le filet de la vis. 

Nous allons rechercher celte sur fece réglée pour l'une et l'autre vis. 

1. Vu à filet carré. 

Les points de l'hélice cylindrique qui forme l'arête saillante du filet de la vis 
carrée , étant les seuls entre tous ceux de la surface du filet , qui se mettent 
successivement en contact avec la développante , l'on peut considérer la surface 
réglée de la dent du pignon comme engendrée par les diverses positions que 
prendra, non la tangente à cette hélice cylindrique , mais une droite G située 
dans le plan tangent mené à la surface du filet de vis carrée au point où Phélice 
saillante coupe le plan-milien, cette droite G étant perpendiculaire à la généra* 
trice du filet de vis qui est situé dans le plan^milieu; cette droite G prendra suc- 
cessivement , par rapport aux diverses positions qu'aflbctera la développante 3 
pendant le mouvement de l'engrenage, des positions en lesquelles elle sera tou- 
jours tangente au cylindre qui a pour base le cercle développé de la dévelop- 
pante 3 (*)• 

Dès lors, il est évident que la surface réglée de la dent du pignon ne sera autre 
que la surface hélîcoïde développable dont ]*ai donné la construction , lorsque 
j'ai décrit ce qui était relatif à la crémaillère à dents parallelijnpèdes obliques. 

I.Visà filet trkmgnUdre. 

Je suppose que le côté V'V" {fig. 4), situé dans \q flan-milieu j est une généra- 
trice droite de l'hélicoïde gauche qui forme la surface du filet de la vis triangulaire* 

(*) On doH remarquer en passanl qtie s! l'on trace snr une sorftice courbe C une ligne courbe ^ ; si Toii 
faii Riouvoir sur cette svriace G un plan tangent dont le point de contact se meut sur cette courbe <t> , ce 
plan engendrera une surface développable D , dont je désigne Tarète de rebroussement par i'. Si la 
courbe ^ est la développée de la courbe ^^ la courbe <^ sera une ligne de courbure de la surface D. Ainsi, 
dans le cas de la vis à filet carré, la développante /située dans le plan-milieu, est une ligne de courbure 
de la sorlaee àe ia dent. 

51 
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Le point M', contact de la droite VV" et de la développante MW, engendrera 
une héiica cylindrique (M') tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe 
celui de la vis et ayant pour base un cercle dont le rayon est égal à la distance 
du point M' à Taxe de la vis. J'appellei^i le rayon de ce cercle, rayon de Thé- 
lice (M'). 

La tangente à l'hélice (M') au point M' sera une des génératrices droites du 
paraboloïde2 (ci-dessus) tangent à la surface héricoide gauche du filet delà vis, 
suivant la droile V'V". 

Lavis ayant tourné autour de son axe d'une certaine quantité angulaire, le 
côté W" sera venu se placer , je suppose , en V'C le point de contact de la dé- 
veloppante et de la nouvelle position V"'C' du côté V'V étant en M. 

Ce point M engendrera une hélice cylindrique (M) tracée sur un cylindre de 
révolution ayant pour axe celui de la vis et ayant pour base (ou section droite) le 
cercle dont le rayon est égal à la distance du point M à l'axe de la vis. 

J'appellerai ce rayon, rayon de l'hélice (M). 

La tangente à l'hélice (M) au point M sera une des génératrices du parabo- 
loide 2. tangent à la surface hélicoïde gauche du filet, suivant la droite V'C" et ce 
paraboloide 2, est parallèle au paraboloïde précédent 2, et ainsi de suite. Il faudrait 
démontrer que les diverses tangentes aux hélices (M^), (M), etc., formeront une 
surface. Mais on n'en peut douter, car on sait que toutes les fois que les condi- 
tions du mouvement d'une droite sont soumises à la loi de continuité, cette droite 
engendre une surface réglée. 

Ainsi, la surface de la dent du pignon sera le lieu des tangentes aux diverses hé- 
lices (M'), (M), etc. Je désigne cette surface par S. 

Cette surface S serait une surface gauche moins simple que celle que Ton peut 
obtenir de la manière suivante. 

Au lieu de prendre les tangentes aux diverses hélices (M'), (M),... en les points 
où ces hélices coupent le plan-milieu et la développante d, on mènera au filet de 
vis triangulaire, les plans tangents successivement en les points M', M... et Ton 
tracera dans ces plans des droites G', G,... perpendiculaires (normales) à la dé- 
veloppante i] ces diverses droites G', G,.., formeront une surface réglée S,. 

Ainsi, toutes les génératrices delà surface S, seront tangentes au cylindre de ré- 
volution et^ertical Z, ayant pour section droite le cercle primitif du pignon, cercle 
qui est la développée de toutes les développantes d... situées dans le plan-milieu. 

Chacune des génératrices droites de la surface S, fera avec le plan-milieu un 
îingle particulier, en sorte que les génératrices seront diversement inclinées sur 
le plan-milieu. 

D'après ce qui précède, on voit que la surface S, aura ses génératrices droites 
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placées successivement en la position que viendra prendre chacune des généra- 
trices droites G d'un certain paraboloïde hyperbolique L tangent au filet de vis , 
suivant l'arête droite K de ce filet y située dans le plan-milieu; ce paraboloïde tan- 
gent L étant précisément celui dont les génératrices droites G sont perpendicu- 
laires à l'arête K. 

IIL Avec les constructions précédentes , la dent du pignon n'est en contact que 
par un seul point avec le filet de la vis; si Ton veut que la surface de la dent soit 
en contact par une ligne , il faut considérer cette surface comme l'enveloppe de 
Tespace parcouru par la surface du 0let« 

La meilleure manière, et certainement la plus simple de la construire^ c'est 
de la tailler au moyen de la vis transformée en taraud. 

On pourrait cependant désirer pouvoir la construire à part et au moyen d'une 
épure; Ton pourrait aussi désirer connaître les propriétés géométriques dont 
cette surface enveloppe doit jouir. 

Si Ton veut construire une épure de cette surface enveloppe, on devra suivre le 
procédé suivant : 

On coupera la surface héiicolde du filet de la vis par le plan-milieu P et par 
une suite de plans parallèles entre eux et au plan-milieu, savoir : P', P", V"\... Le 
plan P donnera pour section une droite A, et les plans P', P", P'",... donneront 
respectivement des courbes cp', <p", 9'",... 

Au moyen du mouvement relatif, la droite A prendra dans le plan- milieu P 
les positions A , A,, A,,... qui auront pour enveloppe la développante d; la courbe 
9' prendra les positions 9/, 9/,... dans le plan P', et l'on tracera une courbe Z' 
tangente aux diverses courbes 9', 9/1 9/,..* et Ton opérera de la même manière 
pour les courbes 9", 9'",.'. et Ton obtiendra par ce moyen une suite de courbes 
î, ç', ç", C'",-- respectivement situées dans les plans P, P', P", P'",,.. qui 
seront des sections équidistantes de la surface de la dent du pignon. 

Si l'on veut connaître les propriétés géométriques de la surface de la dent du 
pignon , on devra lire l'ouvrage que j'ai publié sous le titre : Théorie géométrique 
des engrenages aptes à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes 
situés ou non dans un même plan (publié chez Bachelier, libraire-éditeur; i842). 

L'ouvrage que je viens de citer doit être considéré comme la suite de ce qua- 
trième livre; on y trouvera le complément des recherches géométriques que je 
viens d'exposer, et dont j'ai donné dans ce quatrième livre les applications à 
divers engrenages qui n'avaient point encore été étudiés. 
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N* le. 



DES ENGRENAGES CLEPSYDRES 



M- 

L'engreQage clepsydre n'est autre qu'un engrenage composé d'une roue dentée 
ou pî^on et d'une vis tangentielie ; seulement , dans Tengrenage connu sous le 
nom de vis-sans-fin^ et que nous avons étudié ci-avant , le filet de vis est placé sur 
un^e suriace cylindrique et de révolution» tandis que pour Tengrenage auquel on 
a donné le nom de clepsydre , le filet de vis est placé sur une surface annulaire et 
de révolution, cette surface étant engendrée par un arc de cercle tournant autour 
d'un axe en lui présentant sa convexité, de telle sorte que cette sur£sice a la 
forme d'un piédouche. 

Ces* sortes d'engrenages n'ont été examinés jusqu'à présent dans aucun des 
traités publiés jusqu'à ce jour. 

En 1815 , alors que j'étais élève à l'École polytechnique , HacheUe\ notre pro- 
fesseur de géométrie descriptive,, me conduisit au Conservatoire des arts et mé- 
tiers» et me montra dans la collection des machines, un engrenage clepsydre, 
engrenage tout nouveau et dont on ignorait la construction géométrique^ il m'en- 
gjagea à Tétudier et à en Êùre V épure j que je reproduis dans L'atlas de cet ouvrage 
(jiy.AetB). 

L'examen de cet engrenage me conduisit^, à cette époque (i815), aia divers 
résultats que j'expose dans ce mémoire^ 

Depuis, à l'École d'arts et métiers de Châlons-sur-Marne, vers 1828 environ, 
car je ne puis (préciser en ce moment la date^ les élèves construisirent avec 
beaucoup de soin une vis clepsydre , la trempèrent^ et par des entailles la trans- 
formèrent en taraud, puis Us s'en servirent comme outil et taillèrent les deots 
d'une roue d'an diamètre assez considérable. La forme de la surface de ces dents 
él^t très-originale. J'ignore, ce q^ue ce travail est devenu; s'il existe encore» il 
devrait être déposé dans les collections du Conservatoire royal des arts et mé- 
tiers de Paris, pour com|)létdr la collection, de tous les. eugprenagetoonmu^ que 
j'ai fait exécuter pour cet établissement , dont le musée est si utile à l'industrie et 
à l'enseignement de la mécanique des machiaes. 



L 
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SU. 

Supposons dans le plan méridien M parallèle an plan yertîcal de projeetion 
(fig. i) un arc de cercle G ef un axe vertical A. 

Le cercle G en tournant autour de Taxe A engendrera une surfece de réfbki- 
tion 8vr laquelle on tracera une spirale S. 

La spirales sera construite de la manière suivante r 

On divisera le cercle B base du piédouche en parties égales par les points de 
division a , i , 2 , 3,4, etc«| par Taxe A , et par chacun de ces peints de division 
on fera passer un plan méridien ; ces divers plans méridiens auront dcmc pour 
traces horizontales, les droites A^a, AM , A^, A*3, et<ï. 

On divisera la courbe méridienne G en parties égales , par les points de division 
a", i', a', 3', 4', etc. ; par ces points de division , on fera passer une suite de 
plans horizontaux qui couperont le piédouche suivant des cercles (des parallèles). 
Ainsi, par exemple, le plan horizontal passant par le point 3^ coupera suivant 
le cercle ou pcnraKèle 3. 

Les parallèles passant par les divers points de division de la méridienne G , 
seront coupés respectivement par les plans méridiens passant parles divers points 
de division du cercle-base B en des points qui détermineront b spirale deman* 
déeS. 

Ainsi, fe parattète passant par le point 3' sera coupé pur te plan méridien pas- 
sant par le point 3, en le point ar qur appartiendra à la spirale S. 

On pourra donc fecilement construire les projections S' et S* de h spirale S ; 
et Ton voit de snite que la construction de ces projections est identiqueifient la 
même que celle que Ton emploie pour la construction de la projeelion verticale 
de l'hélice tracé sur un cylindre de révolution. 

, Gela posé : 

Construisons la surface du filet de vis; par chaque point de division i, 2, 
3, etc. (/5^. 2) du cercle méridien G, nous mènerons les rayons oM , d'i, o^'S, etc. 
de ce cercle; ces rayons couperont Taxe A (en les prolongeant) réciproquement 
aux points Ij t, r, etc. Gela fait, si tious considérons les parallèles décrits par les 
divers points de division 1,2,3', etc., au point 2 correspondra le point m de h 
courbe spirale S , et en joignant Tes points i et m, on aura une génératrice droite 
de la surface du filet de la vis; en opérant de même pour les autres points de la 
spirale S, on voit que la surface du filet de la vis est engendirée par une droite qui 
se meut en s'appuyant sur la spirale S , et en restant constamment normale à la 
surface de révolution du piédouche. 
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V 

Cela posé : 

On voit que le filet de la vis sera engendré {fig. 3) en faisant mouvoir autour 
de Taxe A le quadrilatère abcd^ composé de deux arcs de cercles concentriques 
ad et bc et de deux rayons ab et de. 

Chacun des quatre sommets de ce quadrilatère décrira une spirale ; les spi- 
rales décrites par les sommets b ti c seront situées sur le piédouche engendré 
par le cercle G , et les spirales décrites par les sommets a et d seront situées sur 
un second piédouche ayant même axe A que le premier et engendré par le 
cercle C concentrique au cercle C. 

Le fdet de la vis clepsydre étant engendré, il sera facile de le mettre en pré- 
sence d'une roue dentée ou d'un pignon. 

On fera passer par Taxe de la vis un plan perpendiculaire à Taxe du pignon ; 
ce plan sera dit plan milieu y et il coupera {fig, 4) les dents du pignon suivant des 
trapèzes mpqn, qui seront composés de deux rayons mp et nq et de deux arcs de 
cercle concentriques nm et pq-j le cercle primitif D du pignon aura même centre 
que le cercle C qui engendre le piédouche ou le corps de la vis. 

On voit de suite que les dents du pignon seront équidistantes entre elles et que 
le filet de la vis glissera sur Tarète nq ou sur l'arête mp, suivant que la vis tour- 
nera dans un sens ou en sens contraire. 

Le profil, construit suivant xy (Jig. 4), de la dent du pignon devra offrir la 
forme indiquée (fig. 5). 

L'engrenage clepsydre, exécuté ainsi qu'on vient de le dire, se comportera 
donc à la manière des cames et mentonnets des pilons , ou , ce qui est la même 
chose , de la même manière que les dents du pignon et de la crémaillère à dents 
rectangulaires ; le filet glissera pendant tout le temps du mouvement sur l'arête 
saillante de la dent du pignon, cette dent ayant la forme d'un couteau. 

Et il est évident que le rapport des vitesses sera constant. 

§ m. 

Ed prenant une vis clepsydre transformée en taraud, on pourra s'en servir 
pour tailler les surfaces des dents du pignon , et l'opération s'effectuera tout aussi 
facilement qu'avec la vis cjlindrique ordinaire j d'ailleurs l'épreuve en a été faite 
à l'École d'arts et métiers de Chàlons-sur-Marne , comme nous l'avons dit ci- 
dessus. 

La surface de la dent du pignon étant alors l'enveloppe de l'espace parcouru 
par la vis clepsydre , donnerait lieu à diverses recherches géométriques touchant 
ses propriétés. On pourra construire Vépure de cette surface au moyen de ses 
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sectioDS équidistantes , comme nous Tavons fait dans le mémoire précédeni pour 
la surface de la dent du pignon de Fengrenage dit vis-sans-fin. 

Toutefois la construction devra être modifiée en quelques points , attendu que 
si l'on conçoit un cylindre A ayant l'axe A de la vis cylindrique pour axe, tout 
plan tangent à ce cylindre coupe le ûlet de vis cylindrique suivant des courbes 
identiques, supërposables ; tandis^que si l'on conçoit le même cylindre A pour la 
vis clepsydre , les sections faites par les divers plans tangents à ce cylindre et au 
travers du ûlet de la vis clepsydre, ne seront plus des courbes identiques, supër- 
posables. 

Dès lors nous emploierons la construction suivante : 

Nous prendrons d'abord le plan milieu pour plan horizontal ; ce plan coupera 
le filet de vis suivant le trapèze générateur du filet. 

Cela fait, nous considérerons une série de cylindres de révolution ayant tous 
pour axe l'axe A de la vis , et ayant des rayons respectivement égaux à /i, 2A , 3/2 , 
ih, etc. ; h étant la distance qui existe entre chacun des plans parallèles et équi- 
distants entre eux qui doivent couper la surface de la dent du pignon. 

Je construirai la série des plans horizontaux tangents aux cylindres (A), (2/i), 
(3ft), etc., lesquels couperont le filet de la vis suivant les courbes 9', cp% (pS etc. 

Gela fait : 

Je construirai une série de plans tangents parallèles entre eux ayx cylindres (A), 
(2/1), etc., lesquels plans feront avec le plan horizontal (ou plan milieu) un angle 
«, et j'obtiendrai dans le filet de vis les sections respectives 6', 6% 6\ etc. 

Puis je ferai tourner tous ces plans tangents de l'angle a pour les rabattre res- 
pectivement sur les plans tangents horizontaux et équidistants; par ce mouve- 
ment la courbe 6' prendra sur le plan horizontal tangent au cylindre (h) la posi- 
tion Ç\'j par suite de ce mouvement les courbes 6% 6% etc., viendront prendre 
les positions 6/, 6.^, etc., sur les plans tangents horizontaux respectifs. 

La vis est donc supposée , par cette construction , avoir tourné de l'angle a 
autour de son axe , et dès lors le pignon aura dû tourner aussi autour de son axe 
d'un certain angle X. Si donc on suppose que le pignon a tourné de Tangle X de 
gauche à droite, il faudra faire tourner ce pignon du même angle X et réelle- 
ment de droite à gauche, et alors les courbes 6/, 6.% 6,S etc., viendront prendre 
respectivement, sur les plans tangents horizontaux qui les contiennent respec- 
tivement, les positions 6,', 6.", 6,% etc. 

En faisant varier la valeur de l'angle a, on obtiendra sur chacun des plans 
horizontaux équidistants une série de courbes analogues aux courbes 6/, S,% 
6/, etc., et l'on pourra tracer la courbe Ç enveloppe des courbes 6J..., la courbe 
4' enveloppe des courbes 6/..., la courbe Ç" enveloppe des courbes 6/..., et ainsi 
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de suite. Dès lors les courbes Ij ^'j (''..., seront les sections horizontales et équi- 
distantes de la surface delà dent du pignon que l'on obtiendrait par la taraudage 
de la vis clepsydre. 

Une surface peut être exécutée eu relief lorsque Ion connaît une série de sec- 
lions équidistantes et parallèles entre elles de cette surface. 

L'épure étant donc tracée ainsi que nous venons de l'expliquer, il sera fiicile 
d'exécuter la surface de la dent du pignon, et cela directement, sans avoir besoin 
par conséquent de l'obtenir au moyen du taraudage. 

Mais il est évident qu'il sera plus simple d'exécuter immédiatement cette surface 
par le taraudage , que de la construire par points au moyen de Y épure précédente. 

§IV. 

Les mécaniciens étaient dans l'habitude de construire la vis-sans-fin j en sup- 
posant que Taxe de la vis est perpendiculaire à l'axe du pignon ; ils croyaient 
que la vis transformée en taraud ne pouvait entailler le pignon pour ledenter, 
qu'autant que les deux axes étaient rectangulaires entre eux. En 4829 je fis exé* 
cuter nne vis-taraud et je montrai que cet outil pouvait denter le pignon , lors 
même que les deux axes faisaient entre eux un angle aigu. 

Les modèles exécutés à cette époque sont dans les collections du. Conservatoire 
royal des arts et métiers de Paris. 

Ce que l'on a pu faire avec une vis-taraud cylindrique, on pourra évidemment 
le faire avec une vis«taraud clepsydre ; ainsi l'on peut exécuter des engrenages 
clepsydres dans lesquels les axes font entre eux un angle droit ou un angle aigu« 

Toutefois l'expérience n'a pas encore indiqué la limite de l'angle que doit faire 
Taxe de la vis-taraud avec l'axe du pignon , pour que cette vis cesse d'agir sur la 
matière du pignon et refuse de l'entailler. 

Des expériences de ce genre itô seraient pas , je crois , sans intérêt. 

Il ne faudrait pas, dans ces expériences, négliger d'examiner l'influence de U 
direction des entailles pratiquées sur la surface du filet de la vis-taraud par 
rapport à l'axe de cet outil , et en raison de l'amplitude de l'angle que font entre 
eux les axes de la vis et du pignon. 

Ayant reconnu que la vis-taraud cylindrique pouvait denter le pignon sous 
diverses inclinaisons, j'imaginai alors (i829) une machinfi qui pouvait réaliser 
la théorie de l'engrenage dans lequel une roue centrale taillée par un écrou , 
conduirait des roues satellites taillées par la vis de cet écrou, ces roues satellites 
ayant des axes diversement inclinés par rapport à l'axe de la roue centrale, de 
telle sorte que l'axe du premier satellite serait parallèle à l'axe fi de Ja roue cen* 
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traie , que l'axe du second satellite couperait Taxe B, et que Taxe du iroisidine 
satellite ne serait point sitné avec Taxe B dans un même plan , et ferait avec lui 
un angle aigu. 

Avant de faire construire cette machine , je fis un essai , vers 1834 , dans ie$ 
ateliers de M. Saulnier, mécanicien de la Monnaie. Ces essais, qui sont déposés 
dans les collections du Conservatoire royal des arts et métiers de Paris, m' ayant 
démontré que Texécution de ces nouveaux engrenages n'offrait aucune difficulté 
sérieuse , je fis construire la grande machine qui est déposée dans les galeries du 
Conservatoire; cette machine fut exécutée en 1840, sur mes dessins, par 
M. Martin père, mécanicien à Paris. Elle servit à exécuter des roues dentées 
dont les dents ont deux centimètres environ de longueur. La roue centrale et les 
roues satellites ayant été mises en présence , le mouvement de rotation uniforme 
eut lieu , et quoique les dents n'eussent point été repassées après être sorties , la 
roue centrale de dessous Técrou-taraud et les roues satellites de dessous la vis- 
taraud, elles fonctionnèrent avec douceur, égalité.et sans perte de temps. 

On trouvera dans l'ouvrage déjà cité , et qui a pour titre : Théorie géométrique 
des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation umfarme entre deux 
axes situés ou non dans un même plan , imprimé par Bachelier en 1842 , tout ce qui 
est relatif à la théorie géométrique de ce nouvel engrenage. 



W 11. 

/ MÉCAMISIIB SERVANT DE SUPPORT AUX T0UR1LL0II8 DE LA GROSSE CLOCHE 

DE LA CATHÉDRABE DE METZ (^}. 

8 1. 

Lorsque je visitai , en 1817, pour la première fois, le clocher de la cathédrale 
de Metz , j'eus Toccasion d'examiner un mécanisme ingénieux qui servait de 
support aux tourillons de la grosse cloche , dite la MuUe (**). 



(*) Extrait du BuUeiin de la société d:'0neouragement pour Vinduitriê nationale , août 4 S2S. ' 
(**) On ignore quel est l'auteur de ce mécanisme déjà fort ancien. Il y quelques années que les dimen- 
sions de ce mécanisme ont été agrandies et que les diverses pârUes en ont été heurmuement modifiées 
par M. Jaunex père, ci-devant ingénieur de la ville de Metz , et M. Jaumest fils. Avant ceUe oorrecUon , 
seize hommes étaient nécessaires pour mettre la cloche à volée ; maintenant dix hommes suflBsenl. La 
cloche pèse environ 43,000 kilog. et le battant pàse environ S50 kilog. 

52 
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Au mojHï de ee méetotsme, le ArottMieAt des lourillons sur ks pièces qai 
les supporttient détenait un frotteoient de foulement ou de deinuème eepèce. 

Ce qui distingue ce mécanisme , c'est que Ton a eu égard aux .eccjidents qui 
pourraient empêcher les cylindres<*supports des tourillons détourner likurement 
fur lenrs axes ; accidents qui dès lors tut aient tendu le frottement de glissement. 

L'ameur de ee mécanisme a donc employé le mouTmnent d'oaeiUation de la 
cloche pour transmettre forcément aux cylindres-supports des tonrîUons on 
meirremeat de rotation autour de leors axes, et tel que le frottement fût toujours 
de roulement. 

Nomenctature des parties composant te micanistm représenté en étémiUm , 

vu de face et de côté ( fig. 4 et 2 ) (*). 

M , doehe dite kt Uut$e. 

T, T, iQurîUons de la cloehe. 

fVi"i" {fi9.^}j tètes des quatre boulons bVb"ê'% tournées ei mmat d'axes de 
letaiiw^ MX qii«lre leviers-surpporls des teuriklons, terminée par des portioias 
eylindri^ves G'C'C^C sur lesquelles tournent y weeun froMoncHt de ranlanieat 
ou de deuxième espèce, les tourillene de la clocjke» 

Chacune des portions cylindriques a son centre sur l'axe de rotation du levier 
auquel elles appartiennent. 

Les quatre boulons b'b'b"b" traversent deux pou très , P, P, horizontales et pa- 
rallèles. 

Aux tourillons de la cloche et dans ^ direction de son axe , est fixée , d'une 
manière invariable, une tige m, percée à son extrémité d'un trou oblong w' 
(fig. a>, éam^leqwl passe un^ierge<q|rliiidbriqiie etIiar«z<Mcd« li; teMftiréoiités 
gg de cette verge servent, d^aieades xotMîeaà deux, leviers coudés GG, dont les 
branches sont égales. 

Les extrémités Mk'cla'^ des deux leviers coudés G et G sont reliées entre elles 
par dei)x tringles A et U^ horizontales et parallèles à la verge N , et qui main- 
tiennent pendant le mouvement récartement des deux leviers coudés. 

Les extrémités des teviers coudés 6 et G sont liées aux extrémités des Fevlers- 
supports des tourillons', CXl'C^, par quatre bielles égales en longueur, AA , 
A'A^, aa ,^ aV : de sorte que,^ dans Te système > iî y si huft articulatîQns A A, A' A', 



f*)' J^ 4loiiM iot l»irofMft, «ai (yuojole Ss^amt les ttoux slitrà» àieliftla; te-diveiao&Hities aeiiià 
fm* pfè» ifap» kgtwypoatn qiiii fiaiflat. bbêê» Iqg pièws (te granieur sédto.; ImilBfQis ,. « as doit ooosi 
dérer les fig. 1 et 2 que comme iiTTiriiSÉ imriamtinf FkléS'diLLinéoaoiaoi^ 
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Jéfu de la tnaclime pendmU les oscUUuUnu de la clocke* 

La doehe prenant un mouvement d'oscillation autour dû aes tourillons » la 
ti^ m décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à Taxe du tourillon TT. 

Cette tige force alors la verge N à décrire un cylindre , dont la section droite 
n'est point un cercle : de sorte que la verge N glisse dans le trou oblong tw^ en 
s'éloignant et se rapprochant alternativement de l'axe des tourillons pendant 
une oscillation totale de la cloche. 

Le mouvement de rotation imprimé à la verge N se communique au moyen 
des deux leviers coudés et par suite des quatre bielles aux leviers^supporis des iou-^ 
rillans, et de telle sorte que t 

V Les quatre leviers-supports tournent dans le même sens et en sens inverse du 
mouvement de la tige m : ainsi de gauche à droite si la tige s'est mue de droite à 
gauche^ et vice versa; 

2'' Les leviers-supports décrivent des angles ^aux pour des oscillations de même 
amplitude ; 

S"" Le rapport de Tangle (a) {jigp. l)^ décrit par chacun des kviers-supports » 
et de l'angle (S) de l'oscillalion de la cloche , est inverse de celui du rayon (r) du 
levier-gupport et du rayon (R) du touriJioja delà doohe, de sorte que l'on a 
l'équation : 

W ^ (R) 

Tracé du mécamssiM* 

Pour Aiciliter ta mise e». place dn mécanisme, il paraît convenable de donner 
aux diverses pièces qui le composent une disposition taUe^ que la cloche étant en 
repos ^ elles soient symébrîqpieinent pbcées par rapport à anplaa vertical passant 
par l'axe des tourillons. 

Je supposerai donc, poar plus de simplicité > que les quatre tmmr^'mippûrts 
sont horizontaux dans l'état de repos. 

Soient o' et 0" ( /I9. 4) les oentres des axas de totatistt des hvianfsupparu d'un 
des tourillons de la cloche ; 

Oy le centre d'une section faite dans ce tourillon perpendiculairement à son 



axe; 



o"fn =s o'n la longueur d'un ledier-snppôri; 

MoM' l'angle de la plus grande oscillation de la cloche» 
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Cela posé : 

Le tourillon ayant tourné de ti en v, de l'angle MoM\ les cylindres (o') et (p") 
auront tourné en sens inverse, de x en y, le premier, de l'angle no'n'\ et le second, 
d'un angle égal mo"m" ; et l'angle no'n" sera avec l'angle MoM', dans le rapport 
inverse des rayons ol du tourillon et o"td\x cylindre (o"), afin que le frottement 
soit de roulement. 

Ainsi l'on aura l'équation : 

angle no'n" ot 

angle mo W "" &1 

Les deux positions o'W et o'n" seront les positions extrêmes des deux leviers- 
supports pendant le mouvement d'oscillation de la cloche. 

Du point m' avec un rayon arbitraire m"g, je décris une circonférence (6) ; du 
point n\ avec un rayon n"G = m"^, je décris une circonférence (a). 

Sur oM prolongé , je prends un point arbitraire H , duquel , comme centre , 
et avec un rayon arbitraire %, je coupe le cercle (a) en G et le cercle (6) en g. 

Alors le levier coudé aurait la position GH^. 

Mais cette position n'est point admissible, puisque la branche GH pénètre dans 
le tourillon. 

Je prends donc sur oH un autre point P" plus éloigné du centre o que le point 
H , et tel que la tangente P''G au tourillon puisse couper le cercle (a). 

Gela ayant lieu , du point P'' comme centre et avec le rayon P"G^ je coupe le 
cercle (p) en g\ 

Mais alors le point g' se trouve en dessous du prolongement de la position ex- 
trême du levier -support : de sorte que la bielle étant, dans l'état de repos , au- 
dessus du levier-support auquel elle est attachée, passerait au-dessous pëndaiii 
le mouvement d'oscillation : il y aurait donc un instant où le levier-support et sa 
bielle seraient en ligne droite. 

Cette disposition serait mauvaise, parce que le levier-support et la bielle pour- 
raient, en cet instant du mouvement , s'arc-bouter. 

On doit donc augmenter la longueur des bielles pour obvier à cet inconvénient. 

Il faudra très-peu de tâtonnements pour trouver une longueur de bielle et une 
position du point H sur oH , telles que la disposition n'offre pas les inconvénients 
signalés. 

Ainsi : 

Du point m", avec le rayon m'Y'> je décris le cercle (c"). 

Du point n", avec le rayon n"Q"z=sm'Yf j^ décris le cercle (C") ( les rayons 
m"q" ein"Q" étant convenablement choisis ). 



k 
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Du point P", choisi contenableiMnt sur oH, avec le rayon P"Q", aussi conve- 
blement choisi, je décris un cercle qui coupe (C") en Q" et {c") en q". 

Dés lors les diverses pièces du mécanisme détermineront, par les positions 
qu'elles affectent au moment de la plus grande oscillation , le polygone 



o n \i V q m o • 
Gela &it : 

Du point comme centre , je décris avec le rayon oP" un cercle qui coupe la 
verticale passant par Taxe de la cloche, en repos, au point R. 

Du point n , avec le rayon nQ=n"Q", je décris le cercle (C). 

Du point m, avec le rayon mq=zm"q'\ je décris le cercle (c); puis ,^ en un point 
arbitraire L' de la verticale oM', je mène l'horizontale L'L" = ;Q'V'. 

Par le point L" je mène L"Q parallèle à oM'et coupant le cercle (C) au point Q. 

Par le point Q je mène Qq perpendiculaire à oM' et coupant le cercle (c) au 
point f , tel que LQ c=a Lq. 

Enfin , du point Q comme centre, avec un rayon PQ = Q"P"=î la branche du 
levier coudé , je décris un cercle qui coupe oW au point P. 

De sorte que dans l'état de repos les diverses pièces du mécanisme détermi- 
neront le polygone o'nQl?qmo'\ symétrique par rapport à la verticale oM'. 

Le point P sera en dessus ou en dessous du point R , suivant les relations de 
grandeur qui existeront entre la bielle nQ, la branche QP du levier coudé, l'angle 
QPf que forment entre elles les deux branches du levier coudé , le levier-support 
o'n, la distance oV des deux axes des rouleaux et les rayons o"i et ot d'un des 
rouleaux et du tourillon. 

11 faut maintenant déterminer la courbe parcourue par le sommet P du 
triangle Q?q, pendant qu'il passe de la position au repos P à la position extrême P''. 

Pour cela : 

1* Je mène par le point o une droite oP'. 

2* Par le point o', je mène une droite oV faisant avec la droite o'n un angle 
no^n'j qui est à l'angle PoP^ dans le rapport inverse des rayons ot et o"t. 
3* Enfin par le point o" je mène o"rn parallèle à oV. 

Ensuite : 

A"" Du point n' comme centre, avec un rayon n'QsitQ, je décris un cercle (C). 
&" Du point m' comme centre , avec un rayon mYsmçc^iiQ, je décris un 
cercle (c'). 

6"" Avec un compas à trois pointes il sera facile, sans beaucoup de tâtonnements, 
de placer le triangle QP9 de manière que son sommet P soit sur la droite oP', 
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son somniei Q snr le cercle (C), et son sommet 9 sur le «erde {t% en wrie qu'il 
prendra la position Q'9'q^ 

Dès lops, pour Foseiliation dont l'angle r= P^p', les diverses parties du méca- 
nisme détermineront le polygone on'Q'Vq'm'o'^ 

Pour des oscillations dont les angles seraient successivement PoP''^, PoP'" etc. 
on déterminerait par le même procédé les points P"", P'", etc., positions succes- 
sives et correspondantes du sommet P du triangle QVq. 

En sorte que la courbe pp""p'p'"p'' sera la courbe parcourue par le sommet P 
du triangle QPf, ou, en d'autres termes, sera la section droite du cylindre par- 
couru par l'axe de la verge horizontale N , pendant le mouvemeMd'qscÂUatiQi^ide 
la cloche tournant de u en v. 

Si ensuite on décrit du point 0^ comme centre, un cercle tangent. à cette 
courbe, la différence PR' qui existera entre les deux rayons oSi' du cercle tan- 
gent et oP (le point P étant en dessous du point R), ou la différence RR' existant 
entre les deux rayons oR'^ et oP" (le point P étant au-dessus du point R), déter- 
minera la longueur de la course de l'axe de la verge horizontale R pendant le 
mouvement d'oscillation de la cloche. 

On aura donc, par ce moyen, tout ce qui est nécessaire pour déterminer la 
position et les dimensions du trou oblong qui doit être percé à l'extrémité de la 
tige m. 

Sn. 

Dans le paragraphe précédent nous avons indiqué la construction de Tanaien 
système, nous allons niaintenant faire connaître les modifications que MM, Jauoez 
père et fils y ont apporté ^ les fig. 6 et 6 donnent l'élévation et. h plan» à 
l'échelle , du nouveau mécanisme. 

Ces dessins suffisent pour que tout ingénieur voie au premier coup d^eîl tout 
ce que le nouveau système présente d'avantageux sur l'aucien. 

Les ingénieurs de Metz ont conservé le principe dé Tàncien sy stème ,. mais ils 
l'ont très-heureusement modifié ; et on peut, je crois, comparer les modifications 
qu'ils y ont introduites à celles que les mécaniciens anglais ont apportées à Vordan. 
Jusqu'à eux la came frappait sur la queue du marteau, ils ont imaginées placer 
un oientomietà la tète ds' marteau «t de fiiire soulever temaiteau par la oa me. 

Si Ton'oofiipare ranmennedtspoeitionAweotanoMwUe, mlpedniie par MM . Jaunez 
père et ûls dans le mécanisme de suspension de la cloche de la cathédvate de 
Metz , on ne pourra se refwer à Mconaaltre r«xaolîtu^ de ne.qve noua venons 
de dire. 



De plus, dans rancien mécanisme , le poids de la cloche produisait une pres- 
sion sur les axes des deux disques tournants, et qui devait beaucoup les fatiguer ; 
dans le nouveau mécanisme les axes des deux disques tournants n'éprouvent 
aucune pression , puisque c'est le troisième disque qui a été ajouté qui supporte 
tout le poids de la cloche. 

En comparant les deux mécanismes, ancien et nouveau , on ne peut s'empêcher 
de faire des réflexions sérieuses sur l'importance des formes , dispositions el em- 
manchements mécaniques pour les diverses pièces d'une machine; et en même 
temps cette comparaison nous démontre qu'un principe, bon en lui, peut être 
matérialisé dans une machine de diverses manières, et que l'une de ces manières 
doit seule être préférée, parce qu'elle satisfait mieux que loiHefi Je» autres auK 
conditions de stabilité, de durée» d'économie, de réparation facile^, et exige 
l'emploi d'une moins grande force pour fonctionner. 



FIN. 



'HHATmm. 



Page 49, ligne 7 en remontant du bas de la page : inclinée» 1%$$% : inclinée. 
Page 90, k^ ligne en remontant du bas de la page : queques, lUet : quelques. 
Page 99, 8* ligne de la note : construit les droites, lise% : construit sur les droites. 

Page 425, dernière ligne de la note : 2< partie, chap. YI, lUez : h^ partie, chap. VI. 

Page Ut, Hgne 15 : i^y/^(^*-% lue. : d- Vi+i^J-^. 

Page 9i3, lignes 23, SI et 25 (colonne de gauche), au lieu du signe X) liêM le signe -|- 
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